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Tabla 1.1

Tabla 1.2

Valores de x correspondientes a tres situaciones
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RESUMEN

Los estudios desarrollados respecto al pensamiento variacional atienden en su
mayoria a una perspectiva tedrica, denominada una aproximacion
Socioepistemoldgica, y otros, en menor proporcion se enfocan al estudio del
pensamiento variacional desde una perspectiva dinamica centrada en el proceso
cognitivo de generacion de modelos mentales que dan cuenta de covariacion de
variables en una situacion particular, siendo la visualizacién un eslabon del

proceso.

En esta investigacion hemos adoptado la segunda perspectiva para el
pensamiento variacional, partiendo, ademas, de las ideas pre matematicas que
traen los estudiantes al ingresar al nivel terciario. Argumentamos este aspecto,
puesto que, nuestros estudiantes poseen experiencias vividas que en diferentes
situaciones y podrian constituirse en un eslabon de construccién de conocimiento
formal. Los nifios desde temprana edad conocen las relaciones de diferentes
sonidos asociados a diferentes animales; de igual manera escuchamos
conversaciones cotidianas de nuestros estudiantes relativas a magnitudes como

la distancia y velocidad sin ser esta, una idea formal de lo que define una métrica.

Se ha considerado de pertinencia desarrollar la investigacion en el calculo inicial,
puesto que, en la génesis de esta rama matematica, la variacion y el cambio -
conceptos medulares del pensamiento variacional- han desempefiado un rol en
la generacion de nuevas ideas y conceptos, ya que en cada etapa historica de la
evolucién del calculo, se han desarrollado distintos e importantes esfuerzos para
comprender el cambio de diferentes situaciones y fenémenos (fluxiones,

fluxaciones, indivisibles, infinitésimos, etc.).
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Resumen

En ese sentido, por la importancia y la pertinencia que sigue teniendo la variacién
y el cambio en nuestra sociedad en diferentes contextos, esta investigacion
aborda el pensamiento variacional emergente en estudiantes de ingenieria que

se inician en el estudio del céalculo.

La investigacién persiguid entre sus objetivos, caracterizar y categorizar las
producciones, identificando caracteristicas de las mismas que dieran cuenta de
diversas formas de manifestacion de pensamiento variacional. Para lograr este
propésito, la investigaciéon fue desarrollada en tres etapas: revision de literatura

pertinente al tema, planificacion — ejecucion y, andlisis de resultados.

En cada una de las fases de la investigacién, se propusieron ciertas tareas
acordes a los objetivos. En una revision minuciosa de la literatura relacionada
con el pensamiento variacional se constatd la originalidad del tema que se

desarrolla en esta investigacion.

En la planificacion y recoleccién de la informacion se observaron y transcribieron
cada una de las producciones de los estudiantes que propuso el profesor de la
clase. Luego se analizaron las producciones escritas de los estudiantes y los
registros (flmicos y fotograficos) de sus sesiones de estudio, generando
categorias de manifestaciones de pensamiento variacional de acuerdo a un

primer nivel de andlisis provisto por el enfoque ontosemidtico.
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ABSTRACT

The studies developed related to the variational thought deal mainly with a
theoretical perspective known as called as Socioepistemologic approximation.
Other studies in lesser proportion have as a focused the study of the variational
thought from a dynamic perspective, which is centered on the cognitive process
of generation of mental models that show covariation of variables in a particular
situation having visualization as a link of the process.

In this investigation, we have adopted the second perspective for the variational
thought, also taking into account the pre mathematical ideas students have when
they entered post-secondary education. We argue this aspect, because our
students have different experiences that could become the link in formal
knowledge construction. Children from early age know the relation between
sounds associated with different animals. We can also listen to students’
conversations related to magnitude such as distance and speed without being
this, a formal idea to what defines a metric.

it has been considered relevant to develop the investigation in the Calculus |
since, in the beginning of this mathematical branch, the variation and the change
- fundamental concepts of the variational thought - have played a role in
generating of new ideas and concepts, because in every historical period of the
evolution of the calculus, different and important efforts have being developed to
understand the change in different situations and phenomena ( fluxions,
indivisible, infinitesimal, etc.).

In this sense, due the importance and the relevancy that continues to have the
variation and the change in our society in different contexts, this investigation
approaches the emergent variational thought in engineering students who begin
the study the Calculus.

The investigation follow among its objectives to characterize and to categorize
the productions, identifying characteristics of the same ones that were realizing of
diverse forms of manifestation of variational thought. To achieve this intention, the
investigation was developed in three stages: review of pertinent literature to the
topic, planning - execution and, analysis of results. In each of the phases of the
investigation, they proposed certain identical tasks to the aims.
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Introduccidon General

The investigation had as objectives characterizing and categorizing productions,

identifying their characteristics, which showcase various, forms of the variational
though.

Every student production proposed by the class professor was observed and
transcribed during planning and data recollection.
Students' written productions and audio sessions records (filmed and
photographed) were then analyzed, generating categories of manifestations of
variational thoughts in accordance with the first level of analysis under the
ONTOSEMANTIC approach
which generated.
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Introduccidon General

INTRODUCCION GENERAL

En la génesis y desarrollo del calculo, diferentes ideas y aproximaciones a los
objetos matematicos (limite, derivada, funciones, integral, entre otros) se
desarrollaron en diferentes contextos: aritmético, geomeétrico, algebraico a partir
de fendbmenos en contextos fisicos, geomeétricos, y en alguna medida algebraica,
siendo las ideas dinamicas las verdaderas gestoras de los trabajos de los padres
del calculo: Newton y Leibnitz. En este sentido, la variacion y el cambio han sido
aspectos explicativos de muchos fendmenos naturales y cotidianos en diferentes
situaciones. Un gran desafio actual es encontrar maneras de utilizar este

conocimiento acumulado, en distintos espacios de ensefianza y aprendizaje.

La Educacion Matematica ha abordado este desafio desde la comprension de la
cognicion humana, de como el individuo logra desarrollar competencias,
habilidades de pensamiento matematico de manera significativa, para que
puedan ser puestos en escena al resolver problemas y obtener logros
significativos en los aprendizajes. El pensamiento variacional se orienta a
desarrollar habilidades de orden superior, partiendo de diferentes situaciones,
sean estas cercanas o no al sujeto, bajo la premisa que el cambio y la variacion
se encuentran presentes en la mayoria de los procesos, fendmenos y situaciones

gue ocurren a nuestro alrededor sin importar el contexto en que nos situemos.

Esta investigacion estd focalizada en conocer las manifestaciones de
pensamiento variacional que emergen en los estudiantes de Calculo en

diferentes tareas propuestas por el profesor a lo largo del curso, y que constituyen
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el sustrato de este trabajo de investigacién. Para una mejor presentacion y
comprensiéon de la investigacion se presenta el desarrollo en seis capitulos que

se describen a continuacion.

En el capitulo 1 denominado ANTECEDENTES Y AREA PROBLEMATICA se
presenta una revision de los trabajos de investigacion relativos al pensamiento
variacional, tanto la probleméatica como los objetivos y algunas conclusiones. Se
ha hecho una categorizacion de las investigaciones consultadas, de acuerdo al
foco de interés que atiende su estudio. Con base en la revision de las
investigaciones se pudo realizar una aproximacion al problema de investigacién
planteado, asi como también a la formulacion de ciertas preguntas que

conducirian nuestra investigacion.

El capitulo 2 esta constituido por aspectos tedrico-conceptuales relativos a la
conceptualizacion del pensamiento variacional. Se presentan algunas miradas
convergentes del pensamiento variacional que dan luces y que aportan
elementos para la comprensidn de este tipo de pensamiento matematico. Hemos
adoptado una mirada para este pensamiento desde una perspectiva dinamica
(Vasco, 2003, 2006), ya que desde esta perspectiva este pensamiento requiere
de la generacién de modelos mentales para detectar y establecer correlacién
entre variables mediante la visualizacion (Arcavi, 1999, 2003; Torregrosa &
Quesada, 2007) como un medio de enlace para distintas representaciones, sean
estas, ostensibles o no ostensibles (Duval, 1999). La mirada adoptada para el
pensamiento variacional nos proporciona elementos para analizar el

pensamiento emergente en los estudiantes de calculo inicial.

Finaliza el capitulo con los planteamientos metodoldgicos indispensables para la
comprension del objetivo general propuesto en la investigacion, del cual se
desprenden las preguntas de investigacion y los objetivos de la investigacién que

dirigen este trabajo.
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El capitulo 3 contiene un recorrido histérico-epistemoldgico del calculo desde la
matematica griega hasta la época contemporanea, relevando hechos, sucesos,
matematicos que destacaron en cada épocay cuyos trabajos trascendieron y han
significado un aporte valioso en la construccion del analisis matematico. Este
capitulo se focaliza en las producciones matematicas a la luz del pensamiento
variacional, ya que este aspecto ha dado luces para la comprensién de las
necesidades y motivaciones de los matematicos en los diferentes periodos
historicos y la importancia de que ha gozado este pensamiento matematico a lo

largo de la historia.

En el capitulo 4 se presentan la descripcién de los diferentes instrumentos
(pruebas escritas, sesiones de estudio, prueba evaluativa) que utilizé el profesor
a lo largo del curso de Calculo inicial en los diferentes momentos del semestre,
convirtiéendose estas producciones estudiantiles en uno de los sustratos del cual

se nutre esta investigacion.

En el capitulo 5, se presentan los resultados cualitativos del andlisis de los
instrumentos aplicados a los estudiantes que participaron en la investigaciéon. Los
resultados fueron analizados con las herramientas provistas por el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instrucciéon Matematica (EOS) en un primer
nivel de analisis (configuracion cognitiva). Se caracterizd el pensamiento

variacional emergente en las producciones estudiantiles.

Finaliza esta investigacion con el capitulo 6 referido a las conclusiones obtenidas
después del proceso de investigacion. Se plantean en consonancia con las

respuestas a las preguntas de investigacion planteadas en el capitulo.

Para ello, ademas, se describe en qué medida se lograron los objetivos

especificos planteados.
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CAPITULO 1

Antecedentes y Area Problemética

1.1. INTRODUCCION

El pensamiento es un aspecto fundamental de la cognicion humana vy el tratar de
comprenderlo ha sido abordado desde diferentes &reas, psicologia,
neurociencias, pedagogia, didactica, entre otros. ¢ Es relevante y pertinente para
el campo de la investigacién comprender qué es el pensamiento? ¢Hay redes
que lo estructuran? ¢ En qué aspectos se evidencia cuando un ser humano esta
pensando? Estas y otras preguntas se podrian realizar para lograr el intento por

comprender diferentes aspectos del pensamiento humano.

El pensamiento se ha clasificado atendiendo a diferentes perspectivas o miradas
que tratan de definirlo, comprenderlo, categorizarlo, etc. Se habla de
pensamiento complejo, pensamiento divergente, pensamiento en paralelo,
pensamiento matematico, pensamiento numérico, pensamiento algebraico,

pensamiento matematico
avanzado, etc.

Uno de los intereses de este trabajo de investigacion es intentar comprender
como se estructura y como se desarrolla el pensamiento, en particular el
pensamiento matematico; cuéles son los elementos indicativos de su génesis,
potenciacion y evolucion. En lo especifico, nos interesa conocer algunas de las

clasificaciones del pensamiento matematico al interior de la Educacion

21



Capitulo 1. Antecedentes y area problematica

Matematica, y en particular el pensamiento variacional que desde una de las
perspectivas teoricas consideradas en este trabajo sirve como eslabon de
articulacién con los otros pensamientos mateméaticos, ya que la variacion y el

cambio estan presentes en todas las ramas o areas de la matematica.

Para abrir el tema que nos interesa en este estudio presentamos tres apartados.
Primero, uno referente al pensamiento matematico, un segundo apartado referido
al pensamiento matematico avanzado, y, por ultimo, un tercero dedicado a
aspectos relativos al pensamiento variacional, tema central de esta investigacion.
Los antecedentes expuestos nos permiten tener en mente distintas perspectivas
relacionadas con el pensamiento variacional, investigaciones y trabajos que se

han venido realizando en esta area, temas abiertos y sus proyecciones.

1.2. PENSAMIENTO MATEMATICO (JEAN PIAGET, POLYA,
SCHOENFELD, MIGUEL DE GUZMAN, CANTORAL)

Desde un punto de vista psicologico, el pensamiento es una actividad intelectual
producto de procesos racionales del intelecto que se ejecuta en la mente
producto de ciertos estimulos y/o operaciones vinculadas a la actividad
intelectual, tales como el andlisis, la generalizacion, la comparacion, y la
abstraccion, de acuerdo a exigencias y/o necesidades del individuo en diferentes
momentos, y que se exterioriza mediante el lenguaje. El pensamiento matematico
es la sistematizacion y reflexion de todos los actos vinculados al conocimiento
matematico. Para comprender el pensamiento matematico recurrimos a ciertas

posturas tedricas que describen algunos aspectos del mismo.

Para Piaget (Piaget & Cevasco, 1978; Piaget & Inhelder, 1975) el pensamiento
matematico estd presente en la vida cotidiana del nifio, puesto que cuenta con
un entorno de mucha riqueza por descubrir, y utilizar en su desarrollo mental.

Piaget en su teoria constructivista plantea que el desarrollo mental de un nifio
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pasa por una serie de estadios: una primera etapa de inteligencia sensorio motriz,
una segunda de pensamiento pre operacional, una tercera de operaciones
intelectuales concretas, y una cuarta de operaciones formales o abstractas. La
vision constructivista del desarrollo cognitivo de Piaget se fundamenta en una
vision genética ideal del desarrollo humano, tanto en lo fisico como en lo mental,
esto Ultimo involucra su pensamiento. Piaget sostiene que para lograr el
desarrollo de cada etapa es necesario tener conflictos internos en su
pensamiento, luego superarlos y asimilarlos y acomodarlos en estructuras
cognitivas.

Polya (1945) en su libro How to Solve it, también desde una mirada
constructivista, enfatiza la resolucion de problemas como una metodologia que
permite que el pensamiento matematico se construya y fortalezca mediante
situaciones problemas, y propone un camino para hacerlo, un transito que incluye
cuatro etapas:

Comprender un problema, elaborar un plan, poner en ejecucion el plany
resolver el problema, proponiendo finalmente una verificacion de la

resolucion del problema desde una mirada retrospectiva.

Por su parte, Schoenfeld (1987) hace hincapié en el rol docente de centrar la
actividad matematica del aula en tareas que respondan a las preguntas ¢Qué

pensar? ¢ Como pensar? ¢ Por qué pensar? ¢Para qué pensar?

Guzman (1994) argumenta la importancia del estudio y analisis del pensamiento

matematico y lo expresa en los siguientes términos:

El pensamiento matematico representa hoy dia un componente muy
influyente en practicamente cada uno de los aspectos de la cultura
humana, pero su espiritu va a ejercer en un futuro proximo un impacto ain

mas importante.
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Cantoral (2000) se refiere al pensamiento matematico en los siguientes términos:

una funcién cognitiva superior que caracteriza al modo de pensar de los
sujetos que se dedican profesionalmente a las matemaéticas, y los que
investigan el pensamiento matemaético dirigen su mirada a comprender
como entienden las personas un contenido particular de matemaéticas, de
modo de caracterizar rasgos que distingan la comprension de conceptos y
de procesos.

Por Ultimo, se cita a Mason, Burton, & Stacey (1982), cuyo libro “Thinking
Mathematically’” es un referente en lo que a pensamiento matematico se refiere.
Los autores de la obra sostienen que explorar cuestionar, trabajar de manera
sistematica, visualizar, conjeturar, explicar, generalizar, justificar, probar son

actividades centrales del pensamiento matematico.

Por la literatura revisada, se aprecia que el pensamiento matematico es un
elemento esencial que fomenta e impulsa el desarrollo de la imaginacion y la
creatividad, ademas del razonamiento légico, y que se fortalece y se desarrolla
por el uso de ciertas capacidades tales como: pensar, razonar, argumentar,
comunicar, modelar, representar, usar el lenguaje simbdélico, plantear y resolver

problemas.

Todos los investigadores sefialados anteriormente y otros mas (Bruner & Linaza,
1984; Ferreras, 2003; Ledén, 2006) han argumentado la importancia de intentar
comprender la cognicion humana y todos los aspectos vinculados a ésta.
Evidencia de ello, lo constituye el aumento de los estudios relativos al

pensamiento matematico (Guzman, 2006; Cantoral, 2000; Villareal, 2000).

La cognicién y el pensamiento matematico se consolidan como una linea de
investigacion en diferentes programas de postgrado tanto en Educacion
Matematica como en psicologia, tales como CINVESTAV, Universidad de
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Salamanca, Universidad de Granada, entre otros. También las producciones
presentadas en Congresos, revistas cientificas y la conformacion de nuevos
grupos de investigacion en el area (Cubero, Rubio, & Barragan, 2005; Radford,
2006; Radford & André, 2009; Witt, 2010) dan cuenta de la importancia del

estudio de esta tematica.

1.2.1. Pensamiento Matemético Avanzado (PMA)

Es una linea de investigacién en Educacién Matematica que se orienta al estudio
de habilidades cognitivas de orden superior tales como la abstraccién y la
generalizacion en diferentes contenidos y contextos matematicos donde se
requieran su uso, tal es el caso del analisis matematico donde ademas se
requiere de otros procesos cognitivos como definir, analizar y formalizar
(Azcéarate, 1998; Cantoral, 2000; Gomez, 2009).

El PMA atiende procesos cognitivos de mayor exigencia respecto a otras areas
de menor exigencia dentro de la matematica (Giménez & Machin, 2003; Hitt,
2003; Tall, 2002), de alli se deriva la distincion de pensamiento matematico

avanzado de pensamiento elemental.

Uno de los antecedentes de esta linea de investigacion en Educacion Matematica
se remonta a 1985 al interior de Psychology of Mathematics Education (PME) con
la formacion de un grupo cuyo objetivo fue precisar y delimitar los aspectos
relacionados con el pensamiento matematico avanzado, los procesos cognitivos

requeridos para el estudio del calculo infinitesimal.

Las probleméticas iniciales de este grupo se focalizaron en las dificultades de la
ensefianza del Calculo. Desde la constitucién del grupo de ensefianza de la
matematica, diferentes estudios se han realizado para atender tematicas

centradas en el andlisis matematico. En efecto, una revision de caracter general

25



Capitulo 1. Antecedentes y area problematica

de las investigaciones a partir de 1985 muestra importantes investigaciones
centradas en la didactica del analisis (Artigue, 1995, 1998; Dreyfus, 1990,
Dreyfus & Eisenberg 1996; Cantoral, Cordero, Farfan, & Imaz, 1990; Tall, 1991;
Tall & Vinner, 1981; Sierpinska, 1985, 1987) que se han enfocado en la
consideracion del estatus de los conceptos matematicos: nimero, infinito, limite,
funcién, derivada, e integral como entidades con naturaleza propia, y medulares

en la comprension del analisis matematico.

Algunas de las siguientes investigaciones, realizadas por los investigadores
anteriormente citados, nos muestran el énfasis puesto en el estudio del analisis
matematico durante las primeras décadas de la conformacién de grupos de
investigacion para el estudio del pensamiento matematico avanzado. Los
trabajos en su mayoria se orientan en tres grandes vertientes: la dicotomia entre
imagen del concepto-definicion y del concepto, la dialéctica entre proceso y

objeto y, los obstaculos epistemoldgicos.

Tall (1980) presenta resultados de una investigacion con estudiantes
universitarios para comprender la problematica que relaciona el limite y el infinito.
Tall se detiene en la construccion de los conceptos de infinito potencial y de
infinito actual entendiéndose éstos como la posibilidad de ir mas lejos, es decir
continuacién indefinida y, como la toma de conciencia simultdnea de todos los
elementos de un conjunto, respectivamente. Este proceso de comprension de los

infinitos manifiesta conflictos cognitivos.

Para Tall la maduracion de estos procesos de configuracion de la nocion de
infinito es individual, sin embargo, el docente debe evocar paulatinamente al
acercamiento entre dos nociones de infinito, una nocion primaria, que el
estudiantado evoca desde su contexto cultural y otra nocién secundaria,

promovida por la escuela, de modo que puedan conducir alas nociones de éstos.
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Desde esta doble perspectiva que presenta Tall el concepto de infinito no precisa
ser globalmente coherente y puede presentar conflictos en los estudiantes que

s6lo seran percibidos si se evocan simultaneamente.

Un avance significativo para la distincion de procesos ligados a la comprension
de objetos matematicos lo constituyen dos distinciones para referirse a un objeto

matematico, “ConceptImage”y “Concept Definition”.

(Tall & Vinner, 1981) el primero referido atoda la estructura cognitiva en la mente
de una persona asociada a un concepto dado; es decir todas las figuras mentales
que pueden ser representaciones Vvisuales, impresiones 0 experiencias
asociadas al concepto) propiedades y procesos asociados, conscientes o
inconscientes, y, el segundo, a una definicion verbal para especificar un
concepto. Estas distinciones fueron utlizadas en sus investigaciones con

diferentes objetos matematicos, tales como funciones, limites, derivadas, etc.

Por otro lado, esfuerzos por comprender aspectos ligados a la comprensién de
objetos matematicos, Sierpinska (1985) desarroll6 con estudiantes de nivel medio
y universitario en Canada, investigaciones en célculo. Entre sus resultados ella
encuentra obstaculos que presentaron sus estudiantes en una tarea relacionada
con el limite matematico. Estos obstaculos fueron categorizados. Una primera
categoria de obstaculos que denominé “Horror Infiniti” clasifica los aspectos
relativos al concepto del infinito en si, el problema del paso al limite donde se

rechaza el estatus de operacion matematica.

En esta categoria, ademas estan los obstaculos referidos a razonamientos con
falta de rigor, excesivo rigor o falso rigor, como la induccion incompleta,
obstaculos de tipo algebraico, uso de los mismos métodos para cantidades finitas
como para cantidades infinitas, la transferencia de propiedades de los términos

de una sucesion convergente a su limite y el obstaculo que asocia el paso al
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limite con un movimiento fisico o aproximacion indefinida. En un segundo grupo,
estan los obstaculos relativos al concepto de funcidén, en un tercer grupo estan
los obstaculos relativos a la concepciéon geométrica de la nocién de limite. En
cuarto lugar, se refiere a obstaculos légicos, en particular al uso adecuado de los
cuantificadores, que a juicio de Sierpinska (1985), no surge como una necesidad
natural para resolver los problemas propuestos. Por dltimo, plantea el obstaculo
referido al simbolo de la operacion de paso al limite. Dubinsk. Desde esta mirada,
los nimeros, variables, funciones, limite, derivada, anti derivada etc. pueden
considerarse como objetos. En esta perspectiva, los procesos se componen de
operaciones sobre los objetos; ellos, transforman los objetos y las estructuras

pueden o no preservarse bajo las transformaciones.

Otra de las orientacién de las investigaciones del analisis matematico fue el
obstaculo epistemoldgico introducido por Bachelard (Bachelard, 1981,
Brousseau, 2007 ) al estudio de la didactica de las matematicas, y se refiere a
los obstaculos que tiene un concepto por si mismo para ser aprendido; por
ejemplo, un estudiante posee cierto conocimiento para atender un problema, pero
que esinsuficiente pararesolver otro tipo de problema, entonces en ese momento
el conocimiento anclado en el estudiante se vuelve un obstaculo epistemolégico.
A manera de ejemplo, un estudiante que ha abordado temas en una faceta
algebraica, principalmente las ecuaciones y se le solicita que interprete la

definicion formal del limite matematico.

Siempre en la linea de la didactica del analisis matematico, Cornu (1983, 1986,
1991) reportan obstaculos epistemoldgicos que no provienen estrictamente de la
nocion de limite mateméatico pero que estan relacionados, tal es caso de la idea
de que una suma infinita debe ser infinita, que toda convergencia es monotona y
otras ideas creadas por las concepciones espontaneas o por el empleo coloquial
de la palabra ‘limite’ (generalmente como algo que no se puede alcanzar,

aproximacion sin sobrepasar, o simplemente quedarse alejado o, incluso,
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semejanza sin ninguna idea de variacion, como en la afirmacion ‘este azul tiende

a violeta’).

Cornu, afirma que la nocion de limite fue introducida en la comunidad matematica

para resolver tres tipos de problemas:

a) Geomeétricos (calculo de areas con método de exhaucioén, por ejemplo),

b) Convergencia de series;y

c) Diferenciacion o razones de cambios del orden de cero (relacion entre

dos cantidades que simultaneamente tienden a cero).

Este investigador identifica, en relacibn a estos problemas, cuatro grandes
obstaculos epistemoldégicos:

a) La falta de vinculo entre el aspecto geométrico y el numérico (haciendo
especial referencia a problemas clasicos de la matematica griega),

b) La nocion de las cantidades infinitamente pequefias o infinitamente
grandes,

c) Los aspectos metafisicos de la nocion de limite vinculados con los del
infinito,

d) El debate sobre si el limite es o no alcanzado.

Artigue (1998) hace una sistematizacion de los estudios didacticos referidos al
analisis y, se refiere a distintos tipos o categorias de dificultades, un primer tipo
denominado “dificultades vinculadas al campo conceptual del calculo”, se refiere
a la complejidad matemética de los objetos basicos del calculo, la
conceptualizacion y formalizacion de la nocion de limite en el nacleo de su

contenido y su tratamiento en la ensefianza y, a la ruptura algebra / calculo.

Esta categoria conceptual incluye ademas subcategorias:

29



Capitulo 1. Antecedentes y area problematica

Dificultades para los campos de numeros reales, funciones, identificar lo
gue realmente es una funcion, dificultades para el reconocimiento que las
sucesiones son funciones, dificultades para identificar la dicotomia de
proceso y de objeto en una funcién, dificultades en el uso de diferentes
registros de representaciéon semiotica, dificultades para lograr trascender

del registro numérico y algebraico a otros registros.

Un segundo tipo corresponde a dificultades con el limite matematico y a los
aspectos que subyacen alrededor del mismo y que fueron enunciados por
Sierpinska (1988), Cornu (1983,1985), Tall & Vinner (1981) y otros. Un tercer
grupo de dificultades que propone Artigue es la que esta vinculada con la ruptura
del pensamiento algebraico con el pensamiento analitico tal como propone
Legrand (1993) propone desarrollar estrategias para desarrollar el paso de
igualdades a desigualdades, tematicas propias del calculo inicial en el caso del
limite matematico. Otra perspectiva tedrica difundida en el estudio del andlisis
matematico es la teoria APOE. J., Dubinsky, E., Nichols, D., Schmwingendorf, K.,
Thomas, K. & Vidakovic, D. en 1996. Este enfoque tedrico, en inglés APOS,
acronimo de Actions, Processes, Objects and Schemas describe la construccion

de cualquier conocimiento matematico en tres etapas fundamentales:

Accién: “Una accion es una transformacion de un objeto, el cual es

percibido por el individuo, hasta cierto punto, como algo externo”

(Asiala, et al., 1996); es decir, cuando es una reaccion a estimulos, ‘los
cuales pueden ser fisicos o0 mentales. Una accion puede consistir en una
simple respuesta 0 en una secuencia de respuestas. En cada caso el
efecto es transformar en forma fisica o mental uno o varios objetos”
(Dubinsky, 1997, pag. 96).

Proceso: “Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella,

puede interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una construccion
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interna que ejecuta la misma accién, pero ahora no necesariamente
dirigida por un estimulo externo... En contraste con una accion, el individuo
percibe el proceso como algo interno, y bajo su control, en lugar de algo

gue se hace como respuesta a sefiales externas” (Dubinsky, 1996).

“Nos referimos a la construccion de un proceso desde una accién como
una interiorizacién. Una vez que un individuo tiene construido un proceso,
varias cosas son posibles. Por ejemplo, dos o0 mas procesos pueden ser

coordinados para obtener un nuevo proceso” (Dubinsky, 1997, pag. 96).

Objeto: “Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas
a un proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo,
realiza aquellas transformaciones (ya sean acciones 0 procesos) que
pueden actuar sobre él, y puede construir de hecho esas
transformaciones, entonces estd pensando en este proceso como un
objeto. En este caso, decimos que el proceso ha sido encapsulado en un
objeto. En el curso de la realizacion de una accion o un proceso sobre un
objeto, suele ser necesario desencapsular y regresar el objeto al proceso

del cual se obtuvo con el fin de usar sus propiedades al manipularlo

(Dubinsky, 1996, pag.96).

Esquema: “un esquema para una parte especifica de las matematicas se
define como la coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas
gue estan relacionados consciente o inconscientemente en la mente de un
individuo en una estructura coherente y que pueden ser empleados en la
solucion de una situacion problematica que involucre esa area de las
matematicas. Cuando un sujeto se encuentra frente a un problema
especifico en el &mbito de las matematicas, evoca un esguema para

tratarlo.
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De acuerdo a los autores anteriormente citados, se pone en juego aquellos
conceptos de los que dispone en ese momento y utiliza relaciones entre esos
conceptos. Ante una misma situacion diferentes estudiantes utilizan los mismos
conceptos y diferentes relaciones entre ellos. El tipo de relaciones que cada
sujeto establece entre los conceptos que utiliza, asi como el tipo de construccién

del concepto que muestra, dependen de su conocimiento matematico.

A través de las acciones, procesos, objetos y esquemas la construccién del
conocimiento matematico se lleva a cabo. “Las acciones son transformaciones
de objetos que se efectllan como respuesta a un estimulo que es percibido por
el individuo como algo hasta cierto punto externo. Una accidn es interiorizada en
un proceso en el cual la transformacion es controlada de forma consciente por el
individuo... El proceso es encapsulado en un objeto a través de acciones

repetitivas y una reflexion sobre éI” (Dubinsky, 1997, pag. 98).

En resumen “las acciones son construidas por respuestas repetitivas a un
estimulo; los procesos son construidos ya sea al interiorizar acciones o al
transformar procesos existentes; los objetos son construidos al encapsular los
procesos; Yy, en la desencapsulacién de un objeto, los Unicos procesos que un
individuo puede obtener son los procesos que fueron encapsulados para

construir este objeto” (Dubinsky, 1997).

Los investigadores anteriormente mencionados proponen para el limite
matematico desde su perspectiva tedrica un esquema formado por dos procesos
coordinados (cuando x — a, f(x) = L) se reconstruye para obtener el proceso si

0<|x—al <éentonces |f(x)—L|<e.

Este, que es a su vez un proceso mental consistente en ir de la hipétesis a la
tesis, es encapsulado en un objeto que permite construir un esquema en un

segundo nivel (para todo ¢ positivo, existe un § positivo tal que si 0 < |x —a| < &
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entonces |f (x) — L| < ¢). Esta breve descripciénde lo que los autores denominan
“descomposicion genética” del concepto de limite explica la manera en que lo
conceptualizan, como un proceso dinamico, diferenciandose en este sentido de
la concepcion tradicional. En esta investigacion se plantea que uno de los
grandes obstaculos en el aprendizaje del concepto es la consideracion de que el
limite no se alcanza nunca, ya que es Vvisto como un proceso de aproximacion
(aqui subyace la nocion de infinito potencial) y no como un objeto en si mismo.
Esto Ultimo para los investigadores significa poder seguir aproximandose tan

cerca del punto como fuese posible y no lograr dar el paso de capturar el limite.

Las investigaciones anteriores nos abren una ventana y nos brindan una
perspectiva general de la preocupacion de las investigaciones del pensamiento
matematico avanzado en sus primeras décadas del estudio intencionado del
calculo infinitesimal. En el siguiente apartado presentamos algunos elementos y
antecedentes del pensamiento variacional desde una perspectiva de una linea

emergente en Educacion Matematica.

1.3. PENSAMIENTO VARIACIONAL

El Pensamiento Variacional, constituye una linea de investigacion en Educacion
Mateméatica que tiene su génesis en el andlisis y reflexion de los trabajos de
calculo infinitesimal de Newton, Leibnitz y de sus antecesores en los que el
cambio se consideré un punto medular en aras de responder a diferentes
necesidades de la época, de brindar solucion a problemas de movimiento que
relacionaban aritmética, geometria y mecdanica, entre otras areas. (Caballero &
Cantoral, 2013; Castafio, Garcia, Lujan, Medina, & Ruiz, 2008; Marmolejo, 2014;
Mendoza, 2013).

Las tendencias actuales en Educacion Matematica adjudican importancia y

dedican especial atencién a la perspectiva histérica-epistemolégica (Anacona,
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2003; Godino, 2003, 2010) como un medio de comprensién de los distintos
procesos que gestaron el nacimiento y desarrollo de diferentes nociones y
objetos matematicos, ya que la matematica es una produccion humana situada
en una época y contexto determinados, ademas influida por las culturas. Algunas
obras que se refieren al desarrollo histdrico-epistemolégico del célculo (Bagni,
2005; Ferrante, 2009; Molfino, 2010), exponen que hubo mezcla de ideas

estaticas y dinamicas para conceptualizar algunos objetos matematicos.

En la primera etapa del desarrollo del calculo, la idea de limite aparece a través
de la exhaucion en un solo contexto, el geométrico; sin embargo, las ideas que
utilizan tanto Newton como Leibnitz, germinaron a partir de fenbmenos en
contextos fisicos, geométricos y, en alguna medida algebraicos, siendo las ideas

dinamicas las verdaderas gestoras de los trabajos de los padres del calculo.

En este sentido la variacion y el cambio han sido aspectos explicativos de muchos
fendbmenos naturales, cotidianos en diferentes situaciones. Un gran desafio
actual es encontrar maneras de utilizar este conocimiento acumulado, en

distintos espacios de ensefanza.

La Educacion Matemética lo ha abordado desde la comprension de la cognicion
humana, de como el individuo logra desarrollar competencias, habilidades de
pensamiento matematico de manera significativa, para que puedan ser puestos
en escena al resolver problemas y obtener logros significativos en los

aprendizajes.

El pensamiento variacional, se orienta a desarrollar habilidades de orden
superior, partiendo de diferentes situaciones, sean estas cercanas o no al sujeto,
bajo la premisa que el cambio y la variacion se encuentran presentes en la
mayoria de los procesos, fendbmenos y situaciones que ocurren a nuestro

alrededor sin importar el contexto en que nos situemos.
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Una de las perspectivas del Pensamiento Variacional (Vasco, 2003), sefiala que
“‘El objeto del pensamiento variacional es la captaciéon y modelacién de la
covariacion entre cantidades de magnitud, principalmente —pero no
exclusivamente— las variaciones en el tiempo. Una manera equivalente de
formular su propdsito rector es pues tratar de modelar los patrones que se repiten

en la covariacion entre cantidades de magnitud en subprocesos de la realidad”.

Si, en coherencia con esta concepcion del pensamiento variacional, nos situamos
en contextos cercanos a los estudiantes, en los cuales puedan investigar sobre
los procesos de cambio que viven a diario, éstos podran poner en evidencia sus
concepciones pre matematicas y, a través de un curriculum adecuado,
conducirlos a un aprendizaje mas significativo de los conceptos matematicos que

el sistema educativo busca entregar, sistematizar y formalizar.

En este punto y, desde una perspectiva que trasciende el pensamiento
variacional, afirmamos que la matematica no se comienza a aprender en la sala
de clases. Esta afirmacion es coherente con la descripcion que Cantoral

(Cantoral, 2000) hace del pensamiento matematico:

“Por un lado se le entiende como una reflexion espontanea que los
matematicos realizan sobre la naturaleza de su conocimiento y sobre la
naturaleza del proceso de descubrimiento e invencién en matematicas. Por
otra, se entiende al pensamiento matematico como una parte de un
ambiente cientifico en el cual los conceptos y las técnicas matematicas
surgen y se desarrollan en la resolucién de tareas; finalmente, una tercera
vision considera que el pensamiento matematico se desarrolla en todos los

seres humanos en el enfrentamiento cofidiano a mdultiples tareas.”

Desde ésta perspectiva, se convierte en una necesidad didactica, conocer las pre
concepciones y experiencias pre matematicas que los estudiantes traen cuando

llegan a la sala de clases. Conocer estas preconcepciones, forma, entonces,
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parte del quehacer docente, pero también del quehacer del investigador en
didactica de la matemética , tal como afirma Godino (2011), comentando la
posicion de ciertos autores (Wittman, 1995; Hjalmarson & Lesh, 2008; Lesh &
Sriraman, 2005), acerca del enfoque de la Didactica de las Matematicas como

una “ciencia de diseno”.

Adhiriendo a esta Ultima posiciény considerando la falta de propuestas explicitas
para enfrentar el problema del aprendizaje y ensefianza del fendbmeno del cambio
y la variacién, particularmente con el fin de aportar al surgimiento de una
propuesta de ensefianza del calculo en el nivel inicial de la educacion superior,
nos interesa poner en evidencia las manifestaciones que, a pesar de un sistema
educativo que no ha puesto atencion en el particular, hayan podido desarrollar

los estudiantes que llegan a este estadio en su proceso educativo.

1.4. INVESTIGACIONES EN TORNO AL PENSAMIENTO
MATEMATICO VARIACIONAL

A continuacion, presentamos algunos resultados de investigaciones que nos
pondran en perspectiva las lineas de interés de este pensamiento, y las
respectivas producciones cientificas. Estas investigaciones indagan respecto al
pensamiento variacional en el nivel medio y en el nivel universitario. Se ha
categorizado las investigaciones revisadas relativas al pensamiento variacional
atendiendo a su foco de interés.

Estas se orientan al andlisis de la presentacion del discurso escolar en los textos,
disefio de estrategias variacionales, formacion de profesores con ideas
variacionales, estrategias empleadas respecto a la variacién, uso de la tecnologia
para el desarrollo de pensamiento variacional Yy, aspectos historico-

epistemoldgicos de la variacion.
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1.4.1. Investigaciones relativas al discurso escolar de la variacion

Gonzalez (1999) y Salinas (2003) analizan algunas fuentes bibliograficas
respecto a la presentacion de la variacion en algunos libros de texto utilizados en
los primeros cursos de calculo. Sus aportes radican en su reflexion sobre
diferentes situaciones que implican cambio e incorporan a la linea de
investigacion Pensamiento y Lenguaje variacional (Pylvar) estrategia variacional
y situacion variacional que posteriormente se convertiria en base para posteriores

trabajos.

Salinas (2003) propone una caracterizacion para estrategias variacionales. Esta,

a Su vez se compone de:

a) Comparaciéon que consiste en obtener diferencias entre dos
estados sucesivos,
b) Seriacionque se refiere a buscar relacionesy diferencias entre dos

estados sucesivos,
c) Estimacion que analiza los estados previos y con base en ello se

propone nuevos estados y comportamientos a corto plazo, y
d) Prediccion es la capacidad de poder estimar un nuevo estado

después del analisis de diferentes estados previos.

Salinas sostiene la importancia de generacion de estrategias variacionales para

generar pensamiento variacional.

Reséndiz (2006) realiza una investigaciéon con tres profesores (dos matematicos
y un fisico) de una universidad mexicana con el objetivo de analizar el discurso
escolar que transmitian los maestros respecto a la variacion, y para ello,
consideraron las funciones y las derivadas, puesto que consideré que ambos

contenidos son pertinentes al tema variacional.
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Después de analizar el discurso que utilizaban los profesores en sus clases,
obtuvo resultados respecto al uso especifico de la variacibn como una
herramienta para sus clases. En este sentido, la variacién fue concebida como
un medio empleado en la tabulacion numérica de distintos valores como una
herramienta para construir graficos y ver la variacion desde un punto referencial,
desde situaciones cotidianas mediante expresiones verbales, mediante el empleo
de parametros para hacer referencia a variables principales, y en ciertos casos
la derivada se consideré como la covariacion o la comparacion entre dos
magnitudes a y b.

Para la investigadora, la variacion desde el discurso escolar que emplean los
docentes en su practica, se basa en cinco modelos: numeérico, geométrico,
algebraico, comparacion y de lenguaje natural. Reséndiz (2006) sostiene que la
variacion no es objeto que necesariamente se explicita en la ensefianza
aprendizaje de las matematicas, pero si forma parte del empleo a que algunos
docentes recurren para referirse a alguna situacion en particular, tal es el caso

del crecimiento y decrecimiento de las funciones.

La investigadora considera el rol que deberia jugar el discurso del profesor para
instituir y fortalecer la variacibn como un eje medular en los cursos de analisis
matematico y en los posteriores. Para ello la investigadora propone que el
docente incorpore en su epistemologia otros tipos de actividades y no enfatice
Unicamente en el curriculo tradicional. Ademas, ella considera que proponer otras
situaciones creadas en diferentes contextos y con dosis de creatividad, le
permitira al estudiante explorar y desarrollar nuevas ideas, habilidades y visiones
de la variacion.

En la profundizacién de la importancia del discurso de los profesores en el tema
de la variacion, Reséndiz (2010) realizO un estudio etnografico con tres
profesores durante un semestre para analizar el desarrollo de la clase de calculo

respecto a la variacion en temas de funciones y derivadas.
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El objetivo principal de su investigacion fue analizar como se introduce el
concepto de variacion en un curso de matematica superior. Dada la complejidad
del tema, la investigadora analizd distintas y complejas interacciones entre

profesor, estudiante y contenido curricular.

Entre los resultados de su investigacion figura la variaciéon desde una perspectiva
de uso en distintos contextos y modelos (Reséndiz, 2003, 2006). Ella hizo énfasis
en la variacion numérica en un registro tabular y el concepto de funcion fue

utilizado desde sus distintas representaciones.

Otro de sus hallazgos en la investigacién, fue el tipo de interaccién compleja y
multidireccional docente, estudiante, saber. La investigadora llamé “acuerdos
sociales”al medio que permite el aceptar o no, las visiones, conocimientos, ideas,
perspectivas relativas a una tematica, la variacion en este caso. Esta
construccion en el aula se realizd por el discurso, tanto de estudiantes como

profesores y la naturaleza especifica del saber en juego.

1.4.2. Investigaciones referidas al disefio de estrategias variacionales

Gonzalez (1999) realiz6 una investigacion con profesores que impartian clases a
bachillerato y que abordaban el tema de derivada en sus clases. En una de las
actividades propuestas a los docentes les solicité que a partir de una grafica de

una funcion f(x) decidieran el signo de la primera, segunda y tercera derivada.

Los profesores lograron responder para la primera y segunda derivada anclados
en los conceptos tedricos de pendiente y concavidad, pero para la tercera
derivada no respondieron de manera adecuada y presentaron dificultades. El
investigador sostiene que estos conocimientos tedricos de primera y segunda
derivada fueron extrapolados hasta la tercera derivada. Si por el contrario ellos
hubiesen desarrollado un pensamiento de tipo variacional recurririan a la

variacion como una estrategia de decisién para el signo de la tercera derivada.
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Por su parte, Aparicio (2003) desarroll6 una investigacion con ocho estudiantes
de ingenieria de una universidad mexicana; propusieron una secuencia de
actividades que combiné pizarra, papel y computadora con el uso de un software
de geometria dinamica. El objetivo de la investigacion fue caracterizar las
producciones estudiantiles y, a la luz de éstas, realizar distintas mediaciones con
el software geométrico que pudiesen permitir un acercamiento y posibles

resignificaciones a la nocion de continuidad y discontinuidad en un punto.

La investigacion aportd significativamente a la comprension de continuidad de la
funcidon en un punto porque le permitié al estudiante realizar interacciones, utilizar
el software dinamico, desarrollar estrategias de visualizacion. Entre los hallazgos
de la investigacion, el autor sostiene que el disefio de secuencias de actividades
se deben considerar muchos aspectos: el contexto y si es el adecuado, lo

epistemoldgico, que variables pueden influir en lo cognitivo del estudiante, etc.

Vrancken, Engler, Gregorini, Muller, Hecklein, & Henzenn (2008). Realizaron una
investigacion a 72 universitarios de Argentina en un curso de calculo. Las
investigadoras proponen diez reactivos disefiados en diferentes registros,
geomeétricos, algebraicos, grafico las cuales les solicitan ciertas consignas
especificas que responder y todas ellas orientadas a la variacidn, en contextos
de funciones y derivadas. La investigacion fue desarrollada en un ambiente
colaborativo, interaccion y reflexion, ademas, representd un desafio para
desarrollar habilidades tales como conjeturar, analizar, representar, discriminar,
sintetizar, visualizar. Los objetivos de la investigacion propuesta fueron
desarrollar habilidades relacionadas con las variables, las funciones y la
variacion, ademds, de las dificultades y los errores méas frecuentes que los
estudiantes muestran al enfrentarse a diferentes situaciones relacionadas con el
Célculo.
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Las investigadoras sostienen que Las nociones de variable, funcion y derivada
tienen su génesis y consolidaciéon, en la comprension que implica los procesos
de cambio, sustantivos para el desarrollo de un pensamiento y lenguaje
variacional. La poca o escasa comprension de procesos de cambio tendra
incidencia en las concepciones que se logren relativas al célculo. Este desarrollo

no se logra de manera instantanea, es necesaria una preparacion adecuada.

1.4.3. Investigaciones concernientes a la formacion de profesores con

ideas variacionales

Engler, Vrancken, & Miller (2011) realizaron una investigacion con siete
profesores argentinos en una modalidad mixta (virtual, presencial) con el
propédsito de analizar las ideas que tienen los profesores, respecto a la variacion
y el cambio. La investigacion se realizo en el marco de un curso de célculo
diferencial a través de un enfoque intuitivo, en el cual se compartieron las
producciones de los diferentes participantes, luego se discutieron y en un espacio
de didlogo se consolidaron las ideas de variacion y cambio que surgieron en las

actividades

En una primera actividad de la investigacion se indago en los profesores algunos
de sus concepciones relativas: magnitud, variable e intervalo. En este sentido se
les preguntd alos profesores lo siguiente: ¢ En qué piensa usted cuando escucha,
lee o utiliza en la vida cotidiana, magnitud, variable, intervalo? ¢Como expresaria
usted el significado de magnitud, variable e intervalo en palabras ante sus
estudiantes?, se les sugirié a los docentes utilizar distintas representaciones en
caso de considerarlo apropiado. Por su parte, en la segunda actividad indago
ideas relacionadas con la diferencia y con la razdn. En este sentido se les solicitd
responder a las siguientes interrogantes: ¢ En qué piensa usted cuando escucha,

lee o utiliza en la vida cotidiana el concepto de diferencia y el de razén?, ¢ Coémo
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explicaria a sus estudiantes el significado de diferencia, razon? Puede utilizar

distintas representaciones si lo tiene a bien.

Los resultados obtenidos en la investigacion evidenciaron que un gran nimero
de profesores posee concepciones no aceptables en lo relativo a la variacion y el
cambio, y otros profesores en menor porcentaje manifestaron concepciones
erroneas de la variacion y el cambio. Las investigadoras expresaron la
importancia de lo que antecede a la formacion de ideas variacionales,
planteandose cuestionamientos respecto a ¢como se construye cada nocion?,
¢qué procesos favorecen su construccion?, ¢qué actividades son apropiadas
para desarrollar esta nocion?

Los resultados de la investigacion realizada por Engler et.al (2011) dirigida a los
docentes pusieron de relieve la necesidad de desarrollar nociones a partir de
situaciones cotidianas, significativas y que tengan un sentido de pertenencia al
sujeto, complementandose con otras situaciones matematicas que contribuyan a
desarrollar habilidades cognitivas, de modo que ambas perspectivas puedan

combinarse y contribuir al desarrollo de pensamiento variacional.

Cabrera (2009), Cabrera & Cantoral ( 2011) en el marco de la reforma curricular
en México desarrollaron una investigacion relativa a la formacion socio
epistemoldgica del profesorado de media superior mexicano, en su investigacion
indaga respecto a las habilidades, competencias, conocimientos, metodologia de
ensefianza que profesor de educacién media posee. En su indagacion encontro

dificultades, falencias en muchos aspectos, la variacion, uno de ellos.

Producto de sus investigaciones y de otras mas, Cabrera (2009) propone al
Pensamiento y Lenguaje Variacional (Plyvar) como una estrategia para la
formacion de profesores de matematica del nivel medio y medio superior, ya que
investigaciones relativas a la formacion docente en México, han recomendado a

diferentes entidades educativas, una perspectiva tedrica que atienda diferentes
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planos: cognitivo, epistemoldgico, didactico, considerando la practica de los

sujetos.

1.4.4. Investigaciones orientadas a distintas estrategias para el desarrollo

de la variacion

Cantoral, Sanchez, & Molina (2005) realizan investigaciéon con profesores
respecto a tareas escolares con el objetivo de analizar las estrategias de
prediccion que emergian de las producciones docentes. Una de las actividades
del taller estuvo conformado por tres tablas numéricas, y se les solicité a los
participantes que determinaran cual tabla correspondia a una funcién lineal, a
una cuadratica y a una cubica. Una vez determinada las relaciones
correspondientes se les solicitd que encontraran una expresion algebraica para

cada situacion. La siguiente figura da cuenta de las tablas proporcionadas.

Tabla 1.1. Valores de x e y correspondientes a tres situaciones a, b, ¢

X Y X Y X Y

-3 -78 -3 624 -3 -29.25
-2 -57-75 -2 404.25 -2 96
-1 -40.5 -1 243 -1 221.25
0 -26.25 0 131.25 0 346.5
1 -15 1 60 1 471.75
2 -6.75 2 20.25 2 597
3 -1.5 3 3 3 722.25

Los investigadores indagaron respecto a las estrategias que los profesores
utilizaron en el desarrollo de la consigna. La mayoria de ellos utilizaban la
construccion de gréficas, y otros, utilizaron sistemas de ecuaciones. Ninguno de
ellos utilizé alguna estrategia de tipo variacional respecto a los cambios de las
variables de las tablas. Los profesores después de realizar sus trabajos escritos,

podian apoyarse en la tecnologia. La figura 1.1 da cuenta de ello.

43



Capitulo 1. Antecedentes y area problematica

Figura 1.1. Representacion grafica propuestas para las situaciones a, b, c.

Una conjetura a priori con respecto a la naturaleza de las relaciones que
establecerian los profesores fue la utilizacion de las diferentes variaciones de
cada una de las variables como un medio plausible de identificar el tipo de
relacion, sin embargo, esta conjetura no se verificoO en las producciones de los
participantes. Se esperaba que los participantes realizaran acciones como las

que ilustra la tabla.

Tabla 1.2 valores para x, y, Ay, Ay?

X y Ay Ay*
3 78

-2 -57-75 20.25

-1 -40.5 17.25 -3
0 -26.25 14.25 -3
1 15 11.25 3
2 -6.75 8.25 -3
3 -1.5 5.25 -3

En esta investigacién surgieron ciertas categorias o distinciones especfficas de
ciertos elementos pertinentes al pensamiento variacional, por ejemplo, la
diferencia entre cambio y variacion. En este sentido, cambio para Cantoral,
Molina, & Sanchez (2005) se refiere a la modificacion de un estado, de una
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apariencia, de un comportamiento o de la condicion de un cuerpo, de un sistema
u objeto, y variacion es la cuantificacion de ese cambio; es decir, cuanto, y como

cambia en el sistema.

En este marco de pensamiento variacional, una persona utiliza o comunica
argumentos y estrategias variacionales cuando esta mediante explicaciones,
maniobras o técnicas, expresa el cambio desde una doble perspectiva:
cuantitativa y cualitativa al interior del sistema u objeto en estudio. Los
investigadores consideran la prediccion como pieza fundamental en la génesis
de conceptos matematicos en el area del calculo, y la variacion esta ligada a la
prediccion, puesto que para predecir hay que cuantificar cual es cambio, y bajo
qué condiciones se da el mismo. Para los investigadores la variacion es una

herramienta necesaria para predecir.

1.4.5. Investigaciones empleando tecnologia como medio para desarrollar

la variacion

Villa & Ruiz (2010) realizaron una investigacion con estudiantes universitarios
colombianos, utilizando el software geogebra como un medio para el disefio,
visualizacion y de colaboracion en situaciones relacionadas con la variacion. La
investigacion tuvo entre sus objetivos especificos indagar por el proceso de
comprension de la tasa de variacion como una manera de aproximarse a una

interpretacion variacional de la derivada.

La investigacion estuvo constituida por situaciones en las que los estudiantes
debieron analizar la naturaleza de la variacion entre las magnitudes que
intervinieron en la situacién. Para enfrentar las diferentes situaciones propuestas,
desarrollaron una herramienta utilizando el software geogebra. En uno de los
interfaces de la herramienta que construyeron, mediante geogebra graficaron la

pardbola f(x) = x?, luego graficaron de modo conveniente dos puntos sobre la
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parabola y construyeron un triangulo rectadngulo de manera que este se pudiera
interpretar como el cociente incremental que representa la tasa de variacion en
un punto (F), luego utilizaron intervalos cada vez més pequefios de modo que La

figura 1.2 a 'y 1.2 b muestran la situacion descrita

a=0.74 a=0.74

3l
w
1

Figura 1.2. Representacion dinamica de la construccion de la recta tangente

Los investigadores obtienen resultados de la derivada de una forma dinamica en

el valor medio de un intervalo para una funcion lineal o cuadrética, esto es:

Seal el intervalo en el cual una funcion f (lineal o cuadratica) [x,,x,] esta definida,;
sea M (xl;—xzo) entonces la derivada de la funcién es el lugar geométrico de

todos los puntos F(xl;’xz,f(“)_(fxl)). En la figura 1.3, los investigadores

xZ—X1

muestran la relacion dindmica construida.
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T A
V% (T N [+
0

Figura 1.3. Representacion gréafica y construccion de la derivada mediante geogebra, en
el punto medio de [x1, X2]

Finalmente, utilizando argumentos visuales y realizando algunas conjeturas
desarrollan una aproximacion al concepto de derivada de la funcion tasa de
variacion. En la siguiente figura se observa la construccion realizada y la relaciéon
establecida.

k= 0.86

Figura 1.4 Representacion grafica y construccion de una aproximacion a la derivada
mediante la tasa de variacion con apoyo de geogebra
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Los investigadores consideran que el desarrollo de pensamiento variacional
(empleando el software) fue emergiendo en distintos momentos, mediante ciertas
acciones cognitivas tales como: relaciones y su naturaleza, disefio y empleo de
una estrategia, construccion de herramientas, formulacibn de conjeturas,
utilizacion de distintas representaciones (graficas, algebraicas), demostracion

formal de conjeturas.

También Villa-Ochoa (2012) realiza una investigacion apoyandose en la
tecnologia como un medio que potencia el desarrollo de pensamiento variacional
via visualizacion. La investigacion se realizO mediante estudio de caso, y tuvo
como objetivo explorar el nivel de evolucion del razonamiento covariacional en el
estudio de funciones cuadraticas. Una de las situaciones que se le propuso a un
estudiante participante, fue disefiada con el software Cabri ll, y consistié en la
descripcién de la variacion del rectangulo inscrito en un cuadrado dado, a medida

gue uno de sus Vvértices (A), se movia de forma continua recorriendo el cuadrado.

P A

Figura 1.5. Rectangulo inscrito en un cuadrado

El objetivo de la actividad propuesta tuvo triple propdsito: a) el estudiante pudiese
reconocer y describir la variacion, ¢Qué cambia?, b) el estudiante presente
cuantificacion de lo que cambia, ¢cuanto cambia?, c) el estudiante realice

construccion gréafica, ¢hay alguna relacién entre dos variables? La metodologia
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aplicada consideré la observacion, con un dialogo fluido entre el observador y el

estudiante observado.

Lado del cuadrado= 7.00 cm

Longitud=4.61 cm  Area= 22.06 cm?

Longitud= | Area=

1 0.50 6.50

2 1.00 12.00

3 1.50 16.50

S 4 2.00 20.00

5 2.50 22.50

6 3.00 24.00

7 3.50 24.50

8 4.00 24.00

9 4.50 22.50

10 5.00 20.00

1" 5.50 16.50

12 6.00 12.00

13 6.50 6.50

X 14 7.00 -
R 15
16

Figura 1.6. Representacion gréafica y valores de x e y, asociadas a una situacién
variacional propuesta

Como conclusion de la investigacibn se reporta que la evolucion del
razonamiento covariacional es un proceso no lineal, mas bien recursivo que pasa
por diferentes momentos, que se consolida por la utilizacién de medios visuales,
uso de distintas representaciones y la interaccion dialogada con el estudiante. Se
propone el uso de la metodologia mediada con diferentes materiales, tanto
concretos, como el apoyo de la tecnologia de modo que se puedan complementar

para el desarrollo de pensamiento variacional en los estudiantes.

1.4.6. Investigaciones que vinculan la importancia de lo historico-

epistemolégico en el desarrollo de la variacion

Una de las perspectivas que investiga el pensamiento matematico avanzado, se

desarrolla en Latinoamérica y se ha expandido a otros contextos. Este se ha
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denominado Pensamiento y Lenguaje Variacional (Pyivar) y tiene sus bases
tedricas en desarrollos matematicos realizados en momentos histricos
especificos, y con ciertas practicas que dieron origen a los mismos. En lo que

sigue, hacemos una descripcion que ilustra alguna de las practicas.

Farfan (1997) sostiene que preliminarmente al calculo se requiere de un lenguaje
grafico. En este sentido, la investigadora propone operar graficas en analogia con
los nimeros o variables. —f(x) y f(—x) reflexion respecto del eje x y del eje y
respectivamente, f(x+a)y f(x —a) para la traslacion en la direccién del eje x,
f(x)+a,y f(x)— a traslacion en la direccion del eje y, a f(x) contraccion o
dilatacion con respecto al eje y, f~1(x) reflexion respecto de la recta y = x,
1/f(x),inversién de ceros en asintotas y viceversa, las regiones donde |y| > 1
se mandan hacia |y| <1, |[f(x)| y f(lx|). Respectivamente reflexiéon de las
imagenes negativas al simétrico positivo respecto del eje x y reflexion de
sustitucion del lado de la grafica con ordenadas negativas por la reflexién del lado

de la grafica con ordenadas positivas.

El Otro aspecto que considerd Farfan (1997) para la construccion de graficas fue
gue algunas de las funciones se podrian construir a partir de tres funciones de
referencia, f(x) = x, f(x) = a*, f(x) = sen(x) que sirven de base para construir
otras funciones elementales en el sentido de Cauchy. Sirviendo las anteriores
funciones para construir funciones algebraicas, logaritmicas, exponenciales y

trigonométricas.

La investigadora ha propuesto en el contexto grafico en sus investigaciones que
dada una grafica f(x) marquen la porcionenque f(x) > 0, f'(x) > 0, f"(x) > 0,
y f"'(x) >0. Resultados de su investigacion mostraron dificultades para

responder las consignas si se eleva el orden de la derivada involucrada. Para
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ello, la investigadora propone el desarrollo de variacion: descifrar codigos

variacionales y articularlos en signos variacionales.

Cantoral & Farfan (1998) exponen respecto a la practica de prediccién que
atiende el binomio de Newton y la Serie de Taylor. Para ambos investigadores la
exposicion del teorema de Newton en su primera version (P +PQ)™™ y no
(a+ b)" obedece a un programa orientado a modelar fendmenos, predecir
fenbmenos con una herramienta matematica, por ejemplo, el estudio de la

cinematica, o el estudio de la cuerda vibrante.

Ambos investigadores han desarrollado su linea de investigacion de pensamiento
y lenguaje variacional considerando a la prediccion, una de las nociones que

sustentan las practicas cientificas relacionadas con el cambio.

Los investigadores sostienen ademas que el pensamiento variacional deberia
desarrollarse aprovechando diferentes escenarios y contextos de las personas
partiendo de reflexionar respecto a las practicas que dan origen a una idea,
nocion, concepto, y no exclusivamente que se construya el objeto matematico a

partir desde una perspectiva axiomatica del objeto como un saber pre existente.

Por su parte Ramirez (2013) realizd una investigacion de caracter historico-
epistemologico respecto al rol de la variacion y el cambio en las diferentes
epistemologias por las cuales ha transitado la derivada. El investigador considera
que fueron seis epistemologias diferentes para la concepcion de la derivada
desde una perspectiva variacional y de rigurosidad. Los tres primeros momentos

atienden la primera perspectiva, y los otros tres, a la segunda.

En un primer momento Arquimedes estudié variaciones en la mecanica y en otros
aspectos de la fisica, logrando medir areas y volimenes utilizando cierta

rigurosidad diferente a la de la griega tradicional, fundamentada en el uso de
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regla y compas. Arquimedes utiliz6 tanto el método heuristico mecénico como

exhauscion y la reduccion al absurdo.

Un segundo momento lo marcan los trabajos de Galileo quien encontré la
aceleracion de cuerpos en caida libre producto de una fuerza constante
independiente de la masa, que hoy dia conocemos como fuerza de gravedad.
Galileo basado en la intuicion, observacion y la experimentacion, encontré que
esa fuerza correspondia a un valor constante, hecho que no pudo demostrar por
no contar con las herramientas matematicas necesarias. Los trabajos de Galileo

son fundamentales para etapas posteriores referidas al calculo

infinitesimal. Una tercera etapa estuvo marcada por el trabajo de Newton y

Lebnitz quienes continuaron los trabajos de sus antecesores:

Arquimedes, Galileo, Barrow, Descartes, Newton, Leibniz y otros afrontaron los
problemas que constituyeron desafios para esa época, recta tangente,

movimiento, areas y maximos y minimos.

Un cuarto momento aparece con cierto rigor matematico, Lagrange introduce la
teoria de funciones analiticas, y la derivada entendida como el coeficiente lineal
del desarrollo en serie de potencias de una funcion en torno a un punto dado.

Esto es:

hZ
fx+h) =fx)+f (x)h+ f’(x); + oot e
Y, si se desarrolla esta serie en torno al punto x = a se tiene que:

(x — a)?

fx+h)=f(a)+f'(a)(x—a) +f’(a)T+

52



Capitulo 1. Antecedentes y area problematica

Los trabajos de Bolzano, Wierstrauss, Cantor y Dedekin marcan el quinto
momento de epistemologia de calculo con la construccién de los nUmeros reales,
las cortaduras, conjuntos, la eliminacion de los infinitésimos, los cuales
contribuyeron a la construccion de numeros reales, y sobre estos se logran la

formalizacién de la derivada que conocemos hoy dia.

Por dltimo, el sexto momento esta marcado por los trabajos de Cauchy sobre
series convergentes. La derivada en este momento fue concebida como el limite
del cociente incremental que conocemos hoy dia en las diferentes fuentes
bibliograficas.

Ramirez (2012) sostiene la importancia de conocer las diferentes epistemologias
que subyacen a los objetos matematicos, con el propdsito de conocer las
complejidades a lo largo de la historia, de la conceptualizacién o definicién de

una nocién, idea, concepto matematico y su evolucion.
1.5. APROXIMACION AL PROBLEMA DE INVESTIGACION

La revision de diferentes trabajos relativos al pensamiento variacional nos
muestra la complejidad del mismo y la necesidad de seguir profundizando en esta
tematica y en su desarrollo en los distintos niveles de escolaridad, asi lo revelan
investigaciones recientes (Marmolejo, 2014; Maury & Céarcamo, 2012; Villa-
Ochoa, 2010; Vergel, 2015; Yemen-Karpuzcu, Ulusoy, & Isiksal-Bostan, 2015).

La revision del estado del arte nos muestra que el pensamiento variacional se
sigue investigando desde diferentes aristas, desde la comprensién y la
construccion de objetos matematicos desde diferentes facetas, sean estas:
cognitivas, histérico-epistemoldgicas, con el apoyo en la tecnologia, entre otros,

de modo que se pueda complementar una y otra faceta.
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Las perspectivas tedricas para el pensamiento variacional convergen en la
premisa que el cambio, y la cuantificacion del mismo (variacion) ha estado

presente en practicas de prediccidén en el desarrollo histérico del calculo.

Consideramos de mucho valor conocer las pre concepciones que traen nuestros
estudiantes al aula de clases, y que no necesariamente han sido formalizadas
desde la matematica, y tal vez, formen parte de su cognicion, puesto que han
sido producto de una experiencia vivida en contextos cotidianos y pudieran
constituir ejemplos de expresiones pre matematicas. Tales expresiones aparecen
en el dialogo de los jovenes cuando se refieren, por ejemplo, a desplazamiento,
sin interpretar la distancia como un concepto matematico, no se sitdan en un
contexto métrico, sino que hablan de la distancia entre dos objetos de manera
aislada.

Hemos encontrado muy pocos trabajos de investigacion relacionados con el
pensamiento variacional que atiendan a analizar concepciones que tienen los
estudiantes de primer afio universitario respecto a ciertas tareas, acciones,
procesos en situaciones variacionales (Carlson, Jacobs, Coe, & Hsu, 2002;
Grozdev & Todorka, 2010). Una de las razones de nuestro interés es el desarrollo
de una investigacion en una nueva direccion que pueda proporcionar un nuevo
aporte a la investigacion didactica del calculo. En este sentido, es oportuno y

pertinente preguntarse:

¢Es posible explorar algunos aspectos y/o elementos de pensamiento
variacional en los estudiantes de primer afio universitario que cursan céalculo
inicial?, ¢ De qué manera se puede potenciar el desarrollo del pensamiento
variacional?, Preguntas que nos ayudan a plantear nuestro trabajo de
investigacion, - pensamiento variacional emergente en estudiantes de
Céalculo Inicial, sustentado en que hay pocos trabajos que exploren el

pensamiento variacional emergente.
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Esta situacion sugiere y justifica la realizacion de una investigacion que permita
explorar e indagar elementos indicativos de pensamiento variacional que poseen
y/lo logran desarrollar los estudiantes de primer afio de ingenieria de la
Universidad Catdlica del Maule(UCM) cuando se enfrentan a diferentes
situaciones relacionadas con la variacion en un curso de Célculo inicial,
analizando de forma sistémica el desarrollo del pensamiento variacional, desde

las pluri interacciones estudiante- saber-profesor.

También aportamos elementos para el discernimiento de posibles articulaciones
entre un pensamiento ‘pre variacional” adquirido en el transcurso de la
ensefianza escolar y un pensamiento variacional superior, cuya adquisiciéon
podria caracterizar los objetivos de aprendizaje de los primeros cursos de calculo

universitario.
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CAPITULO 2

Marco Teoérico, Problema de

Investigacion y Metodologia

2.1. INTRODUCCION

Este capitulo se ha estructurado en tres apartados. En el primero se exponen los
elementos tedricos y algunos aspectos metodoldgicos respecto al pensamiento
variacional, principalmente aquellos que ayudan a comprender, articular y
delimitar la importancia y algunos de los alcances del pensamiento variacional

imbricados en esta investigacion.

Un segundo apartado presenta elementos relativos al problema de investigacion
que se atiende. Se plantean las preguntas de investigacion con sus respectivos
objetivos para delimitar el problema y el rumbo a seguir en la investigacion y, los

alcances del mismo.

Finalmente, el tercer apartado muestra aspectos metodolégicos que se han
considerado durante el proceso, es decir, antes, durante y después de la
investigacion en lo relativo a poblacion, muestra, actividades a realizar y sus

instrumentos, técnica para la recoleccion de datos y el analisis de los datos.
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2.2. PENSAMIENTO VARIACIONAL: PERSPECTIVAS
TEORICAS, CONCEPTUALIZACION Y ELEMENTOS

Entre las clasificaciones del pensamiento matematico en Educacion Mateméatica
se sitla una perspectiva que clasifica el pensamiento mateméatico desde una
perspectiva que incluye a otros cinco pensamientos que caracterizan la reflexion

cognitiva de la matematica (MEN, 2006).

Esta mirada tedrica clasifica el pensamiento matematico en: numeérico, espacial,
meétrico, estocastico y el variacional. EI numérico, se vincula con procesos
aritméticos; el espacial, con ubicacion y forma; métrico, con la cuantificacion de
la medida; estocastico, a la toma de decisiones, y el variacional, al analisis y la

comprension de cambio y variacion.

El pensamiento variacional es conceptualizado desde distintas perspectivas de
acuerdo a ciertos elementos, su génesis intrapersonal o extra personal y los
indicadores de desarrollo. Una primera mirada afirma que uno de los propdsitos
del pensamiento variacional es articular la investigacion y las practicas sociales
que dan vida a la matemética de la variacion y el cambio en los sistemas
didacticos (Cantoral & Farfan, 1998) y a situaciones que involucran variacion, en

contextos; ya sean estos, realistas, fantasistas, intra o extramatematicos.

Desde esta mirada, un saber no se estudia Unicamente desde lo cognitivo, ya
que las creaciones humanas, las matematicas en este caso, se han desarrollado
en contextos histéricos, culturales y sociales situados, y es a través de las
practicas sociales que los seres humanos le dan sentido a lo que hacen,
comparten codigos, utilizan diferentes estructuras y lenguajes (Cantoral & Farfan,
2003).

57



Capitulo 2. Marco tedrico, problemade investigacién y metodologia

En palabras de Cantoral:

Este pensamiento y lenguaje variacional estudia [...] fendmenos de ensefianza,
aprendizaje y comunicacién de saberes matematicos de la variacion y el cambio
en el sistema educativo y en el medio social que le da cabida, pone particular
atencion en el estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con que
las personas asignan y comparten sentidos y significados utilizando para ello

diferentes estructuras y lenguajes variacionales. (Cantoral, 2004, p. 1).

Otros investigadores de esta perspectiva del Pensamiento Variacional (Cabrera,
2009; Engler, Vrancken, Hecklein, Gregorini, Miller & Henzenn, 2010) sostienen
que este pensamiento involucra elaboracion de estrategias, formas de
razonamiento, elementos y estructuras linglisticas, que permiten comunicar el
estudio y analisis del cambio y la variacion. Argumentan, ademas, que los
objetivos del pensamiento variacional se orientan a desarrollar estructuras de
pensamiento que permitan identificar, analizar e interpretar, de manera natural,
situaciones relacionadas con el cambio y, a su vez, modelarlos y transformarlos

en otros mas simples.

Una segunda referencia tedrica, que es de especial interés en este estudio,
considera que el pensamiento variacional combina lo cognitivo y lo didactico para
propiciar su génesis, potenciacion y desarrollo. En este orden de ideas, se
plantea que el pensamiento matematico variacional debe considerarse como la
base sobre la cual se estructure el curriculo matematico, ya que este es un pilar
y eje de los otros pensamientos matematicos (numérico, espacial o geométrico,
estocastico, métrico) figurando como un eje articulador de estos; los cuales en
conexion e interrelacion deberian promover el desarrollo de habilidades

matematicas en diferentes contextos matematicos.

Ello implica que el pensamiento variacional (MEN, 2006) se estructure en base a

ciertos procesos generales: formular y resolver problemas, modelar procesos y
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fendbmenos de la realidad, comunicar, razonar, formular comparar y ejercitar
procedimientos y algoritmos y, a la vez, sobre ciertos estandares de medicion
gue se constituyen en un medio de desarrollo de habilidades, y de cada uno de
los pensamientos matematicos.

En esta mirada del pensamiento matematico, cada uno de estos esté ligado a los

demas pensamientos, y uno se potencia en la medida que se desarrolla el otro.

El pensamiento variacional es concebido como una forma dindmica de pensar
gue intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas
de tal manera que cavarian en forma semejante a los patrones de covariacion de
cantidades de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de
la realidad (Vasco, 2003, p.6).

Para Vasco (2006) el objetivo fundamental del pensamiento variacional es la
modelacion matematica de procesos cotidianos y significativos a los estudiantes,
donde puedan poner en escena, modelos que relacionen covariacién de

magnitudes.
A Juicio de Vasco, el desarrollo del pensamiento variacional requiere de:

a) captacion de patrones de variacion, proceso que incluye identificar
lo que cambia y lo que permanece constante,

b) creacidén de un modelo mental,

C) puesta en escena del modelo,

d) comparacion de resultados con el proceso modelado,

e) revision del modelo.

En la definiciébn de pensamiento variacional, Vasco distingue dos momentos: uno
en que se diferencia lo que varia de lo que permanece constante y se identifican

patrones de regularidad en los procesos y, un segundo momento que requiere
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acciones cognitivas para la produccién de sistemas mentales para reproducir
covariaciones entre magnitudes. Para este autor, la cognicion de cada sujeto
ayuda a crear sistemas mentales, que a su vez ejecuta, revisa, refina y, de ser

necesario, descarta.

En esta Ultima accién, se inicia un nuevo proceso de génesis de modelos. Desde
esta mirada, los modelos mentales se afinan y se convierten en representaciones
mentales (Duval, 1999) los cuales son exteriorizados mediante representaciones

semidticas que pueden ser palabras, dibujos, letras, niameros.

Pensar variacionalmente desde este enfoque es desarrollar capacidades que
permitan utilizar diferentes representaciones, poder interpretarlas y tener la
capacidad de analizar dinAmicamente lo que sucede en la otra representacion, si

se modifica una condicion particular.

Esto es un proceso activo en el que nuestra mente genera secuencias de
imagenes mentales (no ostensivas) que se van refinando hasta que la
comprension de la situacion, via visualizacion, conduce a un modelo mental de
la situacién planteada, la cual es objetivada por representaciones que dan cuenta
de la covariacion de las variables involucradas manifestada por los estudiantes

en algun tipo de soporte material (registro ostensivo).

Figura 2.1. Representacion grafica para y=x?2
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A manera de ejemplo, enla funcién f(x) = x? de la figura anterior, Vasco (2006)
hace una reflexion de lo que es 0 no es, pensar variacionalmente. El manejo de
la construccién de graficas no es pensamiento variacional, pero reflexionar
respecto a la grafica anterior, en donde el cero y el uno se mantienen estaticos,
gue los reales negativos saltan al lado de los positivos, que los nUmeros mayores
gue uno se expanden y que se expanden cada vez mas drasticamente en la
medida en que son mas grandes; que los menores que uno se contraen y que se
reducen cada vez mas drasticamente en la en que son positivos mas pequefios,
a este tipo de analisis dinAmico es que Vasco categoriza como pensamiento

variacional.

Por lo reportado en la literatura, el pensamiento variacional exige para su
desarrollo combinar distintas é&reas y contenidos matematicos. Con el
pensamiento numérico, identificar situaciones donde se relacionan patrones de
variacion de los nimeros y sus operaciones, por ejemplo, entre los pares,

impares, cuadrados perfectos, etc.

Con el pensamiento espacial, aprovechar recursos tecnolégicos dinamicos que
ilustren movimientos en el plano como rotaciones y traslaciones, con el métrico,
establecer diferenciacion entre magnitudes, cuantificacion de magnitudes a

numéricas y numéricas, ademas de ordenacién de las mismas.

Otros recursos, como las correlaciones, las representaciones gestuales, las
representaciones de maquinas y circuitos, las reinterpretaciones dinamicas de
graficas y tablas, la tecnologia electrénica deberia constituirse en un medio para

propiciar el pensamiento variacional.

Consideramos al pensamiento variacional, catalizador de los otros pensamientos
matematicos, puesto que en diferentes contextos matematicos o
extramatematicos, se requiere del analisis de las causas del cambioy la variacion

de magnitudes, ya sean estas: ubicacion, medida,incertidumbre o cuantificacién.
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Pensar variacionalmente desde este enfoque es desarrollar capacidades que
permitan utilizar diferentes representaciones, interpretarlas y analizar
dinAmicamente lo que sucede en la otra representacion si se modifica una
condicion particular. Se trata de un proceso mental activo en el que se generan
secuencias de imagenes mentales (no ostensivas) que se van refinando hasta
gue la comprensién de la situacion, via procesos de visualizacion, conduce a un
modelo mental de la situacion planteada, la cual es objetivada por
representaciones que dan cuenta de la covariacion de las variables involucradas,

manifestada en algun tipo de soporte material (registro ostensivo).

En este mismo orden de ideas, Carlson et. al (2002) expresan con otras palabras,
para referirse al pensamiento variacional y lo denominan razonamiento
covariacional, definiendolo como una actividad cognitiva que considera la
coordinacion del cambio conjunto entre dos variables, cuantificando lo que
sucede en una variable, si la otra variable cambia. Los autores realizaron una
investigacion con estudiantes universitarios, y proponen cinco acciones mentales
asociadas a ciertos niveles para determinar la covariacion entre dos cantidades,
atendiendo al grado de desarrollo iniciando desde un nivel basico hasta el

superior.

En este sentido, proponen:

a) coordinacion de los valores de las variables, cuando hay cambio en
una y en otra,

b) coordinacion de la direccion del cambio,

c) coordinacion de la cuantificacion del cambio en una y en la otra
variable,

d) coordinacion de la razon de cambio, y

e) coordinacion de la razén instantanea de cambio en valores en el
dominio de la funcion.
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Por su parte, Grozdev & Todorka, (2010) sostienen que las funciones concretas
del pensamiento variacional se orientan al descubrimiento de las propiedades
ocultas, determinar las conexiones y correlaciones de una situacién mediante la
adquisicion de nuevos hechos solo a través de pensamiento conceptual y visual-
figurativo se hace dificil o imposible. Diferentes investigaciones (Zorn, Judson,
Kota, Okabe, Kiuchi, & Becker, 2004) sostienen la importancia de utilizar
diferentes experiencias, metodologia, contextos y representaciones para

desarrollar diferentes nociones y objetos matematicos.

Esrelevante sefalar que muchas acciones de los sujetos en su cotidianeidad son
pre matematicas, entendiéndose éstas como una manifestacion que desde el
lenguaje verbal y puramente cotidiano (no matematico en la concepcion del
alumno), encierra potencialmente un concepto mateméatico expresable en algun
registro de representacion, ya sea geométrico, algebraico, numérico, tabular u
otro. Ejemplos de expresiones pre matematicas aparecen en el didlogo de los
estudiantes cuando hablan, por ejemplo, de distancias sin interpretar la distancia
como un concepto matematico, no se sitllan en un contexto métrico, sino que

hablan de la distancia entre dos objetos de manera aislada.

En la edad preescolar los nifios juegan a relacionar objetos con caracteristicas
de lo que representan, animales con sus expresiones fonicas, por ejemplo. Aqui
los nifios no perciben que estén haciendo matematica, sin embargo, ubicados en
contextos funcionales ellos estan construyendo relaciones susceptibles de
formalizaciéon matematica. A estos Ultimos se les conoce como conceptos pre
numéricos por su proyeccién hacia los conceptos de ordinal y cardinal. En nuestra
interpretacion, son de manera genérica manifestaciones pre matematicas
(Warren, Miller, & Cooper, 2011). El desarrollo temprano de ciertas nociones y
relaciones pre matematicas que los nifios manifiestan colaboran para el

desarrollo de posteriores procesos abstractos, también en el desarrollo de la

63



Capitulo 2. Marco tedrico, problemade investigacién y metodologia

cantidad, en el pre-algebra, y el desarrollo de un pensamiento covariacional
(Blanton, 2010).

Por su parte, Isoda (1996) también propone el desarrollo del pensamiento
matematico en contextos cercanos Yy ricos en experiencias desde tempranas
edades, procurando que el ingenio y la creatividad ayuden a establecer

relaciones para que pueda desarrollarse.

Otro elemento considerado en este trabajo es la visualizacibn mateméatica puesto
que es el puente requerido para conectar lo ostensivo o perceptible con lo no
ostensivo (imagenes mentales). De acuerdo con Torregrosa & Quesada (2007),
la definicion y caracterizacion de los procesos de visualizacion y razonamiento,
es un avance en la linea de conocimiento del fendmeno cognitivo, ya que separa
la accion cognitiva (proceso) de las distintas representaciones e imagenes

mentales.

Segun Arcavi (1999), la visualizacion no esta solamente relacionada con la
ilustracion, sino también es reconocida como un componente clave del
razonamiento (profundamente unida a lo conceptual y no meramente a lo
perceptivo) en la resolucion de problemas e incluso en los procesos de
demostracion. Por esta razdn, concordamos con Torregrosa y Quesada que
afirman: “vemos a los procesos de visualizacion y de razonamiento, junto con su
coordinacién, como elementos esenciales de un modelo conceptual que nos
permite conocer la actividad de los alumnos; en la linea abierta por Bishop (1983),
para conocer en la medida de lo posible el interfaz de la actividad matematica

cuando se enfrentan a la resolucion de problemas en geometria.”

En nuestro caso, cuando se enfrentan al andlisis de situaciones dindmicas en las
que intervienen correlaciones de variables.
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Se propone, ademas, la visualizacion, en concordancia con Arcavi (2003) como
una primera instancia de comprension de diferentes situaciones vinculadas con
la variacién, como un medio para el desarrollo y la potenciacion de habilidades
visuales y de otros sentidos. Desde esta Optica, la visualizacion es un requisito
indispensable para desarrollar pensamiento variacional puesto que es el canal
receptor de lo visual y de otros sentidos para la posterior comprension de los

procesos cognitivos que involucra una situacion.

Esta investigacion esta dirigida a indagar y caracterizar las manifestaciones de
pensamiento variacional, que emergen de la interaccion personal con sus pares
y con el docente en diferentes situaciones que se han preparado para el
desarrollo de un curso de calculo. Interesa estudiar diferentes momentos del
curso y reflexionar respecto a cada uno de ellos, a la luz de un analisis didactico
gue incorpore distintos elementos tedricos propios desde un enfoque global del

asunto en cuestion.

2.2.1. Elementos tedricos de Pensamiento Variacional

Caballero & Cantoral (2013) consideraron las investigaciones de Gonzalez
(1999), Salinas (2003) y otras mas para caracterizar los elementos del
Pensamiento y Lenguaje Variacional, su articulacion y desarrollo. En este
sentido, los investigadores definen algunos conceptos relativos a elementos del

pensamiento variacional, su interrelacion y desarrollo.

Situacion Variacional es un tipo de problema donde se requiere de una
estrategia variacional para ser afrontado, y que, ademas, se requiere cuantificar
el cambio, conocer el crecimiento relativo del fenbmeno en cuestion, es decir,

cOmo y cuanto cambian las variables.

Argumentos Variacionales son explicaciones a las que acuden las personas

para analizar el cambio y su cuantificacion y las expresan mediante distintos
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procedimientos que dan cuenta de manera cualitativa y cuantitativa del cambio

en el sistema en cuestion.

Codigos Variacionales son modos de expresar el cambio y la variacion, que a
su vez contribuyen en la generaciéon de argumentos variacionales. Los cédigos

pueden ser cualquier dibujo, tabla, frases, gesticulaciones, etc.

Estructura Variacional Especifica se compone de herramientas, procesos y
procedimientos en el ambito matematico y cientifico para explicar el estudio del

cambio y la variacion de situaciones variacionales.

Estrategia Variacional (EV) es una manera especifica de razonamiento que
permite poner en escena despliegue de acciones ante una situacién variacional,
y generar argumentos variacionales que explican la situacion. Entre las
estrategias variacionales caracterizada por Salinas (2003) figuran comparacion,

seriacion, estimacion, y prediccion.

Tareas Variacionales estan conformadas por actividades, acciones vy
ejecuciones al interior de una situacion variacional que tienen semejanzas en los
objetivos y contextos en que se desarrollan. Las tareas variacionales utilizan
distintas estrategias variacionales para organizar la situacion variacional de
acuerdo al contexto y objetivo planteado. Entre las tareas variacionales que
Caballero & Cantoral (2013) hacen referencia estan: tabulacién como variacion
numeérica, analisis de datos en tablas numéricas, construccion de graficas con la
variacion como punto de referencia, analisis grafico con la variaciéon como punto

de referencia.

En la figura se muestra un diagrama de los elementos que caracterizan el
pensamiento variacional y que desde la perspectiva de Caballero & Cantoral
(2013), ofrece una vision holistica que explica el desarrollo del Pensamiento y

Lenguaje Variacional (Pylvar)
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Figura 2.2 Modelo de la interaccion de los elementos del Pensamiento y Lenguaje
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2.3. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

La revision de la literatura respecto al pensamiento variacional expuesta en el
capitulo 1, ha abierto una perspectiva de la importancia de atender la naturaleza
del pensamiento variacional, la importancia de caracterizar y analizar como
emerge y como se evidencia en los estudiantes este tipo de pensamiento

matematico en los primeros cursos de Célculo.

En este sentido, este trabajo de investigacion se propone distintos elementos que

dan cuenta del pensamiento variacional desde las practicas estudiantiles

(faceta epistémica) en consonancia con las practicas institucionales que se
proponen durante un semestre. El punto medular entonces se orienta a
caracterizar los significados personales que los estudiantes exponen de las
situaciones variacionales que se les propone, ademas reflexionar acerca de la
importancia del rol de distintas interacciones surgidas durante el curso. Por otro
lado, interesa analizar la investigacion, sus producciones e interacciones desde

el nivel de préacticas y el nivel de configuraciones.
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Desde un punto de vista epistemoldgico, es pertinente plantearse algunas
interrogantes ¢Qué elementos caracterizan al pensamiento variacional
estudiantil?, de manera analoga ¢ Qué significa pensar variacionalmente y como
se explicita esta manera de pensar?, y desde un punto de vista cognitivo ¢cémo
abordan los estudiantes y cdmo expresan sus estrategias y sus desarrollos ante

una situacién variacional, en un momento curricular especifico?

Lo ideal en didactica es que lo cognitivo se aproxime a lo epistémico, esto es lo
gue trata la didactica que el saber sabio se convierta en un saber objeto al servicio
del estudiante (Chevallard, 1991), sin embargo, sabemos que, al interior del aula,
los procesos de construccion de saberes son complejos, por la multiplicidad,
riqueza y complejidad intrinseca de los significados personales de los objetos
matematicos que emergen en el aula por un lado, y por otro la manera como otras

experiencias fuera del aula han influido en la construccion de los objetos.

De esta manera, y por la naturaleza del tema, el problema de investigacion se

puede expresar con las siguientes preguntas:

¢ Es posible caracterizar los elementos de pensamiento variacional que emergen

en los estudiantes universitarios durante un curso de célculo? ¢De qué manera?

Para abordar de manera clara y ordenada nuestro problema, en el siguiente
apartado se enuncian las preguntas y objetivos de investigacion, cuyo propdsito

es dar respuesta a esta problematica.

2.3.1. Preguntas y objetivos de investigacion

Sobre la base del marco teérico de referencia para esta investigacion, nos
planteamos preguntas que describen de manera mas precisa, aquellas que

resumen de manera general, la problematica en el apartado anterior.
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Por otro lado, enumeramos los objetivos que orientan el itinerario de la

investigacion y que conducen a dar respuesta a las preguntas planteadas.
Preguntas de investigacion (PI):

PI-1 ¢ Qué reportan las perspectivas tedricas en Educacion Matematica referente
al pensamiento variacional y en qué se focalizan las investigaciones respecto a

este pensamiento matematico?

P1-2 ¢ Qué reporta la revision bibliografica de tipo histérica documental referente

a la génesis y el desarrollo del célculo en torno al pensamiento variacional, la

variaciéon y el cambio, entre otros aspectos?

PI-3 ¢(Como se define el pensamiento variacional desde una concepcién

dinamica, y como se evidencia su presencia y su desarrollo?

Pl-4 ;Qué elementos aluden al pensamiento variacional emergente en

estudiantes de calculo inicial, y cdmo se pueden describir desde una primera

categoria de andlisis didactico del enfoque ontosemidtico?

Objetivos generales

OG-1 Conocer los elementos que conforman el pensamiento variacional

emergente de estudiantes universitarios, puestos en escena ante diferentes

situaciones relacionadas con el cambio y la variacion.
Objetivos especificos

OE-1 Caracterizar de manera reflexiva las investigaciones relativas al
pensamiento variacional, en particular aquellas que aportan distintos elementos

de la emergencia de pensamiento variacional en distintos contextos y contenidos.
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OE-2 Describir algunas etapas de la génesis y desarrollo del Calculo relativas a

la conceptualizacién de ideas, nociones, objetos matematicos, en donde esta

involucrado el cambio y la variacion.

OE-3 Analizar algunas razgos distintivos en las producciones estudiantiles de los

diferentes instrumentos aplicados en la investigacion, que se podrian asociar a

un pensamiento variacional.

OE-4 Analizar desde ciertas categorias de andlisis didactico que propone EOS,
como emergen distintos elementos de pensamiento variacional en diferentes

instrumentos: prueba diagnostica, secuencias.

Los objetivos especificos estan construidos de manera que exista una
articulacion entre cada una de las acciones y las fases de esta investigacion, a
su vez, que todo ello coadyuve al logro de cada uno de los objetivos propuestos
durante la investigacion. Ademas, que estos objetivos respondan al objetivo
general de la investigacién y a cada una de las preguntas de la investigacion que
se han planteado en los distintos momentos de la investigacién. Esto implica que
las PI-1, PI-2, PI-3, PI-4 se deberian responder mediante el logro de OE-1, OE-
2, OE-3, OE-4 respectivamente. Méas adelante se presentan las tareas

especificas para el logro de estos objetivos.
2.4. METODOLOGIA

Una investigacion de tipo cualitativa (Hernandez, Fernandez & Baptista, 2010)
reflexiona las situaciones de estudio desde la naturaleza de sus datos y sus
caracteristicas respecto a cualidades y desde esta mirada de analisis de la
informacion que proporciona los datos se levantan categorias o unidades de
andlisis que permiten la comprension del fendmeno o situacion en cuestion desde

una mirada holistica.
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Esta investigacion se enmarca en un enfoque cualitativo de corte interpretativo
pues busca conocer el nlcleo de las significaciones que grupos de estudiantes
manifiestan en las respectivas sesiones de estudio propias del curso en el cual

se realiza la investigacion. Es cualitativo por la naturaleza de sus datos.

Los aspectos cualitativos de esta investigacion se orientan a la exploracion,
observacion e interpretacién de fendbmenos didacticos en un contexto educativo
formal, en nuestro caso, determinar y caracterizar los rasgos sobresalientes, los
elementos que caracterizan y dan cuenta de pensamiento variacional emergente

en estudiantes universitarios durante un curso regular de Calculo inicial.

2.4.1. Fases y tareas de la investigacion

Para el logro de los objetivos especfficos propuestos anteriormente, nos

proponemos realizar las siguientes fases de la investigacion.

Fase 1

Tarea de investigacion para OE-1

Revisibn y caracterizacion de los trabajos en Educacion Matemética,
especificamente los que enfatizan su estudio en el pensamiento variacional, y los
diferentes focos de sus investigaciones (contextos, contenidos, poblacion, entre

otros).
Fase 2

Tarea de investigacion para OE-2

Estudio reflexivo y orientado a conocer la naturaleza del pensamiento variacional,
la concepcion de cambio y variacion y el rol que este ha desempefiado durante

diferentes periodos histéricos.
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Tarea de investigacion para OE-3

Reconstruccion de la evolucién de la concepcién del pensamiento variacional a

lo largo de la historia.

Fase 3

Tareas de investigacion para OE-3, OE-4

Interaccion con el docente respecto a la planificacion de su curso, los objetivos y
los instrumentos que ha considerado implementar durante un semestre para un

curso de Calculo inicial.

Participar como observador no participante del trabajo planificado por el profesor
durante un semestre para un curso de célculo universitario. De igual manera,
recabar si fuese posible informacion adicional que pueda colaborar con los

objetivos propuestos.

Reflexionar respecto EOS en su primer nivel y con base en este enfoque realizar
el analisis y la categorizacion de la informacidon suministrada en las producciones

estudiantiles de cada de los instrumentos aplicados.

2.4.2. Poblacion y muestra

Esta investigacion fue desarrollada el primer semestre del 2013, y se consideré
como poblacién a los estudiantes de Ingenieria Civil Informética de la region del
Maule, Chile, y como muestra un grupo de 40 estudiantes de la misma carrera
que matricularon el curso de célculo. Los estudiantes participantes poseian
caracteristicas relativamente homogéneas respecto a su edad que oscilaba entre

18 y 20 afios, algunos de ellos repitentes del curso.
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Para la realizacién de la investigacion se contd con la autorizacion del Director de
Escuela, del Profesor del curso y la conformidad de los estudiantes. Este curso
realizé las actividades propias de la programacion que establece el respectivo
programa, sin intervencién externa y, se eligio por disponibilidad del mismo. Las
actividades, objeto de analisis de la investigacion se organizaron de modo que

pudieran ser observadas y analizadas por el equipo.

Los estudiantes se constituyeron en grupos de estudio por afinidad lo que significo
gue no todos los grupos tenian el mismo ndmero de alumnos, sin embargo,
ninguno llegd a tener mas de 7 integrantes ni menos de 4. LOos grupos se
constituyeron para la realizacion de trabajos en la modalidad de sesiones de
estudio los que eran evaluados con nota y, sesiones de estudio sin nota, pero, de
acuerdo a la participacion activa de los alumnos, influirian conceptualmente si las
notas logradas en las pruebas llegaran a estar ligeramente bajo los niveles de

aprobacion.

Se tuvo acceso a los resultados de las pruebas de diagndstico, producciones de
los estudiantes en las sesiones de estudio y filmacién de las mismas, las cuales
fueron realizadas por los alumnos en diversos lugares en los que los estudiantes
preferian estudiar. Con esta modalidad, el profesor del curso pretendia que los
estudiantes se potenciaran entre ellos, tuvieran espacios de libertad en los cuales
pudieran expresar, sin la presencia de una figura institucional sus ideas, sus
aportes, sin temor al error y asi, generaran razonamientos discursivos o
inferencias a partir de los datos proporcionados, en cualquier tipo de lenguaje que

manifestara una comunicacién ya fuese verbal, grafica, algebraica o de otro tipo.
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2.4.3 Variables

Como se mencion6d anteriormente, la investigacion se enmarca dentro de la
metodologia cualitativa en la que hemos considerado variables cualitativas las

cuales son propias del primer nivel de andlisis del enfoque ontosemibtico.

Las variables cualitativas corresponderan a los elementos indicativos
caracterizados desde un sistema de practicas y objetos matematicos (previos y
emergentes). Estos elementos primarios de acuerdo al EOS corresponden al
lenguaje, formas de argumentacion, criterios de inferencia, uso de definiciones,
estrategias y proposiciones, que ponen en escena los estudiantes de ingenieria

ante situaciones variacionales.

2.4.4 Instrumentos para la recoleccién de datos

Para la recoleccion de la informacion se usaron las filmaciones y fotografias de
las sesiones de estudio. También fueron considerados los trabajos escritos

producto de estas sesionesy de la prueba evaluativa.
El método utilizado, se describe a continuacion:
1. Setomo una prueba de diagndéstico.

2. En base a las respuestas de la prueba de diagnésticoy las consideraciones
tedricas de Vasco (2003, 2006) y Duval (1999), se establecieron categorias de

analisis.

1. Se construyeron situaciones de estudio para los grupos, en base a
procesos dinamicos, que permitieran observar en sus procesos de razonamiento,

la presencia de pensamiento variacional de acuerdo a las categorias de andlisis.
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2.  Se construyeron situaciones problematicas para la realizacién de las
sesiones de estudio.

3.  Sefilmaron las actividades de las sesiones de estudio.

4. Se analizaron los videos y las producciones escritas, tanto en las sesiones
de estudio como en la prueba evaluativa.

5. Se hicieron las conclusiones.

Con el empleo de esta metodologia se pretendia que los estudiantes se
potenciaran entre ellos, tuvieran espacios de libertad en los cuales pudieran
expresar, sin la presencia de una figura institucional sus ideas, sus aportes, sin
temor al error y asi, generaran razonamientos discursivos o inferencias a partir
de los datos registrados, en cualquier tipo de lenguaje que manifestara una
comunicacion ya fuese verbal, grafica, algebraica o de otro tipo y que pudiera ser
interpretada como una manifestacion de pensamiento matematico o pre

matematico, en particular como pensamiento variacional o pre variacional.

2.4.5. Técnicas para analisis de datos

Para reflexionar respecto de las producciones estudiantiles presentamos algunos
elementos de un primer nivel de analisis que propone el Enfoque Ontosemiodtico
del conocimiento e instruccion matematica (Godino & Batanero, 1994; Godino &
Batanero 1998; Godino, Batanero, & Font, 2007; Font, Godino, & Gallardo, 2013).
En este enfoque del conocimiento e instruccion matematica se plantean diferentes
categorias para comprender de manera sistémica el desarrollo de una tarea, una
actividad didactica en fase de disefio o en ejecucion. Un primer nivel de analisis
did4ctico, que es de interés en este trabajo atiende al reconocimiento de un
sistema de practicas que realizan los estudiantes de manera individual, grupal, ya

sean éstas mediadas por sus conocimientos previos, o0 por otra razdn externa,

75



Capitulo 2. Marco tedrico, problemade investigacién y metodologia

que puede ser de caracter institucional (curricular, bibliografica, institucionalizada,

entre otros).

Desde el Enfoque Ontosemiético (EOS) una practica matematica, es una
actuacion o una manifestacion (linglistica o no) con la intencionalidad de resolver
algun problema intra o extra matematico, compartir una posible solucién y
validarla para extrapolarla a otras realidades. En esta practica matematica
intervienen objetos tangibles (ostensivos) y otros no tangibles (no ostensibles).
Los primeros, compuestos por el uso del lenguaje, simbolos, gréficos, etc., y los

segundos se refieren a la utilizacion de conceptos, propiedades, proposiciones.

El enfoque ontosemidtico propone ademas otros niveles o categorias de analisis
gue no seran atendidos en este estudio, ya que extrapola a nuestros objetivos de
investigacion, sin embargo, para otras investigaciones convergentes queda el
espacio abierto para seguir indagando respecto al pensamiento variacional, lo

cual es una de las proyecciones que se pretende con esta investigacion.

2.5. CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo hemos presentado los elementos tedrico-conceptuales, y
metodoldgicos que proporcionan el sustrato para esta investigacion. El
planteamiento del problema, la formulacion de preguntas, objetivo general,
preguntas concretas y objetivos de la investigacion marcan pautas operativas
para el desarrollo de la investigacion, ademas de las tareas planteadas para cada
fase que proporcionan el camino por el cual va a transitar la investigacién. Todos
los aspectos que se han considerado en este capitulo contribuyen para el logro
de los objetivos planteados y para dar respuesta alas preguntas de investigacion

gue se han formulado
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CAPITULO 3

El Pensamiento Variacional desde una
Perspectiva Historica-Epistemoldgica

3.1. INTRODUCCION

Para conocer los fundamentos y origenes de una nocién, idea, concepto u objeto
matematico, es necesario remitirnos a la raiz historica de su surgimiento: conocer
los contextos, desafios y probleméaticas propios de ese momento (Anacona,
2003; Godino, 2003, 2010).

Los saberes considerados para institucionalizarse de manera formal a un
contexto escolar han pasado una serie de etapas de construccion, perspectivas
e interpretaciones y sumanera de transmitirse. Esto Ultimo, implica que la manera
que se ensefia hoy dia, no necesariamente obedece al desarrollo que tuvo el

concepto durante la historia.

La Educacion Matematica durante los dltimos afios ha dotado de relevancia al
estudio del surgimiento y evolucion histérica de los objetos matematicos que
forman parte de la curricula de la matematica a desarrollarse en los distintos
ambitos. Dada la importancia de una revision histérico- epistemoldgica en el
desarrollo del calculo, presentamos aspectos x al pensamiento variacional y sus

manifestaciones en cada etapa historica.
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Para una mejor descripcion y desarrollo del capitulo, se han estructurado dos
apartados: uno gque atiende al rol del pensamiento variacional en el desarrollo
historico del calculo, y un segundo apartado referido a la reconstruccion cronolégica
del pensamiento variacional y a la reflexion de la utilidad y trascendencia de este

pensamiento desde la antigledad hasta hoy dia.

Farfan (1997), Cantoral & Farfan (1998), Cantoral (2000), Bagni (2005),
Anaconda (2003), Ferrante (2009), Diaz (2009), Molfino (2010), Ramirez (2012)
exponen elementos que ayudan a comprender la naturaleza, la finalidad del
pensamiento variacional en diferentes épocas, y el rol que este desempefié para
atender un problema y el desafio de la resolucion que este implicaba. También
los estudios realizados por Pino (2014), Medrano & Fan (2016), Dos Santos
(2013) Nos proporcionan diferentes elementos de andlisis de la génesis y
evolucién de distintos objetos matematicos. En este sentido, a la derivada, al

limite finito y a la antiderivada respectivamente.

3.2. ESTUDIO HISTORICO-EPISTEMOLOGICO SOBRE EL
PENSAMIENTO VARIACIONAL

A continuacion, presentamos el desarrollo histérico del calculo, algunos de sus
problemas y desafios a la luz del pensamiento variacional, puesto que sabemos
gue las nociones de cambio y variacion fueron germinadoras en el desarrollo del
andlisis y son fundamentos para la perspectiva tedrica del pensamiento

variacional.

Iniciamos este apartado, con la descripcion de las etapas, que a criterio de los
historiadores de la matematica y especialistas en Educacion Matematica ha
transitado el Calculo en su evolucion historica. En este sentido, se ha dividido en
seis periodos historicos: matematica griega, época medieval, constitucion de
fundamentos tedricos, transformacién del andlisis infinitesimal, aritmetizacion del

andlisis, contemporanea.
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3.2.1. Matemaética griega

Los desafios de la matematica griega se orientaron a resolver situaciones
concretas de su contexto y de su diario vivir, que a su juicio no tenian explicacion
0 no conocian un procedimiento inmediato, y sus esfuerzos por resolverlos tenian
objetivos orientados a buscar relaciones entre magnitudes dadas ciertas
condiciones, por ejemplo, encontrar espacio en funcion de tiempo y; ademas,
obtener el calculo de la velocidad y de la aceleracion instantanea y viceversa,
calculo de la tangente a una curva, estudio y analisis de maximos y minimos de
curvas, y el célculo de areas, volimenes, longitudes de curvas, centros de

gravedad y atraccion gravitatoria.

Las preocupaciones que tuvieron los griegos estuvieron focalizadas en resolver
situaciones contextuales, situaciones geométricas y algunos fenémenos fisicos,
sin embargo, sus herramientas y sus desarrollos para resolverlos se limitaron al
uso de lo geométrico, ya que la geometria plana de Euclides era su fundamento

para solventar diferentes situaciones y problemas.

En esta primera etapa del desarrollo del calculo, tuvo notoriedad el empleo de la
exhaucion como un método resolutivo que atendio diferentes tipos de problema.
De acuerdo a Diaz (2009) se le atribuye a Eudoxo, sin embargo, su uso fue
utilizado por Arquimedes en la esfera, cilindro y en la cuadratura de la parabola.
Este método principalmente se aplicé al calculo de areas de diferentes figuras,

volimenes de cuerpos, longitudes de curvas, tangentes a las curvas, etc.

La exhaucion consistia en aproximar la figura por otras en las que se pueda medir
la correspondiente magnitud, de manera que esta vaya acercandose a la

magnitud buscada. Por ejemplo, para estimar la superficie del circulo se inscriben
y circunscriben poligonos regulares de " n " lados cuya superficie se conoce (en

definitiva, es la de "n" tridngulos isésceles), luego se duplica el nimero de lados
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de los poligonos inscriptos y circunscriptos hasta que la diferencia queda
exhausta. Arquimedes hall6 la superficie del circulo con este método llegando a

poligonos de noventa y seis lados.

En este método empleado por los griegos, se menciona a Antifonte (430 a. C.)
quien realiz6 varios intentos en determinar el area del circulo inscribiendo en él
un mayor nimero de triangulos, cada vez mas pequefios, hasta que su area se
agotara. Se emplearon los siguientes procedimientos: el método de agotamiento,
inscribiendo poligonos regulares en una circunferencia de radio unitario; vy, el

método de compresidn, circunscribiendo poligonos a la circunferencia.

De este modo, al aumentar el nimero de lados de los poligonos, las figuras

tenderan a acercarse a la forma de la circunferencia, intentos que conllevaron a
Arquimedes a obtener una medida bastante precisay cercana del nUmero "r".

Figura 3.1. Método de la exhaucién ilustrado con varios poligonos

A manera de ejemplo, Antifon creyo resolver uno de los problemas clasicos de la
geometria griega "la cuadratura del circulo®, que lo describe asi: si se va
inscribiendo un poligono regular (triangulo o cuadrado) luego, se duplican
progresivamente los lados de este primer poligono con lo que se disminuye con
cada operacion la superficie de los segmentos circulares exteriores a los

poligonos.
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Continuando el proceso, al cabo de un nimero muy grande (pero finito) de
operaciones de este tipo, se obtendria un contorno poligonal que denomina la
circunferencia. Antifon pensaba que por el procedimiento descrito, el area del
circulo se agotaria, obteniendo un poligono inscrito cuyos lados a causa de su

pequefiez coincidirian con la circunferencia.

Considerd la posibilidad de construir un cuadrado equivalente a un poligono
cualquiera, ese cuadrado seria equivalente en area al circulo, y de esa forma se

podria cuadrar el circulo.

Durante este periodo histérico se observa que la preocupacion de los
matematicos se orientd6 a resolver los problemas clasicos y que los
procedimientos empleados para desarrollarlos fueron rigurosos, extensos y con
cierta dosis de intuicion necesaria. Medrano (2016) sostiene que la evolucion del
limite finito inicia en el periodo de la matematica griega con el método de

exhaucion.

A la luz del conocimiento matematico de hoy dia, se observa que los problemas
clasicos griegos, tanto en el planteamiento de sus problemas, como en las
estrategias para afrontarlo poseian intrinsecamente ideas variacionales; por
ejemplo, el agotamiento del area al ampliar los lados del poligono regular se
visualiza un proceso dinamico que muestra covariacion de las variables en
algunos casos. Sin embargo, la idea de cambio y de variacién en la mateméatica
griega no se explicita como tal en su desarrollo logrado; sin embargo, estas
aproximaciones de los griegos se traducen en fundamentos de lo que define y

caracteriza el pensamiento variacional.

Los trabajos matematicos realizados por los griegos fueron antecedentes a las
ideas germinadoras del analisis matematico, por ejemplo, el primer acercamiento

a la idea del limite se encuentra relacionado en el agotamiento de las areas que
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se recurria al inscribir poligonos de mayor cantidad de lados al que recurria el

Método de Exhaucion.

Los Elementos de Euclides es una de las primeras evidencias de escritos
antiguos, que revelan la utilizacion de procesos que hoy en dia los reconocemos
como procesos de limites. Para Ferrante (2009), la evolucion del concepto de
limite desde la matematica griega hasta el siglo XIX se desplego por la necesidad
de expresar y formalizar la nocién. Por su parte Medrano(2016) propone siete

estadios para la comprension del limite finito.

Esta nocidn se utiliza de forma implicita hasta que Weierstrass, en el siglo XIX,
logra formalizar la definicion de limite generando, por una parte, la validacion de
algunos resultados ya obtenidos, tales como acercamientos y aproximacion
(D"Alembert, Newton, Leibnitz, entre otros) y, por otra, para demostrar resultados

mas generales, tales como el célculo de area.

Este autor devela la necesidad por la cual un objeto mateméatico se formaliza y
transita en diferentes momentos, y la importancia de considerar las ideas
antecedentes para la consolidacién de objetos posteriores, o como diferentes

perspectivas se cohesionan para desarrollar nuevas ideas.

En la matemética griega, en el Método de la Exhaucién, se encuentra un primer
hito de los elementos que caracterizan el pensamiento variacional. En el interior
del método de la exhaucion se observa que hay inmersos conceptos como el
cambio y la variacion, puesto que uno es un estadoy el otro es la cuantificacion
al transitar de un estado a otro; ejemplo, un poligono regular inscrito posee un
area especifica, mientras que otro poligono inscrito de mayor nimero de lados,
tendr4 area mayor que la que posee el poligono inscrito anterior. Pino (2014)
indago en su investigacion respecto a la génesis y evolucion de la derivada que
coincide que los autores antes mencionados que la matematica griega es un

punto de partida para los objetos matematicos que se han formalizado.
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Otro punto medular que nos proporciona el Método de Exhaucion desde la
perspectiva de esta investigaciéon desde el pensamiento variacional como una
‘forma dinamica de pensar” es la dinamica del proceso. Esta se ve reflejada en
los esfuerzos por desarrollar una nueva cuantificacién, y lograr la que mas se
aproxime para agotar del &rea del poligono inscrito respecto al area de la
circunferencia. Esto implica un proceso de inscribir poligonos de mayor nimero

de lados y el efecto sobre el area que cubre dicho poligono.

El Método de Exhaucion es un buen principio para el desarrollo de ideas
variacionales de diferentes procesos, aquellos referidos a construcciones
indefinidas que nos permite reflexionar respecto a la variacién de magnitudes en
diferentes momentos de acuerdo a las condiciones de las situaciones y a una

posible covariacion que vincule alas magnitudes.

3.2.2. Epoca Medieval

Un segundo momento del desarrollo del calculo es la Epoca Medieval donde los
esfuerzos se concentraron en la comprension de fendbmenos fisicos,
astronémicos, geomeétricos, entre otros, los cuales fueron abordados desde el
desarrollo de distintos métodos que se orientaron al estudio de las cantidades
pequefas Yy la influencia de las mismas en la comprension de la naturaleza de

los fendbmenos en sus distintos contextos.

Los aportes de Galileo, Kepler, Cavalieri, Barrow, Fermat, entre otros, marcaron
la pauta para el desarrollo del analisis matemético durante esta época historica,
que posteriormente ayudaron a Newton y a Leibnitz a la consolidacion de las

bases tedricas del analisis matematico.

A continuacion, se exponen de manera general, los aportes desarrollados por los

matematicos antes sefialados para sentar las bases para el andlisis matematico
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y que nos proporcionan un panorama del pensamiento variacional prevaleciente

durante esta época historica.
Kepler (1571-1630).

Se le atribuye el Método de los infinitésimos. Este método se utilizé para resolver
problemas que involucran el calculo de volimenes y areas. El procedimiento
empleado por Kepler partia de la premisa que todos los cuerpos se podrian
descomponer en infinitas partes, infinitamente pequefias de areas o de otros

volimenes ya conocidos.

Los trabajos realizados por Kepler aparecen en Nova Stereometria Doliolum
Vinatorum en 1615 posteriormen por Galileo utiliza un método semejante que
construy0 para mostrar que el area encerrada bajo la curva tiempo-velocidad es

el espacio.

En este método utilizado por Kepler se aprecia que el uso de pensamiento
variacional esta explicitado de una manera mas tangible que en la matematica
griega, puesto que hay un dinamismo en la descomposicién de los cuerpos en
otras partes diminutas. Se infiere que hay una movilizacion de conceptos,
respecto al conocimiento de ciertas areas y volimenes que constituyen la base
para el clculo de las desconocidas. En este método esta explicito el concepto
de cambio y variacién y de manera implicita el concepto de variable. Como era
de esperarse en esta época los métodos para solucionar las situaciones
problemas estaban fundamentados en geometria plana y algunos otros

elementos de aritmética en su desarrollo.

Cavalieri (1598-1647).

Se le atribuye autor del Método de los indivisibles que forma parte del desarrollo
infinitesimal de la época. Este método fue utilizado para calcular areas de figuras

planas y volimenes de cuerpos. Cavalieri representaba estos objetos mediante
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una superposicion de elementos cuya dimension era una unidad menor que
aguella a evaluar. A pesar de no considerarse un antecesor directo del céalculo,

intuyd ya que un infinitésimo es un “cero pequefio”.

Cavalieri fue uno de los primeros en decir que la tangente a una curva estaba
definida por dos puntos sucesivos sobre la misma, dado que es como un collar
de cuentas muy pequefias, una al lado de otra. Sostuvo, ademas que una
Superficie estaba conformada por lineas sin ancho y que un volumen por un

monton de superficies sin espesor (Ferrante, 2009).

Aligual que en el método de Kepler, la manifestacién de pensamiento variacional
se ve reflejado en el Método de Cavalieri ya que en la divisibn de objetos
superponiendo elementos, esta explicitado la idea de cambio y de variacién. En

Cavalieri, los requisitos del método exigido son mas rigurosos.

Fermat (1601-1665)

Se le atribuye la invencion de dos métodos conocidos como Método de Fermat y
el Método de las tangentes. El primer método fue usado para encontrar extremos
de curvas en representaciones conocidas como “parabolas e hipérbolas de

Fermat”.

El primer método parte en considerar que en una “cumbre” o en un “valle” de la
curva, cuando E es pequefio, los valores de la funcién f(x) y f(x + E) estan tan
proximos que se pueden tomar iguales. Esto implica hacer f(x+ E) = f(x),
dividirlo por E y tomar E = 0. No obstante que Fermat no habla de limite
explicitamente, la nocién de su método esté bastante cerca del concepto actual

de limite que se conoce.

El segundo método de Fermat alude al trazo de tangentes, esto implica un

procedimiento para calcular tangentes en un punto de cualquier curva, sin
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embargo, Fermat sélo lo utiliza con la parabola, y es Descartes quien amplia el
método de Fermat y, considera que la curva y su tangente en un punto coinciden

en un entorno pequefio de dicho punto.

Lo que pretende Descartes con la ampliacion del método de Fermat es dibujar la
recta tangente en el punto P = (x f (x)) y, para ello, calcula la subtangente
utilizando un criterio de semejanza de triangulos. En la practica, para obtener los
segmentos necesarios se considera f(x + E) — f(x), luego se dividia por E y se
tomaba E = 0, lo que equivale para la matematica actual hallar el limite funcional

en la abscisa de un punto P.

En ambos métodos de Fermat, uno de ellos ampliado por Descartes se refleja la
manifestacion de pensamiento variacional, puesto que las nociones de cambio y
variacion estan implicitas en las referencias a entornos muy pequefios tanto que
el valor E se puede considerar cero. Estos métodos se sustentan en ideas

infinitesimales.

Isaac Barrow (1630-1677)

Destacado matematico que desarrollo un procedimiento analogo al que uso6

Fermat, su método es conocido como Método de Barrow en el cual introduce dos
incrementos en x, y equivalentes alos Ax, Ay que utilizamos actualmente.

Los diferentes métodos empleados durante este periodo histérico ayudan a
construir las bases del analisis matematico, desde la nocién de la cantidad desde
una mirada infinitesimal como un ente para la comprension de los distintos
contextos y situaciones a los que se enfrentaron, y por las exigencias de la

mecanica, astronomia Yy fisica.

Los procedimientos utilizados en esta época para afrontar las situaciones
problemas fueron abordados desde la geometria plana en su mayoria, sin

embargo, el algebra inici6 un importante desarrollo con el método de
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coordenadas que facilité el estudio de las curvas. Los métodos que funcionaban
de maneras individuales fueron paulatinamente con el paso del tiempo

adquiriendo una cohesion y armonia.

En este segundo periodo del desarrollo del Calculo, la preocupacion se focaliza
al igual que en la primera etapa, atender situaciones de fisica, mecénica,
astronomia, geometria con la diferencia que los desafios en este periodo
historico se intentan desde un analisis muy particular, desde cantidades muy
pequefias. La manifestacion de elementos de pensamiento variacional esta
presente en el planteamiento de los problemas y en la solucién de los mismos,
puesto que el denominador comun de los distintos métodos desarrollados era
buscar una manera de calcular el valor de un area, obtener un volumen, calcular
tangentes. Todo ello, a partir de la descomposiciéon de una figura, cuerpo, en

otros y, a partir de estas pequefas unidades, realizar la cuantificacion.

En Pino (2014) se indaga respecto al objeto matematico de derivada y en ese
transito el autor releva la importancia de la variacién durante la edad media. El
autor presenta en su trabajo los esfuerzos por establecer formalizaciones de la

nocién de derivada, sin embargo fue necesario establecer cierto rigor.

3.2.3. Constitucion de los fundamentos del analisis

Durante esta etapa el desarrollo del analisis matematico se logré consolidar por
los trabajos de las etapas preliminares, el desarrollo de nuevas herramientas y
por el ingenio de dos grandes matematicos que trabajaron de manera paralela y
utilizaron contextos diferentes logrando resultados similares que marcaron la

base del célculo diferencial e integral.

A continuacion, presentamos algunos de los aportes de Newton y Lebnitz, cuyos

trabajos marcaron un hito en el desarrollo histérico del célculo, y nos
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proporcionan una perspectiva de las manifestaciones de pensamiento variacional

de esa época.

Newton (1648-1727)

Creador de la teoria o el método conocido como “fluxiones”. Este método tiene
su enfoque en la naturaleza geométrico-mecanica para tratar de forma general

los problemas del analisis infinitesimal.

Newton propone el método de las fluxiones, para estudiar las magnitudes
variables, introducidas como abstraccion de las diferentes formas del movimiento

mecanico continué6 denominadas fluentes.

Segun Newton, todas las fluentes son variables dependientes y tienen un
argumento comun: el tiempo. Posteriormente Newton introduce las velocidades
de la corriente de los fluentes a las que denominé fluxiones. Lateoria de fluxiones
se origina para resolver dos problemas: la determinacion de la relacion entre
fluxiones. Esta teoria establece que conocidas la relacion entre fluentes y el

reciproco o dada la relacion entre fluxiones, se pueden encontrar las fluentes.

Para resolver estos problemas, Newton aplicé métodos basados en el uso de
cantidades infinitamente pequefias. Estos trabajos de Newton se exponen en la

obra Methodus Fluxionum Et Serierum Infinitorum que se publicé en 1736.

Newton publica en 1704 su obra Tractatus Quadratura Curvarum, la cual explicita
el método de las razones primeras y Ultimas, en la que el incremento de la
variable se anula, lo que supone la explicitaciéon de una idea de limite un tanto
metafisica. A manera de ejemplo, se resuelve el siguiente problema “Fluya una
cantidad x uniformemente; ha de encontrarse la fluxion de la cantidad x,,. En este

tiempo, la cantidad x, al fluir, se conviete en x+0, la cantidad x,
resultara (x + 0),,; que por el método de las series infinitas es x, + nox,_, +

((n, —n) /2) 0,x,_,+ etc. Y los incrementos 0y nox,,_; + ((n, —n) /2) 0,x,_,+
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etc., estaran entre sicomo 1y nx,,_; + ((n, —n) /2) o,x,,_,+ etc. Desvanézcanse

ahora aquellos incrementos, y su Ultima razon sera 1 a nx,,_,. Y por eso, la fluxion

”
n-1 -

de la cantidad x es a la fluxion de la cantidad x,, como 1 a nx

Newton publica en su obra Principia Mathematica una definicion del concepto de
limite, donde se refiere como: cantidades, y la razdn de cantidades, que en
cualquier intervalo finito de tiempo convergen continuamente a la igualdad, y que
antes del final de dicho tiempo se aproximan una a la otra mas que cualquier

diferencia dada, se hacen finalmente iguales.

Los trabajos de Newton reflejan el empleo de la variable desde una manera
dinAmica y que esta a su vez afecta a otra variable, en esta interacciéon de ambas
variables se aprecia manifestaciones de pensamiento variciacional,
reconocimiento de cambio e intencién de cuantificar ese cambio, y establecer una
covariacion de las variables. A la luz del pensamiento variacional que atiende
este trabajo de investigacion, se observa que en los trabajos de Newton hay
valiosos aportes en muchos sentidos que marca un hito para el desarrollo del

célculo.

En este sentido, el lenguaje que introduce y su significacién, los argumentos de
sus procedimientos, los significados de las variables, por el tipo de contexto y por
las herramientas matematicas que aplica, los objetos mateméaticos que desarrolla
en sus trabajos (limite, derivada, integral, entre otros) reflejan intentos por
desarrollar pensamiento matematico desde diferentes situaciones en contexto de

la sociedad que obedecieron a demandas especificas de su época.

Leibnitz (1646-1716)

Padre del calculo junto con Newton, cuya preocupacion fue establecer la claridad
de los conceptos y desarrollar el aspecto formal de la matematica. Leibnitz
contribuye al nacimiento del andlisis infinitesimal con su teoria de las

diferenciales.
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Este matematico encontré que la pendiente de la tangente a una curva depende
de la razén entre las diferencias de las ordenadas y de las abscisas, cuando estas

diferencias se hacen infinitamente pequenas.

También Leibnitz usa la notacién que se utiliza actualmente para referirse a
diferenciales, pero no aclara lo que, para él significa infinitamente pequefio. Uno
de los desarrollos de esta época es conceptualizar una idea a lo que hoy se

conoce como el limite matematico.

La concepcion del limite que desarrollé Leibnitz es de indole geométrica, y su
idea acerca del limite esta vinculada a una aproximacion que debe cumplir ciertas
condiciones. Esto es que la aproximacion debe ser indefinida, es decir, que exista
la posibilidad de tomar aproximaciones cada vez mejores. La diferencia de la
concepcion de limite con Newton radica en que los objetos se han de aproximar
mas que cualquier diferencia dada, lo cual implica que el limite debe ser la mejor

de todas las aproximaciones posibles.

En los trabajos de este matematico se observa la manifestacion de pensamiento
variacional enmarcado a identificar un estado de una variable, ademés cuantificar su
cambio (variacién) mediante una notacion especifica (diferenciales que utilizamos
hoy dia), establecer el valor de la pendiente como la razén entre dos diferencias. Los
trabajos de Leibnitz muestran mucha rigurosidad en cuanto al formalismo en el
lenguaje, sin embargo, hay un uso de elementos de pensamiento variacional y la
perspectiva de la cantidad desde el andlisis infinitesimal esta ligado al

pensamiento en cuestion.
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3.2.4. Transformacion de los fundamentos del andlisis infinitesimal

Esta cuarta etapa se caracteriza por el uso de infinitésimos pequefios y grandes
surgidos de la teoria de las razones primeras y Ultimas de Newton en su

perspectiva del andlisis infinitesimal.

Este periodo presentd dificultades para los matematicos de la época, siendo una
ellas, la necesidad de extender las operaciones del analisis a un mayor nimero
de funciones y lograr establecer una idea clara de dependencia funcional. Uno
de los desafios de ese momento fue establecer un significado para el concepto
de funcién y sus manipulaciones algebraicas. Los matematicos del siglo XVIIl que
se preocuparon de la fundamentacion del andlisis, intentaron clarificar algunos

matices misticos propios de la época.

Presentamos a continuacion algunos de los aportes que realizaron Euler,
D'Alembert y Lagrange en el desarrollo evolutivo del calculo y, ademas las

manifestaciones de pensamiento variacional presentes en esta cuarta etapa.

Euler (1707-1743)

Los trabajos desarrollados por Euler tomaron como punto de partida el calculo
diferencial de Leibnitz y el método de fluxiones de Newton, siendo integrados en una
rama mas general de las mateméaticas que conocemos como analisis, el cual centra
su estudio en los procesos infinitos. Euler plantea la regularidad de las funciones,
introduciendo la funcion continua como sumas, productos y composiciones de

funciones elementales.

Los trabajos de Euler se nutren de lo desarrollado por Newton y Leibnitz, sin
embargo, hay una cuota de aporte personal en lo que respecta al estudio de los
procesos infinitos, fundamentacion teorica de variable, funcién, nuevos
conceptos relativos a la funcién y el desarrollo de operaciones entre estas. El

pensamiento variacional en los trabajos de Euler se manifiesta con cierta
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rigurosidad y dinamismo a la vez. El primer aspecto en el sentido de establecer
un lenguaje propio en el andlisis, y el segundo, evidenciado en los procesos
infinitos que son expresados mediante sumas, productos y composicién de

funciones.

D'Alembert (1717-1783)

Su aporte en el andlisis mas notable fue la creacion de la Teoria de los limites
realizando modificaciones al método de las primeras y Ultimas razones propuesto
por Newton. D"Alembert propuso una definicion de limite funcional en los
siguientes términos:

“Se dice que una cantidad es limite de otfra cantidad, cuando la segunda puede
aproximarse a la primera mas que cualquier cantidad dada por pequefia que se
la pueda suponer, sin que, no obstante, la cantidad que se aproxima pueda
sobrepasar a la cantidad a la que se aproxima; de manera que la diferencia entre

una tal cantidad y su limite sea absolutamente asignable”.

En esta definicion de limite, las variables son monétonas vy el limite unilateral, es
decir, la magnitud que se aproxima no le puede superar, y asi, aunque la

aproximacion es objetiva no se puede tener un control completo de la misma.

La definicion de limite propuesta por D'Alembert refleja una movilizacién en las
aproximaciones bajo ciertas condiciones, y desde esta perspectiva los conceptos
dinamicos estan condicionados. Cabe sefialar que el cambio, cuantificacién de
ese cambio estdn implicitos en la perspectiva del limite de D'Alembert. Esto
implica que el pensamiento variacional esta evidenciado de alguna manera en

sus trabajos.
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Lagrange (1736-1813)

Su aporte en el analisis se ve reflejados en sus trabajos relacionados con el
desarrollo de funciones en series de potencias, por ejemplo, funciones analiticas

expresadas con series y sin utilizar limites en sus desarrollos.

Lagrange introduce la teoria de funciones analiticas, y la derivada entendida
como el coeficiente lineal del desarrollo de series de potencias de una funcion en
torno a un punto dado. Esto es:

hZ
fa+h) = fO)+f Cht frO) 7+ o

Y, si se desarrolla esta serie en torno al punto x =a se tiene que:

(x — a)?

f+n =f@+f@&-a)+f(@Q—F—+

Los trabajos de Lagrange se orientaron a formalizar las funciones analiticas
desde el desarrollo de series, al igual para la derivada introduce el desarrollo de
una serie. Las manifestaciones del trabajo de pensamiento variacional aparecen
implicitos en la perspectiva de Lagrange, especificamente en el uso de las
funciones analiticas como un instrumento de prediccion que es uno de los
elementos del pensamiento variacional que hicimos mencion en el capitulo dos
de este trabajo.

3.2.5. Aritmetizacion del Anéalisis

Esta etapa se caracteriza por la gran cantidad de obras matematicas orientadas
a la formalizacién de ciertos objetos matematicos, por ejemplo, la Teoria de
limites. Los matematicos de esa época se propusieron darle otros fundamentos
a la base del analisis matematico desarrollado en otras épocas. Clarificar el

concepto de funcidn, la aparicion de nuevos problemas matematicos Yy fisicos, y
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la evolucion de la ensefianza de las matematicas fueron algunas de las

propuestas de sus trabajos.

La matematica posterior a la Revolucion Francesa pasa a ser una disciplina
obligatoria en ciertas universidades, y los matematicos se ven obligados a
ensefiar analisis matematico y, por tanto, tienen que apoyarse en unas bases

rigurosas.

Durante esta quinta etapa de evolucion del célculo, destacamos algunos de los
aportes de Cauchy, Bolzano y Weierstrass que han trascendido en la ensefianza
de esta disciplina en los diferentes contextos. Ademas destacamos

manifestaciones de pensamiento variacional que se distinguen en sus aportes.

Cauchy (1789-1857)

Retoma el concepto de limite de D'Alembert, rechazando el planteamiento de
Lagrange, prescinde de la geometria, de los infinittsimos y de las velocidades de
cambio, dandole un caracter mas aritmético, mas riguroso, pero aun impreciso.
Cauchy reconoce a los infinitésimos como una cantidad variable que converge a

cero.

Cauchy aboca el andlisis en el concepto de limite, para el cual propone la
siguiente definicion: “cuando los sucesivos valores que toma una variable se
aproximan indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir de
€l en tan poco como queramos, este Ultimo valor se llama el limite de todos los

demas”.

En la definicion que propone Cauche observamos dinamismo, y se explicita el
concepto de variable, cambio y variacion al referirse aproximarse y diferir tan
poco como se quiera. La manifestacion de estos elementos de pensamientos

variacionales queda evidenciado en su propuesta.
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Bolzano (1781-1848)

Su aporte al andlisis es la definicion de continuidad basada en la de limite. De
hecho la obra de Bolzano se desarrolla de forma paralela a la de Cauchy, basada

en la misma idea de limite.

Bolzano desarrolla una idea dinamica del limite matematico similar a la de
Bolzano y la manifestacion de pensamiento variacional se explicita en los
elementos de cantidad, cambio y variacién al igual que Cauchy. Bolzano ademas
proporciona la formalizacion de continuidad fundamentada en el limite

matematico.

Weierstrass (1815-1897)

Su aporte mas significativo es la definicion formal de limite con la que contribuyé con
notoriedad a la aritmetizacion del andlisis. Weierstrass criticO la expresion la variable
se acerca a un limite puesto que, segun él, esto requiere tiempo y movimiento, y dio
una formulaciéon métrica, puramente estatica, definicion bastante cercana a la que

se utiliza hoy en dia. La definicion que introduce Weierstrass es:

"Si, dado cualquier &, existe un n,, tal que para 0 <n <n,, la diferencia
f(x,+n) — L es menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es el

limite de f(x) para x = x,".

La nocion de limite es ya, en esta etapa, una nocion matematica que sirve como
soporte a otras como la continuidad, la derivada y la integral, hecho que ha

contribuido a un uso universalizado de la misma.

Sin embargo, esta definicién, que evoluciona desde la concepcion dindmica de
Cauchy a una concepcion estatica, no es el final de un largo proceso evolutivo,
ya que en el siglo XX surgen concepciones de tipo topoldgico, ligadas a la
generalizacion de los conceptos del calculo a conjuntos no necesariamente

numericos, lo que constituye un nuevo desarrollo del concepto.
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La perspectiva de Weierstrass se enfoca en aspectos métricos en términos
l6gicos y formales. Al interior de su perspectiva hay elementos de pensamiento

variacional inmersos tales como variables, vecindades, entornos, y por
consiguiente la cuantificacion de esas cantidades ¢,6 y la relacion que pueda

darse entre esas cantidades.
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CAPITULO 4

Instrumentos disenados e
Implementados para caracterizar y
categorizar el pensamiento variacional
emergente en estudiantes gque inician

calculo

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los instrumentos que fueron tanto disefiados y
utilizados para recolectar la informacion de la poblacion y muestra provista por
estudiantes de Célculo inicial de la Universidad Catdlica del Maule. Todo ello fue
descrito con mas detalle, en el apartado de metodologia del capitulo anterior. Los
instrumentos fueron validados por profesores de Didactica de la Matematica de
la Universidad Catélica del Maule, quienes se desempefian como profesores de
asignaturas relacionadas con el calculo, y que ademas, poseen amplia
experiencia en los programas de Magister de la Universidad Catélica del Maule.

Este capitulo se ha dividido en tres apartados: el primero hace referencia a los
aspectos relativos a la prueba de diagnostico; el segundo apartado alude a las
secuencias de aprendizaje que se disefaron; y, finalmente en el tercer apartado

presenta una prueba escrita que tuvo un doble propdsito, mostrar tanto
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cualitativamente, como cuantitativamente la evolucion que presentaron los

estudiantes en elementos de pensamiento variacional.
4.2. PRUEBA DE DIAGNOSTICO

La primera actividad que se consideré en la investigacion fue la aplicaciéon de una
prueba de diagnostico (anexol) elaborada por docentes especialistas en célculo que
imparten clases en la Universidad Catdlica del Maule y que poseen tanto

conocimientos disciplinares como en didactica de la matemética.

La prueba disefiada fue construida sobre la base que los alumnos que ingresan
a un primer afio de la universidad han cubierto ciertas tematicas matematicas
especificas y han desarrollado habilidades cognitivas que les permiten enfrentar
diferentes situaciones, sean de caracter matematico o extramatematico. En este
sentido, y en consonancia con los objetivos del curso de Célculo, se elaboré un
instrumento para conocer la emergencia de elementos de pensamiento
variacional en posibles situaciones que los alumnos pudieran interpretar como
dinamicas, e intentaran establecer relaciones entre variables que les permitieran
conjeturar comportamientos covariacionales, a la vez que pudieran describirlos o

representarlos mediante diversos tipos de expresiones.

La prueba diagndstica se conformd de siete items, la cual consideré diferentes
situaciones, contextos, registros de representacion, niveles de dificultad y
exigencias cognitivas. Todo ello, desde lo curricular propio para estudiantes de

primer afio de universidad.

A continuacién, se presenta la descripcion de cada uno de los items que

conformoé la prueba.

Problema 1. La figura que se muestra a continuacion, estd formada por una

sucesion de hexagonos regulares construidos, cada uno, en el interior del
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precedente tomando como vertices los puntos medios de sus lados, tal como se

ilustra en la figura 4.1. La consigna se compone de:

a) Haga todos los comentarios que considere pertinentes si el proceso de

construccion de la figura continla de manera indefinida vy,

b) agregue otros comentarios que estime pertinentes, si supone que el lado del

primer hexagono de la figura mide 1 metro.

Figura 4.1. Sucesién de poligonos regulares Inscritos

Problema 2. Se proporciona un modelo mateméatico constituido por dos

variables, el cual esta expresado por la representacién algebraica E(t) = 5+ 37°.

El modelo matematico corresponde a una funcion exponencial que describe la
evoluciéon de una especie en el tiempo. La tarea solicita a los estudiantes
presentar argumentaciones respecto a la evoluciéon de la especie durante el

tiempo.

Problema 3. Se presenta un modelo matematico que corresponde a una funcion

6t

litros por hora, la cual
t+9

racional, expresada en un registro algebraico, A(t) =

esta asociado a cierto estanque que tiene capacidad para contener 6000 litros de
agua, e inicialmente el estanque esta vacio y se vierte agua en él a razon A(t).La

tarea para los estudiantes consiste en determinar:
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a) ¢Cuanto tiempo debera esperar para que el agua vertida supere los 5.000

litros?
b) ¢ Cuando llegara a llenarse el estanque?

Este modelo esta asociadoal llenado de un estanque con cierta capacidad inicial,
en cual se vierte agua en el tanque, a razon de litros por hora, de acuerdo al
modelo algebraico que se les proporciona. Se les solicita a los estudiantes

calcular el valor del tiempo para dos condiciones especfficas.

Problema 4. Se proporcionan tres graficas, cada una con dos variables, la

independiente referida al tiempo y la dependiente asociada al efecto de

permanencia de un medicamento en la sangre.

m(t)

Tiempo

Figura 4.2. Grafico asociado a una curva con variaciones en intervalos

m(t)

Tiempo

Figura 4.3. Grafico asociado a una curva descendente con una variacion acentuada
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AN

Figura 4.4. Gréfico asociado a una funcion a trozos y con variacion en cada intervalo

Tiempo

Esta actividad contiene tres situaciones expresadas en lenguaje natural referidos
a la permanencia de distintos medicamentos en el torrente sanguineo. Se les
solicita a los estudiantes que asocien cada grafica a cada situacion particular, y
a suvez que describan los argumentos del por qué seleccionaron una grafica con

una determinada situacion.

La primera grafica corresponde a una funcién continua en un intervalo, con
algunas fluctuaciones en el crecimiento y en el decrecimiento. La segunda
grafica, no inicia en el eje de las abscisas, sin embargo, muy cercano a este vy,
es decreciente en todo el intervalo. La tercera es una gréfica que corresponde a
una funcion discontinua definida a trozos, y cuya representacion grafica esta

constituida por cuatro curvas descendentes.

Problema 5. Se le presentan 6 frascos y 9 gréficas. Elige la grafica correcta a para
cada frasco. Dibuja como deberian de ser los frascos que corresponden a las dos
gréficas restantes. Dé la justificacion que usted considera para cada una de las
graficas asociadas al frasco respectivo. De igual forma si consideras que alguna (s)
de las graficas que se te proporcionan no describen de la mejor manera la situacion
para el recipiente puedes proponer una o puedes hacer un disefio para la grafica que

se te ha proporcionado. En estos casos, escribe las justificaciones pertinentes.
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Presentar argumentos de la escogencia de cada gréfica asociada a un frasco,

seleccionar la grafica adecuada, presentar otras graficas que consideres apropiada.

AAOUNY

Figura 4.5. Diagramas relativos a diferentes recipientes

Volumen Volumen Volumen Volumen

Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo
Volumen Volumen ) Volumen Volumen

Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 4.6 Graficas asociadas a diferentes recipientes

Se proporcionan seis frascos de distintas formas geométricas, y nueve graficas
que tienen el tiempo como su variable independiente y el volumen como su

variable dependiente.

Las graficas proporcionadas modelan el llenado de recipientes, estas presentan
distintas caracteristicas; unas presentan combinaciones de dos lineas rectas con
diferentes pendientes, y otras presentan combinaciones de curvas y rectas. Se
les solicita a los estudiantes que asocien el llenado de los frascos de la figura 4.5
con una grafica proporcionada con figura 4.6. Ademas que disefien otros frascos
para las graficas faltantes, y/o que propongan otros graficos para alguno(s) de

los graficos que se les brindé.

102



Capitulo 4. Instrumentos disefiados e implementados para caracterizary categorizarel
pensamiento variacionalemergente en estudiantes que inician calculo

Problema 6 La actividad proporciona tres diferentes situaciones en lenguaje
natural que se ilustren mediante una grafica que las represente. Se solicita
bosquejar la altura de los rebotes de una pelota que cae desde la azotea de una
casa con respecto al tiempo, la altura con respecto al tiempo de izar manualmente
una bandera en una asta y, la altura que alcanza el liquido en el recipiente que

se muestra en relacion con el tiempo.

Las tres situaciones planteadas requieren que el estudiante pueda modelar
mediante un grafico cada una de ellas, atendiendo a su experiencia previa y

atendiendo a la naturaleza de las situaciones antes sefialadas.

Problema 7 Se presenta una situacién descrita mediante una gréafica que esta
asociada a dos variables: la independiente el tiempo, y la dependiente la

velocidad de acuerdo a la siguiente figura.

Velocidad

-

Tiempo

Figura 4.7 Gréafica asociada a una situacién problema

La grafica proporcionada corresponde una funcion definida a continua en todo su
intervalo y se refleja un comportamiento de la siguiente manera: en un primer
intervalo se mantiene constante la velocidad, luego en otro intervalo de tiempo
menor al primero, disminuye la velocidad para luego detenerse por un intervalo
de tiempo similar al primero, luego aumenta la velocidad en un intervalo
considerable de tiempo con aceleracion constante en ese intervalo; para

finalmente, mantener la Ultima velocidad alcanzada en el otro intervalo de tiempo.
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Con base a cuatro enunciados expresadas en lenguaje natural y referidas a ciertos

contextos dindmicos de indole extra matematico, pero que pueden modelarse

mediante un proceso intramatematico, se les solicita a los estudiantes que

seleccionen a su criterio el enunciado que se ajusta de mejor manera a la gréfica

proporcionada anteriormente, y, que ademas, presenten los argumentos del por qué

seleccionan o no un enunciado especffico.

Los cuatro enunciados son:

a)

b)

d)

Ricardo sali6 a caminar cerca de una pendiente y le tomé menos tiempo

bajar por el lado mas bajo que por el mas alto.

Maribel manejaba su coche a cierta velocidad, un policia le dijo que se
detuviera y después de recibir una infraccion y de que el policia se retird,
ella manej6 mas rapido. Llegé a una velocidad mayor a la que venia
circulando y mantuvo esa velocidad durante cierto tiempo para recuperar

el tiempo perdido por la infraccion.

En un tanque habia cierta cantidad de agua que qued6 de la noche
anterior. Pedro se empez6 a bafiar e hizo que la velocidad del flujo de
salida de agua se redujera a cero. Tiempo después llegé el agua al tanque

hasta que quedé lleno.

Beatriz vive en una casa a desniveles. Se encuentra sentada en la cocina
de su casa durante cierto tiempo. Sube las escaleras hacia la sala de su
casa y se queda viendo la television durante algun tiempo. Finalmente

sube las escaleras hacia su recamara y se queda dormida.
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4.3. SESIONES DE ESTUDIO

La segunda actividad se presentd mediante el disefio de tres secuencias de
aprendizaje elaboradas por el profesor del curso que participé durante todo el

proceso de investigacion.

Estas consignas propuestas fueron pensadas para ser desarrolladas en equipos
de trabajo, tanto en el aula como fuera de ella. Se privilegio lo segundo para evitar

algun tipo de presion producto del entorno, u otro distractor.

Con esta modalidad, el profesor del curso pretendia que los estudiantes se
potenciaran entre ellos, tuvieran espacios de libertad en los cuales pudieran
expresar sin la presencia de una figura institucional sus ideas, sus aportes, sin
temor al error y asi, generaran razonamientos discursivos o inferencias a partir
de los datos proporcionados en cualquier tipo de lenguaje que manifestara una
comunicacion ya fuese verbal, grafica, algebraica o de otro tipo. Ademas que
pudiera ser interpretada como una manifestacion de pensamiento matematico o

pre matematico, en particular como pensamiento variacional o pre variacional.

Los estudiantes debian hacer sus reportes, ya fueran de audio, audio video,
escritos o subirlos a la plataforma. Los desarrollos presentados por los equipos
se compartieron y se discutieron en la sala de clase una vez se venciera el plazo
estipulado por el consenso de profesor y estudiantes para el desarrollo de la

actividad.

A continuacion, presentamos la descripcidény las consignas de cada una de las

sesiones de estudio implementadas durante la investigacion.
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Primera Sesion

La sesion se expresa con la combinacion del registro escrito con el figural y se
orientd a explorar conocimientos, habilidades y procedimientos en situaciones
gue requieren el uso de visualizacion en un primer momento Yy luego la
movilizacion de otras habilidades cognitivas y habilidades matematicas
especificas. La sesion propuesta persiguid ademas a caracterizar elementos
emergentes de pensamiento variacional en las producciones efectuadas por los

estudiantes.

La sesion se dividio en tres partes, la primera enfocada en la visualizacion de
propiedades que muestran algunos seres vivos de nuestro entorno que a su vez
estan ligados a ciertos objetos matematicos. La segunda actividad también
orientada a la visualizacion y a la deduccion de algunos procesos y su relacion
con el aspecto uno vy, la tercera consistio en formalizar las partes una y dos y
obtener conclusiones de estas para deducir ciertas propiedades de ciertos

objetos matematicos.
Se presenta la sesién dos y sus consignas involucradas.

e Primeraparte
Las imagenes que se muestran a continuacion se encuentran con frecuencia en la
naturaleza. Se trata de encontrar en ellas, propiedades que puedan ser interpretadas
como regularidades matematicas (geométricas, algebraicas o aritméticas). Es decir,
comportamientos que se “repiten de alguna forma” en el objeto de observacion. Estas
interpretaciones sirven para elaborar modelos mateméticos mediante los cuales se

pueden estudiar sus propiedades.

Descubra el maximo de propiedades de los objetos que se muestran y haga una

lista de ellas.
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Figura 4.8. Planta de sabila

Figura 4.10. Estructura de un Figura 4.11. El fruto de la pifia
caracol

Segunda parte

2 1)1 1[1

2
EE' 11 * 1 ’

Figura 4.12. Diferentes sucesiones de rectangulos.

¢Hay propiedades que sean comunes a todas las imagenes observadas en la

primera parte del trabajo?

¢, Qué tienen en comun? Comente con su grupo de trabajo.

¢ Tienen propiedades que se puedan expresar en términos matematicos?

¢, Cuales?
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Enla figura 5 se muestra una sucesion de rectangulos ¢tiene alguna relacion con
las figuras 1, 2, 3y 47?

Si esta sucesion de rectangulos continda indefinidamente ¢ cual es el rectangulo
siguiente?

Considerando que la sucesion sea infinita, exprese en lenguaje corriente un

método para seguir construyendo cada rectangulo de la sucesion.

¢, Se puede asociar alguna sucesién de nimeros a la sucesion de rectangulos?
e Terceraparte

1. Escriba los primeros 15 términos de cada una de las sucesiones
encontradas como respuesta a la pregunta anterior.

2. Con cada una de las sucesiones encontradas como base, construya una
nueva sucesion de la siguiente manera: los términos de la nueva sucesion
se determinan dividiendo cada término de la sucesion base por el término
anterior.

3. Analice cuidadosamente las sucesiones construidas ¢Hay alguna
sucesion “interesante™? ;Como podria llamar a la propiedad que la hace
interesante?

4. Exprese las “propiedades” interesantes de manera formal desde el punto
de vista del calculo

Segunda Sesion

Esta actividad esta expresada mediante un registro escrito y, a su vez, de un
registro figural que ilustra dos consignas de la situacion problema planteada
(anexo dos). La actividad se aboca a una situacion real en un parque y aprovecha

ciertas condiciones para que los estudiantes creen una situacion problema que
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involucre funciones trigonométricas. Una segunda tarea planteada se orienta a
indagar la variacion de los lados y angulos bajo ciertas condiciones de variacion
o de modificacién de sus estados. La tercera exigencia del problema se asemeja
a la segunda consigna con la diferencia que en la tercera se proporcionan ciertos

valores numeéricos y en base a ellos se les pide reflexionen en la variacion.

Se presenta esta sesion y sus consignas a desarrollar.

e Primera parte

Inspirado en las siguientes imagenes, cree una situacion problema que involucre

funciones trigonométricas.

Figura 4.13. llustracién para crear Figura 4.14. ilustracién para crear una situacién
Una situacién problema(a) problema (b)

e Segunda parte

De un triangulo rectdngulo ABC, se conocen las longitudes b y ¢ de los

respectivos lados.

B A
. . c .
Figura 4.15. Triangulo rectangulo y sus elementos
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Describa la variacion del angulo B en los casos siguientes: ¢

disminuye
C crece

Describa la variacion del angulo C en los mismos casos anteriormente

considerados.

Describa las posibles variaciones del triangulo en caso que ambos lados, by c,

varian simultineamente.

¢ Qué relacion o relaciones algebraicas puede establecer entre los distintos

elementos del tridngulo?

Determine el valor de las funciones seno, coseno y tangente en los angulos del
triangulo dado,sib=3yc =4

Imagine una situacion real en que las situaciones descritas puedan suceder

e Terceraparte

Estudie todas las posibles variaciones de los &ngulos del triangulo y
combinaciones de ellas (incluso de A), y describa el efecto producido por estas,

sobre los otros angulos.

¢, Qué efecto tiene una variacion de B, sobre el valor de las funciones

trigonométricas evaluadas en los otros angulos?

¢, Qué sucederia con las funciones trigonométricas en los otros angulos si el
angulo A varia dejando de ser recto?

Cuando el angulo C estd aumentando ¢ Qué le ocurre al angulo B?
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¢ Qué sucede en el caso anterior, con las funciones trigonométricas seno,
coseno, tangente del angulo B, si el angulo A comienza a aumentar (disminuir)

dejando de ser recto?

Tercera Sesion

Se propuso tres situaciones en la actividad que difieren en el registro que se plantea
cada una de ellas, pero todas orientadas a situaciones que involucran variacion
(anexo cuatro). El propésito de las mismas, al igual que en las sesiones anteriores
es indagar respecto a los elementos de pensamiento variacional emergente que se
evidencian en las producciones estudiantiles. Presentamos las consignas

propuestas en esta sesion.

La primera situacion se refiere a una carretera con direccidn norte sur en todo su
trayecto, se encuentra sin pavimento en un tramo de 800metros entre un punto
Ay un punto B. Antes del punto A la carretera es horizontal y, después de B, tiene
una subida en linea recta con una inclinacion de 20° (es decir una pendiente de
1/5). Si se desea pavimentar de modo que en ese trecho la carretera tenga una

curvatura de una parabola, describa algebraicamente la parabola.

m= 5

Nsz'

v
wn

«— 800m ——
Figura 4.16. Diferentes trayectos de una carretera

La situacion dos sefiala que los puntos de inflexion del grafico de una funcion son

aquellos puntos donde el gréfico, desde el punto de vista geométrico, cambia de

111



Capitulo 4. Instrumentos disefiados e implementados para caracterizary categorizarel
pensamiento variacionalemergente en estudiantes que inician calculo

concavo a convexo O de convexo a concavo ¢Como lo describiria desde un punto
de vista variacional? ¢Como describiria el movimiento de automoévil cerca de un
punto de inflexion de su trayectoria? ¢Podria utilizar la derivada de una funcion para

detectar sus puntos de inflexion? ¢Por qué?

La situacion tres propone dos funciones fy g, son tales que
li t)=0y li t)=0
lim f(¢) = 0y lim g(¢)

¢, Qué puede afirmar de ella silim —— IO~ g7 Y silim—= IO _ 17
t—09(t) t—0 g(t)

= o0?

Y silim—= r®_
t—0 9(t)

De ejemplos para ilustrar cada caso. En cada caso, haga una comparacion de tipo

geomeétrico y de tipo variacional de las funciones involucradas

4.4. PRUEBA EVALUATIVA ESCRITA

La prueba disefiada y que fue aplicada alos estudiantes tuvo un doble propdsito,
evaluar de manera cualitativa y cuantitativa la evolucion que muestran los
estudiantes en sus producciones escritas en este caso respecto a los elementos

de pensamiento variacional emergente (anexo cinco).

La prueba fue conformada por tres problemas expresados en diferentes registros
y las tareas solicitadas tuvieron algunos componentes similares, puesto que el
centro de los problemas se orientdé a indagar diferentes elementos de
pensamiento variacional en cada situacion propuesta. Enunciamos cada uno de

los problemas de la prueba.
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Problema 1. Dada la funcién f de ecuacién f(x) = 2x — x2. Determine en qué
punto, la recta tangente es paralela a x + y = 3. Ademas, determine la ecuacion
de la recta encontrada. Represente enla manera que usted considere adecuada,

los objetos utilizados.

Problema 2. Un ave migratoria que vuela en direccion norte-sur es observada
por un observador que registra su trayectoria. En un tiempo t,, el ave alcanza
una altitud de 1500 metros, justo después de haber seguido por unos instantes,
una trayectoria ascendente en linea recta de pendiente m. En un mismo tiempo
t,, €l ave queda oculta por una nube, apareciendo nuevamente a la vista de un
observador y después de T segundos, siendo su altitud, en ese instante, la misma
que en t, y su direccion, ascendente en linea recta, con una misma pendiente m

(ver figura demostrativa).

1500 m

Figura 4.17. Trayecto de vuelo de una especie migratoria

Imagine dos posibles recorridos para el ave durante el intervalo de tiempo [¢, t, +

T]. Comeéntelos desde un punto de vista variacional.

Suponga que, en el caso ya descrito, m = 1, t, = 0,T = 2m. Describa una posible
trayectoria del ave empleando una funcion definida en el intervalo [t,t, + T] de

modo que la trayectoria resulte derivable en un intervalo

(to —&,t, + T + &), Siendo e un NUMero positivo pequerio.
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Problema 3. Un barco se propone viajar en linea recta desde el puerto A al puerto
B, que se encuentra a 150 km. Al zarpar se desvia 15° de su ruta y viaja 50 km
antes de descubrir su error ¢ Como deberia corregir la direccidén que lleva en ese

momento y qué distancia tendra que viajar para llegar a su destino?

Haga un analisis de la variacion de la distancia recorrida después de corregir el

rumbo, en funcion de la distancia recorrida en la direccion equivocada.
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CAPITULO 5

Analisis de resultados de investigacion

5.1. INTRODUCCION

Este capitulo recopila y sintetiza los resultados de la informacion de los datos
obtenidos durante la investigacion utilizando diferentes técnicas para la
presentacion, andlisis e interpretacion de la informacién obtenida de los datos

recabados a lo largo del proceso de esta investigacion.

El capitulo se ha dividido en cuatro apartados. Un primer apartado aporta
elementos tedrico- procedimentales del Enfoque ontosemiético (EOS) que abre
una perspectiva de este marco tedérico como una herramienta de analisis
didactico al servicio tanto en la fase de disefio de actividades, como en
implementacion en el aula, este Ultimo es el caso que atafie a nuestra
investigacion. Asi, EOS constituye nuestro instrumento de andlisis cualitativo
para caracterizar las producciones estudiantiies en torno al pensamiento

variacional emergente, tematica a la cual se aboca nuestro trabajo.

El segundo apartado alude al analisis de cada una de las actividades
implementadas durante la investigacion (prueba de diagndstico, sesiones de
estudio, prueba evaluativa) mediante el andlisis sistémico desde un primer nivel

de andlisis que nos proporciona EOS.
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Finalmente, la cuarta seccion presenta una reflexion de los resultados obtenidos
reconociendo la vinculacién de estos y los aspectos convergentes que evidencian la

emergencia o no de elementos de pensamiento variacional.

5.2. ENFOQUE ONTO-SEMIOTICO COMO UNA HERRAMIENTA
DE ANALISIS DIDACTICO EN MATEMATICA

Para reflexionar respecto de las producciones estudiantiles presentamos los
elementos de un primer y segundo nivel de andlisis que propone el enfoque Onto
semidtico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS). En este enfoque
se plantean diferentes categorias de andlisis para comprender de manera
sistémica el desarrollo de una tarea y una actividad didactica en fase de disefio

0 en ejecucion.

Un primer nivel de analisis didactico que es de interés en este trabajo atiende al
reconocimiento de un sistema de practicas que realizan los estudiantes de

manera individual o grupal, ya sean estas mediadas por sus conocimientos

previos o0 por otra entidad externa que puede ser de caracter institucional

(curricular, bibliografica, u otra).

Desde el EOS una practica matematica, es una actuacion o una manifestacion
(lingtistica o0 no) con la intencionalidad de resolver algun problema intra o extra
matematico, compartir una posible solucion y validarla para extrapolarla a otras

realidades.

En esta practica matematica intervienen objetos tangibles (ostensivos) y otros no
tangibles (no ostensivos). Los primeros compuestos por el uso del lenguaje,
simbolos, graficos u otros, y los segundos referidos a la utilizacién de conceptos,

propiedades, proposiciones, entre otros.
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Consideramos relevante reflexionar respecto a como las practicas mateméaticas
estan influenciadas por la experiencia del individuo y cémo son comprendidas por
éste, qué objetos matematicos emergen de las mismas y cémo el objeto

emergente adquiere un status derivado de las practicas precedentes.

El primer nivel de andlisis didactico del EOS propone los elementos constituyentes o
primarios en los sistemas de practicas (Godino, Batanero, & Font, 2007): a) Lenguaje
(términos utilizados, expresiones, notaciones, graficos en sus diversos registros de
representacion), b) Situaciones/problemas (descripcion de la naturaleza del
problema, tarea, ejercicio y sila situacion hace referencia a un problema intra o extra
matematico, y si este atiende a una situacion realista o fantasista), c)
Conceptos/Definiciones (empleo o acercamiento a base tedrica mediante el uso de
definiciones, axiomas, teoremas, propiedades, etc.), d) Procedimientos (empleo de
algoritmos, operaciones, técnicas, etc.), €) Argumentos (Sustento tedrico explicitado

para validar o explicar sus proposiciones y procedimientos).

En la figura 5.1 (Font & Godino, 2006) se ilustran los elementos de este primer
nivel de analisis propuesto por el EOS y de pertinencia a esta investigacion.

=T

DEFINICIONES (CONCEPTOS)

LENGUAJE

MATEMATICO PROCEDIMIENTOS

PROPOSICIONES

worreomao

1

ARGUMENTOS

Figura 5.1. Configuracion de objetos mateméticos primarios
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Interesa en nuestra investigacion desde una mirada sistémica, describir,
caracterizar y categorizar situaciones, lenguaje, definiciones, proposiciones,
propiedadesy argumentos que utilizan los estudiantes en producciones escritas,
0 en audio y/o videos tanto en una fase previa como en una fase de proceso que

den cuenta de elementos emergentes de pensamiento variacional.

5.3. ANALISIS CUALITATIVO DE LAS PRODUCCIONES
ESTUDIANTILES

5.3.1 Primer Nivel de Andlisis de EOS

5.3.1.1. Prueba de Diagnéstico

5.3.1.1.1 Problemauno

La figura que se muestra a continuacion, estd formada por una sucesion de
hexagonos regulares construidos, cada uno, en el interior del precedente
tomando como Vértices los puntos medios de sus lados, tal como se ilustra en la
fig. 5.3. La consigna se compone de: a) Haga todos los comentarios que
considere pertinentes si el proceso de construccién de la figura continla de
manera indefinida y, b) agregue otros comentarios que estime pertinentes, Si

supone que el lado del primer hexagono de la figura mide 1 metro.

Figura 5.2. Hexagonos Inscritos
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De acuerdo al primer nivel de analisis con que aporta el EOS, abordamos de
manera sistémica esta tarea, considerando las respectivas categorias: lenguaje,
situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en
la ejecucion del curso y analizadas en este trabajo. Las preguntas que guian
nuestro andlisis son las siguientes ¢Qué problemas y practicas realizan los
estudiantes en el proceso de instruccion analizado? ¢ Cdmo se secuencian o se
relacionan? ¢Qué lenguaje especifico utilizan? ¢Coémo argumentan? ¢ Cuales
son sus concepciones respecto de los objetos estudiados? ¢ Cuales son los
elementos emergentes que son inducidos por los enunciados de los reactivos y
cuales son propios y responden al uso de sus conocimientos y concepciones

previas en respuesta a los requerimientos de la actividad planteada?

Etapa 1: Seresponde alas preguntas béasicas

¢, Qué problemas y practicas realizan los estudiantes en el proceso de instruccién
analizado? ¢Cdmo se secuencian o se relacionan? La actividad se presenta en
un registro figural que muestra cuatro hexagonos regulares construidos, cada
uno en el interior del precedente, tomando como vértices los puntos medios de
sus lados. La actividad plantea que los hexagonos se construyen de manera

indefinida atendiendo a ese patrén.

La consigna se compone de dos partes: a) Haga todos los comentarios que
considere pertinentes si el proceso de construccion de la figura continla de
manera indefinida y, b) agregue otros comentarios que estime pertinentes, Si
supone gque el lado del primer hexagono de la figura mide 1 metro. La tarea esta
planteada de modo general, pues se trata de analizar si en el desarrollo de la
misma, los estudiantes manifiestan alguna forma de pensamiento variacional sin
que esta sea inducida en el enunciado de la tarea. La actividad lleva a los
estudiantes a hacerse preguntas acerca de las propiedades que tendran los

hexagonos en el proceso de construccion de la figura. En este punto los
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estudiantes pueden visualizar las propiedades de cada hexagono de manera
individual o secuencial, en el segundo caso surge la posibilidad de que detecten
la presencia de variables, busquen y establezcan dependencias entre las

mismas.

Las respuestas a las cuestiones planteadas requieren la explicacién del proceso
de construccién las que podran ser dadas en términos de covariaciones entre las
variables o en términos descriptivos de los hexagonos vistos de manera
individual. Ambas consignas planteadas en la situacién exigen poner en juego
procedimientos y dominio en los procesos de calculo propios de lo aritmético,
geométrico y algebraico, ademas del empleo de habilidades cognitivas como
visualizar, argumentar, conjeturar, representar y comunicar entre otras. El uso de
estas habilidades y el dominio del calculo elemental permite generar modelos
matematicos de la situacion planteada en diferentes registros de representacion

(lenguaje escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).

Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son

representativas del grupo total

E1: “siempre el hexagono interior va a ser mas pequeno que el exterior y sus

lados sean la mitad del hexagono del hexagono antes definido”.

E3: “considera que para que el proceso de construccion continde
indefinidamente, todo depende de sus variables (como pueden ser sus

medidas)’.

E5: “El proceso de tomar un pentagono de un tamafio, este se ira achicando, es
decir, la medida de sus lados ira disminuyendo hasta llegar a un punto que no se

puede sacar mas distancias”.

E8: “A medida que existan mas hexagonos dentro del inicial, el area de estos ira

decreciendo a medida que avanza. Lo mismo ocurre con sus perimetros y la
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longitud de sus lados... si el proceso de construccion continuara llegaria un
momento que la figura debera ser microscépica ya que el hexadgono se construye
con los puntos medios del anterior como estos son medidas numéricas siempre

existira la mitad de un niumero por mas pequefio que sea”.

E20: “A medida que existan mas hexagonos dentro del inicial, el area de estos
ird decreciendo a medida_que avanza. Lo mismo ocurre con sis perimetros y la
longitud de sus lados”.

E30: “Si el proceso de construir indefinidamente, la cantidad de hexagonos ira
creciendo con hexagonos cada vez mas pequefios, la cantidad de hexagonos
crece indefinidamente”.” Si el hexagono grande mide 1metro de

lado(a)...entonces el lado del hexagono inmediatamente menor seré(?) y el que

¢ sora Y VE_3 3V _3 373 B9\ aqf
vendra serd =.==>y el otro .= ==v3, y el oo —V3. ==—y asi

sucesivamente”. “Todos los hexagonos van presentando un decrecimiento que
puede ser establecido por medio de una funcién”. “Se puede conocer el area de
cada uno de los hexadgonos al saber la medida del lado del hexagono inicial y al
tener la medida de sus angulos y los angulos que se forman en los puntos que
se trazan los hexagonos podemos determinar la medida de los lados de los

hexagonos mas pequefios por medio de trigonometria”.

E18: “Continta indefinidamente”. “Se puede decir que las primera graficas al ser

un metro, en la siguiente sera 0,5, luego 0,25, después 0,125. Se puede deciren

1

este caso la funcién es: f(x) = o X €es el exponente creciente que parte desde

0 hasta el infinito”.

E23: “La figura sera indefinida veces y cada vez el lado de cada hexagono

disminuira a la mitad”. “Si el lado fuera un metro el siguiente seria la mitad y asi
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. , - 1 -
sucesivamente como podria mostrarla esta férmula h(x):gx, con X nimero de

hexagonos dentro de la primera figura”.

E32: “Es posible que el hexagono siga dibujandose infinitamente hacia dentro a
medida que avanza. Lo mismo ocurre con sus perimetros y la longitud de sus

lados”.

E19: “Cada vez los hexagonos seran mas grandes, el primero siempre sera el
mas pequefio, da una sensacién de que fueran un circulo y los hexagonos

generan’”.

E8: “Al continuar agregando hexagonos regulares, el hexagono regular el cual se
empezd versus los que estan dentro de el, van disminuyendo su tamafio,
mientras mas hexagonos, cada hexagono va disminuyendo sus medidas”. “El

diametro de las circunferencias es cada vez mas pequefio”.

E9: “El Proceso de construccion continda indefinidamente al ser un fractal. Si el lado
es | podemos declarar la férmula del hexagono en funcion del triangulo

de lado I. Ya despejada la formula del area en funcion del area de los triangulos
solo nos falta deducir en cuanto se reduce el lado del triangulo para obtener la

funcién del fractal”.

E15: “Laimagen representa un fractal el cual estara indefinidamente repitiéndose

no con el mismo tamanio, pero si la figura”.

E3: Todos los hexagonos van presentando un decrecimiento que puede ser
establecido por medio de una funcién”. “Se puede conocer el &rea de cada uno
de los hexadgonos al saber la medida del lado del hexadgono inicial y al tener la
medida de sus angulos y los angulos que se forman en los puntos que se trazan
los hexagonos podemos determinarla medida de los lados de los hexagonos mas

pequenos por medio de trigonometria”.
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Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad

¢, Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):

Figura, sucesion, construccion geométrica, poligono regular, hexagono, longitud,

medida, interior, vértice, punto medio, lado, proceso.

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

Hexagono interior, hexagono exterior, decrecimiento, tamafio, achicando,
(hexdgono) grande, microscépica, pequefio, (hexagono) exterior, variable,
tamafio, achicando (la medida de sus lados ira disminuyendo), area, perimetro,
dentro, microscépica (figura), indefinidamente, grafica, funcion, indefinida,
sucesion, infinitamente hacia dentro, razon, circulo, diametro, circunferencia,

fractal, angulo, férmula, trigonometria.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
la mayoria de ellos atendio las dos consignas planteadas en la situacion, sin
embargo, un estudiante propuso un nuevo problema a partir de la situacion inicial:

Tenemos una sucesion de hexagonos continua hacia afuera.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

Siempre el hexagono interior va a ser mas pequefio que el exterior y sus lados

sean la mitad del hexadgono del hexagono antes definido.
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Para que el proceso de construccién continde indefinidamente, todo depende de

sus variables (como pueden ser sus medidas).

El proceso de tomar un pentdgono de un tamario, este se ira achicando, es decir,
la medida de sus lados ira disminuyendo hasta llegar a un punto que no se puede

sacar mas distancias.

A medida que existan mas hexagonos dentro del inicial, el area de estos ira
decreciendo a medida que avanza. Lo mismo ocurre con sus perimetros y la

longitud de sus lados...

Si el proceso de construccion continuara llegaria un momento que la figura
debera ser microscopicaya que el hexagono se construye con los puntos medios
del anterior como estos son medidas numéricas siempre existira la mitad de un

nimero por mas pequefio que sea.

Si el proceso de construir indefinidamente, la cantidad de hexagonos ira
creciendo con hexagonos cada vez mas pequefios, la cantidad de hexagonos

crece indefinidamente.

Si el hexagono grande mide 1metro de lado(a)...entonces el lado del hexagono

. . . 3 Z V3 3 3 3 V3
inmediatamente menor sera( ‘/2—_) y el que vendra serag.gz Sy el otro Z'g

3 3 3 9 , .
= V3, y el otro ?\/§. ‘/2—— = —y asf sucesivamente.

La figura sera indefinida veces y cada vez el lado de cada hexagono disminuira
a la mitad. Si el lado fuera un metro el siguiente seria la mitad y asi

sucesivamente.
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Se puede calcular el area de alguno de los hexagonos dibujados en el interior.
Se forman triangulos entre cada hexagono dibujado... También se puede hacer

una funcion algebraica que determine la medida de los triangulos en cuestion.

Se crearan infinitos triangulos bajo la razéon 6(n+1) el perimetro de los

hexdgonos bajar4 mediante la misma férmula.

El segundo hexagono tendra distinta area siempre menor que el hexagono menor
al hexagono n°1.

Cada vez los hexagonos seran mas grandes, el primero siempre sera el mas

pequefio. Da una sensacion de que fueran un circulo y los hexagonos generan.

Al continuar agregando hexagonos regulares, el hexagono regular el cual se
empez6 versus los que estdn dentro de él, van disminuyendo su tamarfo,
mientras mas hexagonos, cada hexagono va disminuyendo sus medidas. El

diametro de las circunferencias es cada vez mas pequefio.

El Proceso de construccion continda indefinidamente al ser un fractal.

La imagen representa un fractal el cual estara indefinidamente repitiéndose no
con el mismo tamarfio, pero si la figura.
Todos los hexagonos van presentando un decrecimiento que puede ser

establecido por medio de una funcién.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

En general los estudiantes hacen afirmaciones basados en aspectos visuales e
intuitivos, sin embargo presentan también argumentos con caracteristicas

variacionales:
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Si el proceso de construccion continuara, llegaria un momento en que la figura
debera ser microscopica, ya que el hexagono se construye con los puntos medios
del anterior. Al ser estas medidas numéricas, siempre existird la mitad de un
numero por mas pequefio que sea (...) cada vez el lado de cada hexagono

disminuira a la mitad. Si el lado fuera un metro el siguiente seria la mitad.

Los estudiantes utilizan argumentos algebraicos para justificar la construccion de
una secuencia de medidas asociadas a los elementos de los hexagonos.

Mientras mas hexagonos, cada hexagono va disminuyendo sus medidas.

Un estudiante usa el hecho de que la figura sea un fractal para argumentar la

infinitud del proceso de construccién de hexagonos.

Algunos estudiantes argumentan la posibilidad de construir indefinidamente los

hexagonos con el hecho de que medidas numéricas siempre pueden dividirse.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

¢, Cuales son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?

Previas: En relacion a los objetos matematicos involucrados en el enunciado de
la actividad, tales como hexadgono regular, sucesion, construccion, interior (de
una figura), vértice, lado, punto medio, proceso, medida, los estudiantes tienen

las concepciones clasicas y una buena comprension de ellos; de hecho,

esto les permite abordar la actividad sin tener dificultades relacionadas con

conocimientos previos.

Emergentes:
Fractal: Lo mencionan dos estudiantes del grupo de estudio, tienen

concepciones confusas asociadas a este objeto geométrico y la percepcion de
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que la figura representa un fractal proviene del proceso (infinito) de construccion,
sin considerar la propiedad visual de auto similitud; sin embargo, esta confusion
no obsta para los objetivos de la investigacion.

Expresan, ademas, el concepto de “funcion del fractal’, sin que quede clara la

concepcion que tienen del mismo.

Funcion: la mayoria de los estudiantes usa funciones para expresar las areas o
longitudes de figuras o segmentos y caracterizar las formas de decrecimiento de
estas cantidades. Muestran un buen dominio del algebra involucrada en los
calculos; sin embargo, salvo en pocos casos, hacen interpretaciones erradas de
las relaciones entre las variables involucradas, logrando modelos que no
interpretan adecuadamente el proceso. Asociado al concepto de funcién, y
reconocen variables, pero en la interpretacion de la funcibn como modelo,
muestran no considerar su variacién dentro de un proceso dinamico, quedandose

Gnicamente con la relacion biunivoca estéatica pre imagen-imagen.

Los estudiantes en su mayoria hablan de decrecimiento y crecimiento (expresado
en distintos términos) para describir lo que ocurre en el proceso de construccion
de hexagonos y elementos asociados a estos.

Descubren como elementos variables, las medidas asociadas a los perimetros,
areas, radios de circunferencias, etc., mostrando tener una idea clara de estos

conceptos.

Los estudiantes realizan procesos de visualizacion pues atribuyen propiedades a

los objetos geométricos en sus representaciones graficas.
‘A medida que existan mas hexagonos dentro del inicial, el area de estos ira

decreciendo”. En su mayoria los estudiantes construyen funciones para

relacionar los hexagonos con expresiones numeéricas que describan su forma de
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decrecimiento, sin embargo, las funciones que encuentran estan mal calculadas

y ho modelan efectivamente el proceso.

De manera particular, E3 enuncia el procedimiento de construir funciones como
un procedimiento general y plantea la posibilidad de usar funciones
trigonomeétricas para efectuar ciertos céalculos. E8 valida como procedimiento de
construccion de hexagonos el presentado en el enunciado de la actividad pues
“(...) como estos son medidas numéricas siempre existira la mitad de un nimero
por mas pequefio que sea.”, expresando de manera implicita el hecho que los
hexagonos llegaran a ser muy pequefios. Este es el Unico caso en que un
estudiante muestra un procedimiento basado en elementos abstractos y da una

razon tedrica para justificar el procedimiento de construccién de los hexagonos.

Un nimero menor de estudiantes hacen algunos calculos, descomponen las
figuras y encuentran un patron de construccion de los hexagonos, E30 encuentra
los primeros términos de un patrén aritmético y no llega a determinar una formula

algebraica general.

Los estudiantes en su mayoria reconocieron que el proceso de construccion de
hexagonos es infinito. Esto fue expresado mediante diferentes argumentaciones
discursivas.

En este particular hicieron referencia a la construccion de hexagonos inscritos y
a que fue realizada mediante la unién de los puntos medios del hexagono
circunscrito anterior, lo que muestra que comprendieron los procedimientos
constructivos. A este respecto, los estudiantes sostuvieron que “siempre existira
otro hexagono inscrito, construido en los puntos medios del hexagono

circunscrito anterior”.
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5.3.1.1.2 Problema dos

La poblacién de cierta especie evoluciona en el tiempo de acuerdo al modelo

representado por la férmula: E(t) = 5+ 37t Haga un andlisis de la evolucion de

la poblacion.

Etapa 1: Seresponde alas preguntas basicas

Seresponde a las preguntas ¢ Qué problemas y practicas realizan los estudiantes

en el proceso de instrucciéon analizado? ¢ Como se secuencian o se relacionan?

Se proporciona un modelo matematico constituido por dos variables, el cual esta
expresado en un registro de representacion algebraico. El modelo matematico
corresponde a una funcion exponencial que describe la evolucion de una
especie. La tarea de esta actividad solicita que los estudiantes presenten

distintos argumentos respecto a la evolucion de la especie durante el tiempo.

La tarea esta planteada de modo general, pues se trata de analizar si en el
desarrollo de la misma, los estudiantes manifiestan alguna forma de pensamiento

variacional sin que esta sea inducida en el enunciado de la tarea.

La actividad lleva a los estudiantes a hacerse preguntas acerca de si es posible
la evolucién de una especie en un lapso de tiempo. ¢Es posible que ocurra?
¢, Como es que ocurre? y, si ocurre la evolucion de la especie ¢ Presenta estas
fronteras o un valor limite? En esta actividad se requiere que los estudiantes

reflexionen, analicen, argumenten y movilicen otras habilidades cognitivas.

En este punto, los estudiantes pueden visualizar que se trata de una funcion
exponencial que esta asociada a la evolucion de la especie, y, en este sentido,
detecten la presencia de variables, busquen y establezcan dependencias entre

las mismas. Las respuestas a la cuestion planteada requieren la explicacién del
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proceso de evolucion en la medida que el tiempo se modifica. Es posible que los
estudiantes logren establecer en términos de covariaciones entre las variables o
en términos descriptivos de la evolucion de la especie visto de manera individual

en un valor puntual.

La consigna planteada en la situacion exige poner en juego procedimientos y
dominio en los procesos de célculo propios de lo aritmético, geométrico y
algebraico; ademas del empleo de habilidades cognitivas como visualizar,
argumentar, conjeturar, representar y comunicar, entre otras. El uso de estas
habilidades y el dominio del célculo elemental permiten generar modelos
matematicos de la situacién planteada en otros registros de representacion

(lenguaje escrito, graficos, tablas u otros).

Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son
representativas del grupo total

E18: “Podemos decir que la férmula tiende a 5 puesto que si “t” va en aumento,
y el mismo es negativo, su valor sera cada vez mas pequefio y se acercara a 5.

Entonces podemos decir que la evolucién es de 6 a 5.

E14: “Al ir aumentando el tiempo (' t ) el resultado va disminuyendo por lo tanto

la especie va disminuyendo”.

E17: “La poblacién inicial sera de 6 e ira disminuyendo a medida que avanza el

tiempo”.

E2: “La evolucién de la especie va decreciendo, puesto que, a mayor tiempo, su

variable 37t sera menor’.

E3: “Primero reemplazo ‘t’ por un valor cualquiera y luego resuelvo la ecuacion

para determinar la evolucion de la poblacién, es decir, si tomamos ‘t’ como la
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variable tiempo, quiere decir que la poblacion de cierta especie evoluciona en el

tiempo dependiendo del tiempo”.

E9: “La poblacion va aumentar cada cierto tiempo, ya que al estar elevado a un
nimero negativo provocaria que fuese fraccién y las poblaciones no pueden

aumentar en decimal, tiene que ser en numeros enteros”.

E21: “La especie tiene una evolucion creciente, quiere decir que la poblacién es
cada vez mayor, pero su crecimiento es cada vez menor”.

E22: “La evolucidon de la poblacién va disminuyendo, ya que a medida que el

E29: “La poblacion siempre ira creciendo, pero no de manera constante

(comprobando con el cambio de variable 't' al conjunto con los valores 1, 2, 3, 4.
Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad

¢, Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):

Poblacién, tiempo, formula, evolucion, especie, modelo.

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los
conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica): Tiende
a, funcion, tabla de valores, variables, disminuyendo, menor, decrece
exponencialmente, valores positivos, aumenta, tiempo, negativo, pequefio,
grafica, representa, decreciente, menos intensidad, mayor magnitud, tiene
origen, base de cinco, grandes cantidades, unidad de tiempo, limite inferior,
pasos agigantados, constante, decimales, exponente, velocidad, aumentando
considerablemente, bajar, 0, 1, 2, 3, 4,5, fraccion, 37¢.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes
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De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
la mayoria de ellos atendio las consignas planteadas en la situacion, sin embargo,

dos estudiantes propusieron un nuevo problema a partir de la situacién inicial.

Ambos consideraron la posibilidad de la evolucién de la especie en tiempos
negativos, sosteniendo que en ese caso la evolucion seria considerable o

creceria a pasos agigantados.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad

Podemos decir que la férmula tiende a 5... Entonces podemos decir que la
evolucion es de 6 a 5.

Al ir aumentando el tiempo (t) el resultado va disminuyendo. La poblacion
inicial sera de 6 e ira disminuyendo.

La evolucion de la especie va decreciendo.

Quiere decir que la poblacion de cierta especie evoluciona en el tiempo. La
poblacion va aumentar cada cierto tiempo

La especie tiene una evolucion creciente.

La especie tiene una evolucion creciente.

La poblacion siempre ira creciendo, pero no de manera constante.

Se dice que ocurre una evolucion en la poblacién... La evolucién de E(t), no
solo se va acercando a 5.

Como la funcion de evolucion “E(t)” usa el valor de “t” como exponente de un
numero... pero si “t” se usa negativamente,

El comportamiento decrece exponencialmente sin bajar de 5.

Esta funcion representa a una funcion exponencial decreciente, en contraste a
la evolucion de la poblacion.
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La poblacion en el tiempo 0 es de 6, a partir de los siguientes tiempos el
aumento es en 5... a partir de los siguientes tiempos el aumento esen 5... la

variacion no disminuird de 5.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad.

(...) puesto que si t va en aumento y el mismo es negativo su valor sera cada

vez mas pequefio y se acercara a 5.

(...) por lo tanto la especie va disminuyendo.

(...) a medida que el tiempo avanza.

(...) puesto que, a mayor tiempo, su variable 37t sera menor.
(...) dependiendo del tiempo.

(...) ya que al estar elevado a un numero negativo provocaria que fuese fraccion

y las poblaciones no pueden aumentar en decimaltiene que ser nimeros enteros.

(...) quiere decir que la poblacién es cada vez mayor, pero su crecimiento es cada

vez menor.
(...) ya que a medida que el tiempo pasa disminuye la evolucion.

(...) comprobando con el cambio de variable “t” al conjunto con los valores 1, 2,
3, 4.

(...)E(t) = 5+ 37 tenemos que a medida aumente t en E (t) disminuira el valor

de 37t ...esto ocurre a medida que t va aumentando ya que el tiempo es positivo.
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(...) podemos decir que mientras mayor sera el nimero 't ' menor serd la
velocidad y capacidad... entonces la velocidad y capacidad de evolucién

crecerian enormemente.

(...) esto decrece en funcion del tiempo.

(...) cabe agregar que entre aumente el tiempo seguira siendo 5...con una gran

cantidad de decimales.

(...) sitoma valores positivos la t ... si t toma valores negativos.

(...) A medida que aumente el tiempo... llegé un punto en que empieza a

disminuir con menos intensidad hasta llegar al 5.

(...) por lo que la poblacién en vez de evolucionar, disminuye. cabe agregar que

entre aumente el tiempo seguira siendo 5, ...con una gran cantidad de decimales.

(...) cabe agregar que entre aumente el tiempo seguira siendo 5(...) con una gran
cantidad de decimales.

(...) si toma valores positivos la t (...) si t toma valores negativos.

(...) A medida que aumente el tiempo (...) llegé un punto en que empieza a

disminuir con menos intensidad hasta llegar al 5.
(...) por lo que la poblacion en vez de evolucionar, disminuye.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

Previas: En relacion a los objetos matematicos involucrados en el enunciado de
la actividad, tales como variable, funcion, elementos de una funcién de variable
real (dominio, rango), clasificacién de las funciones (polinomiales, trascendentes,
trigonométricas, etc.), representacién de las funciones en diferentes registros
(tabular, grafica, algebraica), propiedades de las funciones (intervalos de

crecimiento, decrecimiento, intersecciones con los ejes coordenados), calculo de
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asintotas, entre otros, los estudiantes tienen las concepciones clasicas y una
buena comprensién de ellos, de hecho esto les permite abordar la actividad sin

tener dificultades relacionadas con conocimientos previos.

Emergentes: No delimitacion del dominio de la funcién. La situacion-
problema propuesta se plantea mediante un modelo algebraico que requiere
restringir la variable continua tiempo a valores no negativos, por la naturaleza de
la situacion propuesta que obedece a un crecimiento de una poblacién durante
un lapso de tiempo. Dos estudiantes del grupo de estudio, tienen concepciones
confusas asociadas al dominio de la funcibn a pesar de realizar calculos

aritméticos coherentes.

E32 argumenta que “Como la funcién de evolucion “E (t)” usa el valor de “t” como
exponente de un numero, pero “t” se usa negativamente, podemos decir que
mientras mayor sera el numero “t” menor sera la velocidad y capacidad. Si de
evolucion en el tiempo. Si “t” tomara un valor negativo, entonces la velocidad y
capacidad de evolucion crecerian enormemente”. E27: “Dentro del tiempo de
evolucion de esta especie, si tomamos valores positivos como el constante
tiempo dentro de la funcion E (t), se pueden observar que el crecimiento (por asi
llamar su evolucién) disminuye en el tiempo e incluso podria mantenerse en el
tiempo sin ningn cambio, pero si tomamos valores negativos como constante,
la evolucion aumenta a pasos agigantados, aumentando considerablemente”.
Otros estudiantes presentaron argumentos tabulares considerando valores

negativos para el tiempo.

Funcion: la mayoria de los estudiantes usa diferentes representaciones (tabular,
grafica, argumentos escritos) para expresar la evolucion de la poblacion y
caracterizar el comportamiento de la misma en diferentes tiempos. Muestran un

buen dominio del &lgebra involucrada en los célculos, sin embargo, salvo en
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pocos casos, hacen interpretaciones erradas de las relaciones entre las variables
involucradas, logrando conclusiones que no interpretan adecuadamente el
proceso. Asociado al concepto de funcién reconocen variables, pero en la
interpretacion de la funcibn como modelo, muestran no considerar su variacion
dentro de un proceso dindmico, quedandose Unicamente con la relacion

biunivoca estatica pre imagen-imagen.

Los estudiantes en su mayoria hablan de decrecimiento y crecimiento (expresado
en distintos términos) para describir lo que ocurre en el proceso de evolucion de
la especie y elementos asociados a ésta. Descubren como elementos variables,
la cantidad de especies en valores especificos de tiempo de manera discreta,
salvo algunos casos que logran predecir la evolucién de la especie en el tiempo
de manera continla mostrando tener una idea clara situaciones que involucran

variables continuas.

Procedimientos

La mayoria de los estudiantes realizan el célculo de la evolucion de la especie,
asignandole valores a la variable 't ', incluso algunos le asignan valores
negativos a la variable 't 'y presentan los datos en una tabla de valores, y en
base a los célculos obtenidos presentan sus argumentos en lenguaje escrito. E8
asigna los valores de t =0, 1, 2, 3, 4 y obtiene los valores para cada uno de estos,
luego argumenta que “La poblacion en el tiempo O es de 6, a partir de los
siguientes tiempos el aumento es en 5 considerando el resultado como los
enteros positivos, cabe agregar que entre aumente el tiempo seguird siendo 5, ...con
una gran cantidad de decimales, en conclusion, la variacion no disminuira de 5.
E11 asigna valores a 't '= -2,-1,0, 1,2 y, argumenta ademas de la siguiente
manera: “Dentro del tiempo de evolucién de esta especie, si tomamos valores
positivos como la constante tiempo dentro de la funcion E (t), se pueden observar

gue el crecimiento (por asi llamar su evolucion) disminuye en el tiempo e incluso
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podria mantenerse en el tiempo sin ningin cambio, pero si tomamos valores
negativos como constante, la evolucion aumenta a pasos agigantados,

aumentando considerablemente”.

En algunos otros casos, algunos estudiantes utilizan una grafica como un medio
de visualizacion para describir y modelar la situacion. El estudiante E9 presenta
argumentos tabulares, ya que elabor6 tabla para t=0, 1, 2, 3, 4, 5, y represent6
una curva que inicia en E (0) =6 y luego decrece hasta valores préximos al 5.
También en estudiante presentdé argumentos en forma discursiva:

‘realizando el grafico podemos determinar que dicha especie se esta

extinguiendo o no esta evolucionando”.

Un estudiante E15 presenta sus procedimientos en diferentes registros de
representacion (tabular, grafica con una asintota horizontal en E (1)=5, y
argumentos discursivos) que evidencian dinamismo en el proceso y dan cuenta
de elementos emergentes de pensamiento variacional) este estudiante expresa:
“Es una poblacién que tiene origen a base de 5y decrece exponencialmente a
grandes cantidades por unidad de tiempo que tiene como limite inferior 5.

5.3.1.1.3 Problema tres

Se presenta un modelo matematico que corresponde a una funcién racional,

expresada en un registro algebraico, A(t) =t + 9° litros por hora, la cual esta

asociado a cierto estanque que tiene capacidad para contener 6.000 litros de

agua, e inicialmente el estanque esta vacio y se vierte agua en é. | arazon A(t).

La tarea para los estudiantes consiste en determinar en:

a) ¢Cuanto tiempo deberd esperar para que el agua vertida supere los 5.000
litros?

b) ¢Cuando llegara a llenarse el estanque?
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Etapa 1 Seresponde a las preguntas basicas

¢, Qué problemas y practicas realizan los estudiantes en el proceso de instruccién
analizado? ¢Cdmo se secuencian o se relacionan?

Se les presenta una situacion que involucra el llenado de un recipiente que esta
vacio en su inicio, y que tiene una capacidad total especifica. Se vierte agua a
razon de un modelo algebraico que corresponde a una funcion racional y que
esta definida para dos variables "t 'y " E(t)" que corresponde al tiempo en horas

y, litros por hora respectivamente.

Las consignas requieren determinar dos tiempos especificos: uno para que el
estanque supere cierta cantidad de litros, y el segundo el momento en que el
estanque se llena completamente. Para abordar este problema, lo estudiantes
deben movilizar ciertas habilidades cognitivas, en especial la visualizacion, el
analisis y la sintesis para articular correctamente los datos con el modelo para

formular una ecuacion o una inecuacion de acuerdo a los casos propuestos, y
luego, determinar un posible conjunto solucién que tenga sentido de acuerdo al

problema propuesto.

Esto implica que los estudiantes puedan combinar distintos procedimientos,
aritméticos, algebraicos y graficos de modo que puedan complementarse entre
si y, establecer valores adecuados que den cuenta de una posible solucion de la

situacion propuesta.

Los estudiantes deberian atender la situacidén sin mayor problema, puesto que se
trata de tematicas que pudieron ser abordados en su ciclo de escolaridad anterior
al universitario, y se conjetura que los estudiantes a este nivel han desarrollado
competencias y habilidades que les permitiran enfrentar situaciones problemas

cuando ingresan al nivel de educacion terciario.
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Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son
representativas del grupo total

E9: “6000 litros se demorarian 16 horas aproximadamente”.

E22: “El tiempo que se debe esperar para que se superen los 500 litros es el

tiempo mayor a 45”.

E14: “Para que el agua vertida supere los 5000 litros, debe esperar mas de
45000/4994, y para que llegue a 6000 debe esperar 54000/5994”.

E25: “Se supone ‘t’ (que supone es la variable tiempo ya sea en segundos etc.
Se despeja igualando a 6000 litros con lo que deberia tener el tiempo de "t '

cuando se llena el estanque con 6000 litros”.

E29: “El estanque estara con la capacidad de 5000 litros de agua cuando llegue
al ttempo (t), t = 9 (aproximado de tiempo) (Puede ser expresada en segundos,
minutos u horas segun se indique). Para superar los 5000 | el tiempo debera ser
mayor a 624,25. “Para llenar el estanque (6000 |) se debera esperar un tiempo
aproximado de t = 9 aprox’.

E31: “Considero que el estanque llegue a los 5000 litros, primero debemos

”nn

considerar el tiempo (segundos, minutos, horas, dias)”.” El tiempo no es negativo
asi que no se me ocurre nada mas”. Tengo una nueva sospecha porque me hablo
de volumen (metros cubicos), sin embargo, no conozco las unidades de medida

y sus transformaciones”.

E21: “No se puede determinar ya que no se especifican las unidades de llenado

del estanque”.

E1: “El Llenado del estanque en funcion de tiempo sera trabajado en horas y
litros”.
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E2: “Realizando la tabla de valores pude concluir que el estanque supera los
5000 litros al transcurrir 1,5 segundos, horas, etc. En una gréfica representa una

funcion lineal constante”.

E6: “Se demora 9000't' en que sean 5000 litros”. “1 Se demora 10.800 en que

el estanque esté lleno”.

E8: “Jamas llegara a llenarse, tiene que ver con limites”.

E12: “El tiempo que demora en llenarse de 5000 litros a 6000 litros es muy poco,
por lo que asumo que la cantidad de agua que entra al estanque aumenta con el

tiempo”.

E13: “El estanque al parecer puede superar o igualar los 6 litros de volumen, eso

es la formula esta incorrecta”.

E24: “El estanque se llenara a las 9,001 y superara a los 5000 litros a las 9,001
de't".

E26: “La grafica es asintota a las 6 de A por tanto el estanque nunca pasara de

los 6 litros”.

E14: “Si tomamos por cada nimero una aproximacion de nimeros primos para
llegar a los 5000 litros se toma un tiempo aproximado de 225000 horas y para

llenar el estanque se necesitan aproximadamente 300000 horas”.

E13: “El estanque no se llenara mas porque ya estaba lleno y de hecho se lleno

hace 9009 segundos.
Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad

¢, Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):
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Estanque, capacidad, litros, agua, inicialmente, vacio, vierte, razon, litros por

hora, tiempo, supere, llenarse.

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

Demoraria, aproximadamente, horas, tiempo mayor, esperar mas, debe esperar,
despeja, igualando, considerar tiempo (segundo, minutos, horas), volumen,
unidades de medida, sospecha, transformaciones, limites, muy poco, tiempo,

grafica, asintota, formula, aproximacion, nimeros primos.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
la mayoria de ellos atendid las dos consignas planteadas en la situacién, sin
embargo, dos estudiantes propusieron un nuevo problema a partir de la situaciéon
inicial.

Situacién que involucre volumen en metros cubicos.

Situacion problema sin solucion coherente desde un punto de sus propiedades
fisicas.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad.

5000 litro se demoraria 16 horas aproximadamente.

El tiempo que se debe esperar para que se superen los 500 litros es el tiempo

mayor a 45.
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Para que el agua vertida supere los 5000(...) y para que llegue a 6000(...) con lo que

deberia tener el tiempo de t cuando se llena el estanque con 6000 litros.

El estanque estard con la capacidad de 5000 litros de agua cuando llegue al
tiempo (t), t =9 (aproximado de tiempo) (Puede ser expresada en segundos,

minutos u horas segun se indique).

Considero que el estanque llegue a los 5000, primero debemos considerar el

tiempo (segundos, minutos, horas, dias).
No se puede determinar (...)
El Llenado del estanque en funcidon de tiempo sera trabajado en horas vy litros.

Pude concluir que el estanque supera los 5000 | al transcurrir 1,5 segundos,

horas, etc.

Representa una funcion lineal constante”.

Se demora 9000 t en que sean 5000litros. Se demora 10.800 en que el estanque
esté lleno.

Jamas llegara a llenarse...
El tiempo que demora en llenarse de 5000It a 6000It es muy poco (...)
El estanque al parecer puede superar o igualar los 6 litros de volumen

El estanque se llenara a las 9,001 y superara a los 5000 litros a las 9,001 de 't .
La grafica es asintota alas 6 de A

Para llegar a los 5000 Its se toma un tiempo aproximado de 225000 horas y para

llenar el estanque se necesitan aproximadamente 300000 horas

El estanque no se llenara mas
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Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad.

Debe esperar mas de 45000/4994(...) debe esperar 54000/5994.

Se supone ‘t’ (que supone es la variable tiempo ya sea en segundos etc.

(...) el tiempo debera ser mayor a 624,25... se debera esperar un tiempo
aproximado de t = 9 aproximadamente.

El tiempo no es negativo asi que no se me ocurre nada mas”. Tengo una nueva
sospecha porque me habl6 de volumen (metros cubicos), sin embargo, no

conozco las unidades de medida y sus transformaciones.

(...) ya que no se especifican las unidades de llenado del estanque.
Realizando la tabla de valores.

Tiene que ver con limites.

(...) Porlo que asumo que la cantidad de agua que entra al estanque aumenta
con el tiempo.

Eso es la formula esta incorrecta.
(...) por tanto el estanque nunca pasara de los 6 litros.
Si tomamos por cada niumero una aproximacion de nimeros primos (...).

Porque ya estaba lleno.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan
¢ Cudles son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?
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Previas: En relacion a los objetos mateméticos involucrados en el enunciado de
la actividad, tales como uso de modelo algebraico, identificacién de variables,
elaboracion de una tablas de valores, construccion de graficas, determinacién de
ciertos elementos de las funciones, los estudiantes tienen las concepciones
clasicas y una buena comprension de ellos; de hecho esto les permite abordar la
actividad, lo cual hace que la mayoria de los estudiantes enfrenten la situacion

problema sin tener dificultades relacionadas con conocimientos previos.

Emergentes: No delimitacion adecuada del dominio. Muchos estudiantes utilizan
valores negativos para asignarles al tiempo, lo que implica que no hay una
comprensiéon absoluta del dominio de una funcidon desde un punto de vista légico
en coherencia con una situacién del entorno, y no desde un punto de vista
matematico; sin embargo, esta confusion no obsta para los objetivos de la
investigacion. Otros expresan confusion respecto a las unidades que involucra el
problema, aunque estas se explicitaron en la situacién planteada, pareciera que
el manejo de diferentes unidades se constituye en un obstaculo para la

comprensién y desarrollo de la situacion problema planteada.

Funcién: la mayoria de los estudiantes usan valores negativos en una de las
variables de la funciébn para calcular el valor del volumen del estanque
determinado. Muestran un buen dominio del algebra involucrada en los célculos;
sin embargo, en pocos casos, hacen interpretaciones erradas de las relaciones
entre las variables involucradas, logrando modelos que no interpretan
adecuadamente el proceso. Asociado al concepto de funcién reconocen
variables, pero en la interpretaciéon de la funcion como modelo, muestran no
considerar su variacién dentro de un proceso dinamico, quedandose Unicamente

con la relacion biunivoca estatica pre imagen-imagen.
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Procedimientos

Algunos estudiantes realizan procesos de visualizacion, pues atribuyen algunas
propiedades de la situacion problema planteada a los objetos geométricos en sus
representaciones graficas. E26 sostiene que “la grafica es asintota a las 6 de A,
por tanto, el estanque nunca pasara de los 6 litros”. E2 da otro argumento y
presenta su procedimiento incorporando lo grafico. Este sostiene que una grafica
representa una funcién lineal constante, para referirse la relacion tiempo y llenado

del estanque.

En su mayoria, los estudiantes construyen tablas de valores para relacionar las
dos variables con expresiones numéricas que describan la evolucién del llenado
del recipiente; sin embargo, la mayoria de los estudiantes no considera el dominio
de la situacion planteada. En este sentido, la mayoria dan soporte a sus
argumentos mediante calculo numéricos de los valores de la capacidad del
tanque haciendo una tabla de valores. De manera particular, E2 expresa que
‘realizando la tabla de valores pude concluir que el estanque supera los 5000
litros al transcurrir 1,5 segundos, horas, etc. En una grafica representa una
funcion lineal constante”. De igual forma E6: “Se demora 9000 t en que sean

5000litros”. “Se demora 10.800 en que el estanque esté lleno”.

Otro procedimiento que se reflejo6 en las producciones estudiantiles esta
vinculadas con la formulacién de ecuaciones. E25 expresa que si “Se supone ‘t’
(que supone es la variable tiempo ya sea en segundos etc. Se despeja igualando
a 6000 litros con lo que deberia tener el tiempo de 't' cuando se llena el estanque
con 6000 litros”.

Otros procedimientos observados en la producciébn se expresan por la
combinacion de elementos aritméticos, algebraicos y graficos que dan cuenta de

la comprension de la situacién problema propuesta.
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5.3.1.1.4 Problema cuatro

Relacione cada una de las siguientes graficas con el texto que mejor describe la
informacién proporcionada por ésta. Si alguna de las situaciones planteadas no
se refleja en alguna de las graficas que se le presentan, haga una grafica que a
su criterio represente la situacion. Ademas, explique la razén del por qué

considera cada caso.

m(t) m(t) m(t)

T AR

Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 5.3.

Etapa 1: Seresponde alas preguntas bésicas

¢, Qué problemas y practicas realizan los estudiantes en el proceso de instruccion

analizado? ¢Cbomo se secuencian o se relacionan?

Esta actividad esta compuesta por tres situaciones que se presentan en lenguaje
natural que hacen referencia a la permanencia de tres medicamentos en la
sangre. Las tres situaciones propuestas requieren que los estudiantes asocien el
grafico a una situacion especffica, y, ademas que presenten sus argumentos del
por qué seleccionaron una gréfica especifica asociada a una determinada
situacion. Para afrontar un primer desafio, los estudiantes deben asociar una
grafica a una situacion problema. Se requiere la movilizacién de ciertas
habilidades y conocimientos que permitan visualizar e identificar aspectos

especificos de cada grafica y cada situacion propuesta.
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En este sentido se hace necesario caracterizar, describir e interpretar cada
grafica. Una primera gréfica corresponde a una funcién continua en un intervalo
que posee algunas fluctuaciones en el crecimiento y en el decrecimiento en
ciertas vecindades. La segunda grafica es continua y decreciente en todo el
intervalo y; la tercera, es una representaciéon que corresponde a una funcién
discontinua definida a trozos, y cuya representacion esta conformada por cuatro
curvas descendentes.

Otro momento crucial en la resolucion de la situacion lo constituye la reflexion y
una experiencia previa respecto a ¢como los medicamentos se comportan en
nuestro torrente sanguineo?, ¢coOmMo se incorporan en la sangre? y ¢ cuanto es el
tiempo aproximado de su disolucion en nuestro organismo. Modelar, representar,
argumentar, visualizar, analizar son habilidades que los estudiantes necesitan
articular para comprender y resolver la situacion propuesta.

Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son

representativas del grupo total.

E13: “Grafico 1 con 'a' la permanencia de una medicina en el cuerpo de un

paciente, la cual es administrada por medio de una inyeccion.

La razon de relacionar el grafico 1 con el enunciado ‘a’ es la constancia del
grafico, su poca variacion, no sube bruscamente, ni tampoco baja del mismo
modo. Al medicar un individuo por via intravenosa o inyeccion su efecto es mas
prolongado y rara vez su efecto decae rapido como es en el caso de las pastillas,
por lo tanto, su efecto es mas constante. Grafico 3 con 'b', la permanencia de una
medicina en el cuerpo de un paciente, la cual es administrada por medio de
pildoras cada cierto tiempo. La razon por la cual se relaciona el grafico 3 con el
enunciado b) es que cada grafica del plano salta distancias entre si, similar al

efecto de pildoras, los cuales comienzan su efecto, luego disminuyen hasta tomar
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otra pildora para asi volver al efecto 6ptimo. Grafica 2 con 'c', tome una gréfica
constante para el enunciado ¢ ya que hay por lo menos un medio intravenoso, lo
gue es un mejor efecto intravenoso, lo que es un mejor efecto del medicamento

y mas continuo”.

E9: “Referencia de texto ‘c’ del grafico 1, ya que el paciente esta conectado por
via intravenosa, esto produce que la medicina se mantenga constantemente en
el paciente pero con algunas variaciones. Gréafico 2 corresponde al texto 'a' ya
gue el paciente se le inyecta una dosis de medicina la cual al pasar el tiempo es

consumida por el cuerpo hasta que la medicina es consumida en 100%.

Grafico 3 corresponde al texto 'b' ya que es una pildora que se esta consumiendo

cada cierto tiempo mandando el efecto de esta”.

E12: “ a con grafica 2, porque dice que solo se administra 1 vez, lo que supone
que solo decae la medicina en el tiempo, 'b’' con grafico 3 porque se administra
varias veces, una vez que el efecto de la medicina se acaba se administra otra y

'c' con grafica 1 porque la medicina es constante en el tiempo”.

E4: a con el grafico 2, porque la inyeccion solo dura un tiempo limitado. b) con el
grafico 3, porque la pildora se suministra cada ciertas horas, segun cuanto dure
el efecto de esta y tendra el mismo efecto inicial y c) con el gréfico 1, porque la
idea de mezcla de medicamento y via intravenosa es que este sea siempre

constante, entonces cuando se le esté pasando el efecto al paciente
(Aungue sea poca la disminucion del efecto) se le ingerira mas de esta mezcla”.

ES5: “grafico 1 con c¢) muestra la mezcla del medicamento, por eso el grafico tiene
esos valles. Gréafico 2 con a) la inyeccion es mas prolongada en el tiempo y se
realiza una sola vez, y grafico3 con b) ya que la medicina se administra cada

cierto tiempo”.
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EG: “El grafico 1 con la ¢, porque la medicina al ser una dosis constante se
mantendra entre algunos parametros alrededor del tiempo. El grafico 2 con la 'a’;
porgue claramente que es una inyeccion y esto se ha diluyendo dependiendo del
caso del tiempo. El grafico3 con la b) porque la medicina va saliendo del cuerpo

del paciente el valor a tomar una nueva dosis esta volvera aparecer”.

E9: “Considero que la opcion 'c' para el grafico 1, ya que, al estar administrando
por suero, cada vez va ir recibiendo una nueva dosis sin dejar que el efecto de la
dosis anterior se acabe completamente”. Considero que la opcion 'b' para el
grafico 3 por motivo de pie al estar administrando una nueva dosis cada cierto
tiempo el efecto de la pildora nueva provocara un intervalo nuevamente y no esto
lo que provoca que no es constante el efecto. Considero el grafico 2 con la opcién
a) ya pues al ser una sola inyeccion provoca que el efecto sea solamente una

vez y se va ir debilitando su efecto a medida que pasa el tiempo”

E15: “a) La grafica que mejor representa el texto es la 2, ya que la medicina en
el cuerpo va disminuyendo con el tiempo. b) La grafica que mayor representa el
texto es la 3 ya que la medicina es llevada al comienzo de cada dosis y disminuye
con el tiempo, pero al consumir nuevamente la medicina vuelve a estar presente

en el organismo. c) Lo asocio al grafico 1 solo por descarte”.

E24: “a) esta alternativa esta relacionada con el grafico 2, ya que mientras pasa
el tiempo la medicina va perdiendo su efecto. b) el grafico de esta alternativa es
similar a la gréfica 3. La diferencia que existe es que el grafico 3 nunca es igual
a 0 (en algun momento tiene que ser igual a cero mientras transcurre el tiempo).
La alternativa 'c' es similar a la alternativa 'a’ pero con'm' y 't mas prolongadas,

por el hecho que la alternativa ¢ contiene suero ademas de la medicina.

E28: “Situacién a) con el grafico 2 ya que una vez que se inyecta medicina tiene
cierto tiempo de permanencia. Inicialmente este se mantendria constante,

después el cuerpo comienza a absorberlo o eliminarlo del organismo hasta que
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este ya no esté. Situacidn b) con el grafico 1 siempre y cuando “ese cierto tiempo”
no sea cuando la medicina ya haya desaparecido del organismo. La tercera
situacion no puedo explicarla ya que no sé como actla el organismo por medio
de este tipo de administracién de medicina via intravenosa. Solo puedo pensar si
dicho paciente esta hospitalizado por un largo periodo, la permanencia del

medicamento seria asi (...)

E16: “A grafico 2, B al grafico 3, C al grafico 1 mientras el medicamento es
administrado con suero la permanencia es constante y luego decae como en la
grafica. Para mila grafica de la situacion esta mejor representado de la siguiente
manera: (...) Donde 's' es el tiempo que se le administra el suero con el

medicamento”.

ES5: “a grafico 2, porque la medicina tiene un valor inicial y decrece siempre, el
grafico 2 es el Unico que nunca el valor de 'y’ a medida que 'X crece y vuelve a
crecer. El grafico 3 con 'b', como la medicina se administra cada cierto tiempo,
este debe ser una copia del grafico 2, pero repetido 'n' veces donde 'n' es las

pildoras tomadas”.

Etapa3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad
¢Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?
Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):

Gréficas, texto, informacion, situaciones, criterio, razén, tiempo, permanencia,

medicina, cuerpo, pildora, inyeccién, suero, intravenosa.

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):
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Constancia del grafico, poca variacibn, no sube bruscamente, ni baja

bruscamente, efecto, mas constante, salta distancias, disminuyen, efecto optimo,

descarte, diferencia, perdiendo, inicialmente, mantendria, nunca, largo periodo,

decrece, repetido n veces, prolongada en el tiempo, intervalo.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que

todos los estudiantes se abocaron a la situacion propuesta sin emerger otro tipo

de situacion, ya sea vinculada a la situacion propuesta u otra en un nuevo

contexto.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad

Gréfico 1 con a la permanencia de una medicina en el cuerpo de un
paciente, la cual es administrada por medio de una inyeccién(...) Grafico
3 con b, la permanencia de una medicina en el cuerpo de un paciente, la
cual es administrada por medio de pidoras cada cierto tiempo(...) Grafica

2 con c.

Tome una grafica constante para el enunciado c(...).

La grafica que mejor representa el texto es la 2(...) b) La grafica que mayor
representa el texto es la 3(...) ¢) lo asocio al grafico 1...

Esta alternativa esta relacionada con el grafico 2(...) b) el grafico de esta
alternativa es similar a la grafica 3(...) c la alternativa ¢ es similar a la

alternativa a pero con m y t mas prolongadas (...).

Situacion a) con el grafico 2(...) Situacion b) con el grafico 1(...) La tercera

situacion no puedo explicarla
Gréfico 2, B al gréafico 3, C al grafico 1

a grafico 2(...) el grafico 2 es el unico que nunca el valor de y a medida
que x crece y vuelve a crecer. El grafico 3 conb (...)
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e Referencia de texto 'c' del grafico 1(...) Grafico 2 corresponde al texto
‘a'(...) Grafico 3 corresponde al texto 'b'(...).

e 'a'con gréfica 2(...) 'b' con grafico 3(...) 'c' con grafica 1(...)
Grafico 1 con c) muestra la mezcla del medicamento... Grafico 2con a) ...
grafico3 con b)

e Considero que la opcion c para el grafico 1(...) Considero que la opcion b

para el grafico 3(...) Considero el grafico 2 con la opcién a.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad

(...) Larazon de relacionar el grafico 1 con el enunciado 'a' es la constancia del
grafico, su poca variacion, no sube bruscamente, ni tampoco baja del mismo
modo. Al medicar un individuo por via intravenosa o inyeccion su efecto es mas
prolongado y rara vez su efecto decae rapido como es en el caso de las pastillas,

por lo tanto, su efecto es mas constante (...).

La razon por la cual se relaciona el grafico 3 con el enunciado b) es que cada
grafica del plano salta distancias entre si, similar al efecto de pildoras, los cuales
comienzan su efecto, luego disminuyen hasta tomar otra pildora para asi volver
al efecto 6ptimo... tome una grafica constante para el enunciado c ya que hay
por lo menos un medio intravenoso, lo que es un mejor efecto intravenoso, lo que

es un mejor efecto del medicamento y mas continuo (...).

(...) ya que la medicina en el cuerpo va disminuyendo con el tiempo(...) ya que
la medicina es llevada al comienzo de cada dosisy disminuye con el tiempo, pero
al consumir nuevamente la medicina vuelve a estar presente en el organismo (...)

solo por descarte...

(...) ya que mientras pasa el tiempo la medicina va perdiendo su efecto (...) La

diferencia que existe es que el grafico 3 nunca es igual a 0 (en algin momento
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tiene que serigual a cero mientras transcurre el tiempo (...) por el hecho que la

alternativa c contiene suero ademas de la medicina (...).

(...) ya que una vez que se inyecta medicina tiene cierto tiempo de permanencia.
Inicialmente este se mantendria constante, después el cuerpo comienza a
absorberlo o eliminarlo del organismo hasta que este ya no esté (...) siempre y
cuando “ese cierto tiempo” no sea cuando la medicina ya haya desaparecido del
organismo... ya que no s€ como actua el organismo por medio de este tipo de
administracion de medicina via intravenosa. Solo puedo pensar sidicho paciente
esta hospitalizado por un largo periodo, la permanencia del medicamento seria

asi (...).

(...) mientras el medicamento es administrado con suero la permanencia es
constante y luego decae como en la grafica. Para mi la grafica de la situacion
esta mejor representado de la siguiente manera (...) Donde 's' es el tiempo que

se le administra el suero con el medicamento (...).

(...) porque la medicina untado un valor inicial y decrece siempre...como la
medicina se administra cada cierto tiempo, este debe ser una copia del gréafico

2 pero repetido 'n' veces donde 'n' es las pildoras tomadas (...).

(...) ya que el paciente esta conectado por via intravenosa, esto produce que la
medicina se mantenga constantemente en el paciente, pero con algunas
variaciones... ya que el paciente se le inyecta una dosis de medicina la cual al
pasar el tiempo es consumida por el cuerpo hasta que la medicina es consumida
en 100%... ya que es una pidora que se esta consumiendo cada cierto tiempo

mandando el efecto de esta (...).

(...) porque dice que solo se administra 1 vez lo que supone que solo decae la

medicina en el tiempo (...) porque se administra varias veces, una vez que el
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efecto de la medicina se acaba se administra otra y (...) porque la medicina es

constante en el tiempo (...).

(...) Larazon de relacionar el grafico 1 con el enunciado a es la constancia del
grafico, su poca variacion, no sube bruscamente, ni tampoco baja del mismo
modo. Al medicar un individuo por via intravenosa o inyeccion su efecto es mas
prolongado y rara vez su efecto decae rapido como es en el caso de las pastillas,

por lo tanto, su efecto es mas constante (...).

La razon por la cual se relaciona el grafico 3 con el enunciado b) es que cada
grafica del plano salta distancias entre si, similar al efecto de pildoras, los cuales
comienzan su efecto, luego disminuyen hasta tomar otra pildora para asi volver
al efecto 6ptimo... tome una grafica constante para el enunciado c ya que hay
por lo menos un medio intravenoso, lo que es un mejor efecto intravenoso, lo que

es un mejor efecto del medicamento y mas continuo...

(...) por eso el grafico tiene esos valles... la inyeccion es mas prolongada en el
tiempo y se realiza una sola vez...ya que la medicina se administra cada cierto
tiempo (...).

(...) porque la medicina al ser una dosis constante se mantendra entre algunos
parametros alrededor del tiempo. El grafico 2 con la a; porque claramente que es
una inyeccién y estos e ha diluyendo dependiendo del caso del tiempo... porque
la medicina va saliendo del cuerpo del paciente el valor a tomar una nueva dosis

esta volvera aparecer (...).

(...) ya que al estar administrando por suero cada vez va ir recibiendo una nueva
dosis sin dejar que el efecto de la dosis anterior se acabe completamente... por
motivo de pie al estar administrando una nueva dosis cada cierto tiempo el efecto

de la pildora nueva provocara un intervalo nuevamente y no esto lo que provoca
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que no es constante el efecto (...) ya pues al ser una sola inyeccién provoca que
el efecto sea solamente una vez y se va ir debilitando su efecto a medida que

pasa el tiempo (...).

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

¢, Cudles son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?

Previas: En relacion a los objetos matematicos involucrados en el enunciado de
la actividad tales como funciones, su representacion grafica, lectura,
interpretacion de situaciones que se modelan desde un contexto intramatematico
los estudiantes tienen las concepciones clasicas y una buena comprensién de
ellos, de hecho esto les permite abordar la actividad, lo cual hace que la mayoria
de los estudiantes enfrenten la situacion problema sin tener dificultades

relacionadas con conocimientos previos.

Emergentes: Crecimiento, decrecimiento y comportamiento constante. LosS
estudiantes logran reconocer intervalos que involucran el decrecimiento o

crecimiento de una funcion y el comportamiento constante en un dominio.

La asociacion de las representaciones graficas a las situaciones planteadas no
presentd mayor dificultad, lo que evidencia que hay un conocimiento previo
respecto al modelamiento de situaciones y un conocimiento previo, ademas de

un manejo de las representaciones graficas, su lectura e interpretacion.

Funcion: La mayoria de los estudiantes muestran un buen dominio en la lectura,
representaciones e interpretaciones de las graficas asociadas a tres funciones,
ademas de los elementos que involucran las funciones representadas (dominio,
rango, intervalo de crecimiento, intervalo de decrecimiento, intervalo constante,

etc.).

155



Capitulo 6. Conclusiones eimplicaciones

Asociado al concepto de funcidn reconocen variables y una relacion dinamica de
las variables involucradas en cada situacion propuesta. En esta actividad se
mostré cierta movilizacion de habilidades y elementos de pensamiento
variacional que se aprecia en los argumentos escritos que proporcionaron los

estudiantes en las textualidades.

Procedimientos

Algunos estudiantes realizan procesos de Vvisualizacién, pues asocian
propiedades de la situacion problema propuesta a cada una de las graficas
asociadas. Los procedimientos utilizados se evidenciaron mediante argumentos
escritos que reflejan un nivel adecuado de conocimientos previos y de ciertos

procesos de modelamiento.

En este punto, dos estudiantes expresan E9: “Referencia de texto 'c' del grafico
1, ya que el paciente estd conectado por via intravenosa, esto produce que la
medicina se mantenga constantemente en el paciente pero con algunas
variaciones. Grafico 2 corresponde al texto 'a’ ya que el paciente se le inyecta
una dosis de medicina la cual al pasar el iempo es consumida por el cuerpo hasta
gue la medicina es consumida en 100%. Gréfico 3 corresponde al texto 'b' ya que
es una pildora que se esta consumiendo cada cierto tiempo mandando el efecto
de esta”. E12:'a' con grafica 2, porque dice que solo se administra 1 vez lo que
supone que solo decae la medicina en el tiempo, 'b' con gréfico 3 porque se
administra varias veces, una vez que el efecto de la medicina se acaba se

administra otra, y 'c' con grafica 1 porque le medicina es constante en el tiempo”.

Los procedimientos expresados son de tipo argumentativo y denotan un buen
nivel de comprension e interpretacion de las variables involucradas en cada
situacion. E13 sostiene que “grafico 1 con a la permanencia de una medicina en

el cuerpo de un paciente, la cual es administrada por medio de una inyeccion. La
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razén de relacionar el grafico 1 con el enunciado 'a' es la constancia del gréfico,
Su poca variacion, no sube bruscamente, ni tampoco baja del mismo modo. Al
medicar un individuo por via intravenosa o inyeccion su efecto es mas prolongado
y rara vez su efecto decae rapido como es en el caso de las pastillas, por lo tanto,
su efecto es mas constante. Grafico 3 con 'b', la permanencia de una medicina
en el cuerpo de un paciente, la cual es

administrada por medio de pildoras cada cierto tiempo.

La razén por la cual se relaciona el grafico 3 con el enunciado b) es que cada
grafica del plano salta distancias entre si, similar al efecto de pildoras, los cuales
comienzan su efecto, luego disminuyen hasta tomar otra pildora para asi volver
al efecto optimo. Gréfica 2 con 'c', tome una grafica constante para el enunciado
'c' ya que hay por lo menos un medio intravenoso, lo que es un mejor efecto

intravenoso, lo que es un mejor efecto del medicamento y mas continuo.
5.3.1.1.5 Problema cinco

Se presentan 7 frascos y 6 graficas. Asocie una grafica con cada frasco y explique

el criterio utilizado para ello.

Si considera que, de acuerdo al criterio utilizado, alguna (s) de la(s) gréfica(s) no
puede (n) asociarse a frasco alguno, o viceversa, puede disefar un frasco o
proponer una grafica para completar las asociaciones. En estos casos, escriba

las justificaciones pertinentes.

VACULY

Figura 5.4.
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Volumen Volumen Volumen
Tiempo Tiempo Tiempo
Figura 5.5.
Volumen Volumen Volumen %
Tiempo Tiempo Tiempo
Figura 5.6.

Etapa 1: Seresponde alas preguntas basicas

Seresponde alas preguntas ¢Qué problemas y practicas realizan los estudiantes

en el proceso de instruccién analizado? ¢ Como se secuencian o0 se relacionan?

Se proporcionan seis frascos de distintas formas geométricas y nueve graficas
gue tienen el tiempo como su variable independiente y el volumen como su
variable dependiente. Las graficas proporcionadas modelan el llenado de
recipientes, estas presentan distintas caracteristicas; unas presentan
combinaciones de dos lineas rectas con diferentes pendientes, y otras presentan
combinaciones de curvas Yy rectas. Se les solicita a los estudiantes que asocien
los llenados de los frascos con una gréafica proporcionada, que disefien otros
frascos para las gréaficas faltantes, y/o que propongan otros graficos para

alguno(s) de los graficos que se les brindé.
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Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son

representativas del grupo total

E4: “Todos se llenan con este grafico (...) porque el volumen de agua alojado
depende de la llave que yo utilizo, sile echo agua con la misma llave, todos se

llenan a la misma velocidad”.

E6: “No creo que los frascos con las graficas tengan relacién alguna, porque en
los gréficos representa tiempo y volumen, pero en los frascos solo se puede

hablar de volumen”.

E12: “Todos los graficos estan asociados pensando en lo rapido que subira el
agua en el frasco si se llena con un flujo de agua constante. Grafico 1 con frasco
6, grafico 2 con recipiente 4, grafico 3 con recipiente 7, grafico 4 con recipiente 5,
grafico 5 con recipiente 3, grafico 6 con recipiente 1 y grafico(...) con recipiente
4.

E5: “Todos se llenan con este grafico (...) porque el volumen de agua alojado
depende de la llave que yo utilizo, sile echo agua con la misma llave, todos se

llenan a la misma velocidad”.

E6: “No creo que los frascos con las graficas tengan relacion alguna, porque en
los graficos representa tiempo y volumen, pero en los frascos solo se puede

hablar de volumen”.

E12: “Todos los graficos estan asociados pensando en lo rapido que subira el
agua en el frasco si se llena con un flujo de agua constante. Gréafico 1 con frasco
6, gréfico 2 con recipiente 4, grafico 3 con recipiente 7, grafico 4 con recipiente 5,
grafico 5 con recipiente 3, grafico 6 con recipiente 1 y grafico: ... con recipiente
4.
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E23: “El grafico 1 esta asociado a la figura (...) ya que en primera instancia el
volumen de su base es pequenia luego de un tiempo su volumen aumente a razén

de tiempo”.

E29: “Grafica 1 con el frasco 4 ya que va creciendo de manera proporcional,
grafica 2 con frasco 6, grafica 3 con frasco 5, grafica 4 con frasco 1, grafica 5 con

frasco 2, grafica 6 con frasco 7”.

E20: “El recipiente 3 con la grafica 5, a mi parecer a medida que yo lleno el frasco
con algun liquido, el comportamiento descrito en la grafica 5 es mas correcto o
apropiado para el frasco3. El recipiente 5 con la grafica 4al igual que el anterior
al verter un liquido al interior del frasco el comportamiento del volumen respecto
del tiempo transcurrido es de la grafica 4. El recipiente 7 con la gréfica 3 por ser
una figura compuesta el comportamiento también lo es, el comportamiento
descrito en la figura 4 se divide en dos partes lineales, que pueden relacionarse
con la forma del frasco 7. La grafica 22 mi parecer el grafico no refleja el
comportamiento de ningun frasco predispuesto para ello, por lo que un frasco por
lo que un frasco pudiese tener el comportamiento descrito. La gréfica 1 describe
un comportamiento similar ala anterior pero su volumen ya tiene un valor descrito
desde antes que comienza el tiempo por lo que podria suponer que en el interior
posee un sélido el tiempo comenz6é a contar tiempo después que comenzd el
llenado del frasco. La grafica 6 muestra una parte lineal y otra parte curva
exponencial por lo que quizas el frasco describa este comportamiento similar
a(...) Para el frasco1l el comportamiento seria(...) para el frasco 2 el

comportamiento seria(...) para el 4 seria(...).

E17: Recipiente 6 con grafica 1, como sube el volumen es mas lento que el
grafico 3, y el volumen no sube de golpe. Recipiente 7con gréfica 3 el volumen
sube un poco mas brusco que el grafico uno, y la figura tiene también

caracteristicas mas bruscas. El recipiente 3 con la grafica 5, al principio el
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llenado de fia figura ser4 mas rapido, pero a medida se va acercando a la parte
ancha, el volumen de la figura aumentard cada vez menos y después volvera a
crecer cada vez mas cuando llega a la boca de la figura. Recipiente 5 con grafica
4, al principio el llenado ser4 mas lento, pero a medida que vaya llegando a la
parte mas estrecha, el volumen crecerd mucho mas rapido, pero al volver con un
crecimiento mucho menor hacia la boca de la botella. El recipiente 1 con la
siguiente grafica (...) Recipiente 2 con la siguiente grafica (...) y recipiente 4 con

la siguiente grafica (...).

E10: Yo creo que el frasco 1 la gréfica 3 es la mejor representacion ya que tiene
un crecimiento ya al llegar arriba empieza a decrecer. Frasco 2 con gréfica 1 el
paso del tiempo decrece la velocidad de decrecimiento del volumen. Frasco 3y
grafica 4 en el centro es donde alcanza su mayor volumen en menor tiempo.
Frasco 5 y gréfica 5 en el centro del frasco es méas lento su crecimiento de
volumen, pero después crece muy rapidamente. Frasco 7 y grafica 2 crece muy
rapidamente. Frasco 6y grafica 6 crece constante y luego crece muy rapidamente

por tanto frasco y grafica la cual deberia de ser asi (...).

E13: “Recipiente 1 con grafico 6 debido que cuando se va llenando el volumen

es” uniforme” se llena igual hasta llegar a la “boca” donde es mas rapido.

Reciente 3 con grafico 5 ya que las primeras unidades de tiempo se originan mas
volumen, a la mitad es poco volumen, y ya llendndose mas volumen. Recipiente
5 con grafico 4 porque en el medio es cuando mas volumen se origina. Recipiente
7con gréfico 3 porque al principio el aumento de volumen es mayor que cuando
pasa a la parte mas ancha. Reciente 4 con el siguiente grafico (...) ya que de

primero es poco el volumen, a medida se llena mas volumen se origina.

Etapa3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad
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Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):

Grafico, frasco, criterio, disefar, proponer, asociaciones, justificaciones.

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

Todos, llenan, volumen, depende, misma, velocidad, relacién, alguna,
representa, tiempo, flujo, constante, Figura, base, pequefia, aumente, a, razon,
de, tiempo.

Mas, se divide, en, dos, partes, lineales, comportamiento, similar, interior, una,
parte lineal, otra, curva, exponencial, sube, mas, lento, caracteristicas, bruscas,
aumentara, cada, vez, menos, volvera, crecer, boca, parte, estrecha, un,
crecimiento, arriba, decrecer, crece, constante, muy, rapidamente, llenando
volumen uniforme, linea recta, ovalada, curvas, poco, maximo, declinar,
crecimiento, paulatinamente, mantiene, parte, superior, mayor, maximo,
decreciente, gran, decrecimiento, es, menos, brusco, cambio, principio,
incrementa, mitad, reducir, un cambio, repentino, forma, aumentaria, demasiado,

rapido, ancho, abajo, arriba, angostito, decrece, de apoco.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
todos los estudiantes se abocaron a la situacion propuesta sin emerger otro tipo
de situacion ya sea vinculada a la situacién propuesta u otra en un nuevo

contexto.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

e Todos se llenan con este grafico.

¢ No creo que los frascos con las graficas tengan relacion alguna.
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Todos los graficos estan asociados pensando en lo rapido que subira el
agua en el frasco...grafico 1 con frasco 6, grafico 2 con recipiente 4, grafico
3 con recipiente 7, grafico 4 con recipiente 5, grafico 5 con recipiente 3,
grafico 6 con recipiente 1y grafico (...) con recipiente 4.

El grafico uno esta asociado a la figura

Grafica 1 con el frasco 4(...) grafica 2 con frasco 6, grafica 3 con frasco 5,

grafica 4 con frasco 1, grafica 5 con frasco 2, grafica 6 con frasco 7.

El recipiente 3 con la grafica 5(...) el comportamiento descrito en la grafica
5.

Es més correcto o apropiado para el frasco3. El recipiente 5 con la grafica
4 al igual que el anterior al verter un liquido al interior del frasco el
comportamiento del volumen respecto del tiempo transcurrido es de la
grafica 4. El recipiente 7 con la grafica 3... La grafica 2 a mi parecer el
grafico no refleja el comportamiento de ningln frasco predispuesto para
ello (...) pero su volumen ya tiene un valor descrito desde antes que
comienza el tiempo (...).

La grafica 6 muestra una parte lineal y otra parte curva exponencial.
Recipiente 6 con grafica 1(...) recipiente 7con grafica 3(...) El recipiente 3
con la grafica 5(...) recipiente 5 con grafica 4... El recipiente 1 con la
siguiente grafica (...) Recipiente 2 con la siguiente grafica (...) y recipiente
4 con la siguiente grafica (...).

Yo creo que el frasco 1 la grafica 3 es la mejor representacion... Frasco 2
con grafica (...) Frasco 3 y grafica (...) Frasco 5y grafica 5(...) Frasco 7 y
grafica 2(...) Frasco 6 y grafica 6(...).

Recipiente 1 con grafico 6(...) Reciente 3 con grafico 5(...) Recipiente 5
con grafico 4(...) Recipiente 7con grafico 3(...) Reciente 4 con el siguiente
grafico.
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e Recipiente 2 con el siguiente grafico (...) lo mismo que lo anterior.
Recipiente 6 grafico con el siguiente grafico (...).

e La parte superior presenta poco volumen, luego llega a su maximo y para
finalizar el volumen comienza a declinar (...) crece paulatinamente para
luego mantiene su crecimiento (...) Crece paulatinamente para luego
mantiene su crecimiento.

e El segundo frasco de izquierda a derecha con el gréfico 4 y el grafico 5
con el cuarto frasco de izquierda a derecha (son los mismo, pero al reves).

Grafico 3 con el frasco (...) Grafica 6 frasco 5, por lo mismo que el anterior.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

(...) porque el volumen de agua alojado depende de la llave que yo utilizo, si le

echo agua con la misma llave, todos se llenan a la misma velocidad.

(...) porque en los graficos representa tiempo y volumen, pero en los frascos solo

se puede hablar de volumen.
(...) si sellena con un flujo de agua constante.

(...) ya que en primera instancia el volumen de su base es pequefia luego de un

tiempo su volumen aumente arazon de tiempo.
(...) ya que va creciendo de manera proporcional.

(...) a mi parecer a medida que yo lleno el frasco con algun liquido, (...) por ser
una figura compuesta el comportamiento también lo es, el comportamiento
descrito en la figura 4 se divide en dos partes lineales, que pueden relacionarse
con la forma del frasco 7 (...) por lo que un frasco porlo que un frasco pudiese
tener el comportamiento descrito por lo que podria suponer que en el interior
posee un sélido el tiempo comenzé a contar tiempo después que comenzd el

llenado del frasco (...) por lo que quizas el frasco describa este comportamiento
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similar a:... Para el frasco1 el comportamiento seria (...) para el frasco 2 el

comportamiento seria (...) para el 4 seria(...).

(...) como sube el volumen es mas lento que el grafico 3, y el volumen no sube
de golpe... el volumen sube un poco mas brusco que el grafico uno, y la figura
tiene también caracteristicas mas bruscas (...) al principio el llenado de la figura
sera, as rapido pero a medida que se va acercando a la parte ancha, el volumen
de la figura aumentara cada vez menos y después volvera a crecer cada vez mas
cuando llega a la boca de la figura (...) al principio el llenado sera mas lento,
pero a medida que vaya llegando a la parte mas estrecha, el volumen crecera
mucho mas rapido, pero al volver con un crecimiento mucho menor hacia la boca

de la botella.

Ya que tiene un crecimiento ya al llegar arriba empieza a decrecer (...) el paso
del tiempo decrece la velocidad de decrecimiento del volumen (...) en el centro
es donde alcanza su mayor volumen en menor tiempo (...) en el centro del frasco
es mas lento su crecimiento de volumen, pero después crece muy rapidamente
crece muy rapidamente (...) crece constante y luego crece muy rapidamente por

tanto frasco y grafica la cual deberia de ser asi (...).

(...) debido que cuando se va llenando el volumen es” uniforme” se llena igual
hasta llegar a la “boca” donde es mas rapido (...) ya que las primera unidades de
tiempo se originan mas volumen, a la mitad es poco volumen, y ya llenandose
mas volumen (...) porque en el medio es cuando mas volumen se origina(...)
porque al principio el aumento de volumen es mayor que cuando pasa a la parte
mas ancha(...) ya que de primero es poco el volumen, a medida se llena mas

volumen se origina.

(...) una recta en el principio de la figura, después una curva. Sila figura es recta

(...) el grafico es con linea recta, si la figura es ovalada (...) la grafica son curvas.
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Mantiene constante su crecimiento (...) Es lo contrario del primero, en la parte
superior su mayor volumen, después menos Yy luego vuelve al maximo (...) Su

volumen es, pero luego sufre un brusco cambio.

Al principio incrementa el volumen, pero en la mitad se empieza a reducir...

(...) Porque hay un cambio repentino de la forma entonces el volumen
aumentaria demasiado rapido. Porque es mas ancho abajo y arriba de angostito.

Porque el volumen decrece de apoco.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

¢,Cuales son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?

Previas: Los estudiantes poseen las concepciones clasicas de funciones y sus
representaciones graficas, asi como el célculo de otros elementos relacionados
con las funciones como la pendiente, la obtencion de distancias, intervalos reales
y algunos conocimientos relacionados con el modelamiento de situaciones. Al
afrontar esta actividad los estudiantes ponen de manifiesto los conceptos
relacionados con las propiedades de diferentes solidos geométricos, el calculo
de su volumen y la construccion e interpretacion de graficas asociadas a una

situacion particular.

Emergentes: La tarea propuesta en esta actividad puso en evidencia la
necesidad de visualizacion y reflexion de la situacion problema y articulacion de
elementos previos. En las exigencias cognitivas de la actividad emerge
caracterizacion de la variacion e identificacion de elementos asociados a las
condiciones de una posible grafica que modela el llenado de un frasco especifico

de acuerdo a su forma.
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Variacion: fue recurrente la asociacién adecuada de la grafica con el llenado de
un recipiente de acuerdo a las caracteristicas geométricas del mismo. Las formas
geométricas y el llenado fueron interpretadas mayormente de manera adecuada,
y en las producciones realizadas por los estudiantes se observa que los
estudiantes combinan diferentes rectas, curvas que difieren por su crecimiento.
En algunos casos, los estudiantes proponen una grafica para los otros recipientes

propuestos.

En la interpretacion del llenado de los recipientes, los estudiantes logran
identificar algunas condiciones del mismo que les permite construir y/o identificar
una representacion adecuada que modela el llenado propuesto de acuerdo a la
forma del recipiente.

Procedimientos

Los procedimientos que se explicitan en las textualidades de los estudiantes son
de tipo argumentativo en su mayoria, combinando otros registros de
representacion que dan cuenta de interpretacion de la situacion problema
propuesta, ademas proporcionan una grafica que modela otros recipientes. E20
da cuenta de ello, en este sentido expresa asociaciones. “El recipiente 3 con la
grafica 5, a mi parecer a medida que yo lleno el frasco con algun liquido, el
comportamiento descrito en la grafica 5 es mas correcto o apropiado para el
frasco3. El recipiente 5 con la gréfica 4al igual que el anterior al verter un liquido
al interior del frasco el comportamiento del volumen respecto del tiempo
transcurrido es de la grafica 4. El recipiente 7 con la grafica 3 por ser una figura
compuesta el comportamiento también lo es, el comportamiento descrito en la
figura 4 se divide en dos partes lineales, que pueden relacionarse con la forma
del frasco 7. La gréafica 22 a mi parecer, el grafico no refleja el comportamiento de
ningun frasco predispuesto para ello, por lo que un frasco por lo que un frasco

pudiese tener el comportamiento descrito. La grafica 1 describe un
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comportamiento similar a la anterior pero su volumen ya tiene un valor descrito
desde antes que comienza el tiempo por lo que podria suponer que en el interior
posee un sélido el tiempo comenzé a contar tiempo después que comenzd el
llenado del frasco. La grafica 6 muestra una parte lineal y otra parte curva
exponencial por lo que quizas el frasco describa este comportamiento similar
a(...) Para el frasco1l el comportamiento seria (...) para el frasco 2 el

comportamiento seria (...) para el 4 seria (...).

Otros estudiantes aportan otros elementos relativos a caracterizar la variacion,
E5 expresa que “Porque la parte superior presenta poco volumen, luego llega a
su maximo y para finalizar el volumen comienza a declinar”. Mantiene constante
su crecimiento. Crece paulatinamente para luego mantener su crecimiento. Es lo
contrario del primero, en la parte superior su mayor volumen, después menos y
luego vuelve al maximo. Su volumen es decreciente. La parte superior con gran
volumen y luego su decrecimiento es menor. Su volumen es constante pero luego

sufre un brusco cambio.

5.3.1.1.6 Problema seis

Bosqueje una gréafica que represente cada una de las siguientes situaciones:

a) La altura de los rebotes de una pelota que cae desde la azotea de una
casa con respecto al tiempo.
b) La altura con respecto al tiempo de izar manualmente una bandera en una
asta.
Etapa 1 Se responde alas preguntas basicas

Seresponde alas preguntas ¢Qué problemas y practicas realizan los estudiantes

en el proceso de instruccion analizado? ¢ Como se secuencian o se relacionan?
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La actividad esta compuesta por dos situaciones expresadas mediante lenguaje
natural. La primera referida a una pelota que lanza desde una azotea, y la otra a
una bandera que se iza. En ambas consignas propuestas se les solicita a los
estudiantes bosquejar mediante una representacion grafica que modele de

manera adecuada cada situacion.

La tarea esta planteada de modo general, pues se trata de analizar si en el
desarrollo de la misma, los estudiantes manifiestan alguna forma de pensamiento
variacional sin que ésta sea inducida en el enunciado de la tarea. La actividad
lleva a los estudiantes a hacerse preguntas acerca de las caracteristicas de las

situaciones planteadas y realizar representaciones graficas de cada una de ellas.

En este punto los estudiantes pueden visualizar las situaciones y la posibilidad
de declarar variables, buscar y establecer dependencias entre las mismas.
Ambas tareas planteadas en la situacién exigen poner en juego procedimientos
y dominio en los procesos de calculo propios de lo aritmético, geométrico y
algebraico, ademas del empleo de habilidades cognitivas como visualizar,
argumentar, conjeturar, representar y comunicar entre otras. El uso de estas
habilidades y el dominio del calculo elemental permite generar modelos
matematicos de la situacion planteada en diferentes registros de representacion

(lenguaje escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).

Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son

representativas del grupo total.

E10: “Tomando en cuenta que la bandera nunca esta en el suelo y que debe
durar todo el himno nacional’.

AN TY

E13: “Al igual que los rebotes de la pelota” “escaleras, ya que en una izada sube

la bandera y después tiempo en bajar las manos y volver izar”.
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E15: “Mientras mas alto es del todo la pelota, mas tiempo demora un par de dos
botes” “la bandera una vez izada, sale desde cero y aumenta la altura

completamente”.

E17: “Depende bastante de la velocidad de la persona si lo hace por intervalos o

continuamente”.

E18: “Los lapsos desde la altura no avanza, pero el tiempo si, cuando la persona
se detiene para hacer la siguiente subida”.

E20: “Q es el tiempo que permanece en el suelo, t el tiempo que permanece en
el aire, ty g a medida que avanza el tiempo tienden a cero” Si se iza de manera

constante es(...) y sino (...).

E27:“Si consideramos una altura inicial de 5metros, podriamos decir que la altura
gue toma la pelota en cada rebote sera la mitad de la altura anteriormente

tomada”.

E6: “No son rectas porque la velocidad no es constante decrece a medida que
sube y crece a medida que baja con respecto a la altura. Este grafico es valido si

se sube la bandera con velocidad constante”.

Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):

Bosqueje, gréfica, situaciones, altura, rebotes, pelota, tiempo, izar, bandera,
manualmente, asta.
Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):
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Sube, bajar, rectas, constantes, decrece, altura inicial, 5 metros, rebote, mitad,
velocidad, crece, baja, tienden, cero, permanece, suelo, nunca, durar, lapsos, no

avanza, detiene, subida, intervalos, continuamente, escaleras.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
la mayoria de ellos atendié las dos consignas planteadas en la situacion, sin
embargo, varios estudiantes propusieron representaciones graficas parabdlicas
y otras con valor absoluto, argumento para reflexionar y proponer situaciones

vinculadas a las anteriores u otras.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad.
e Tomando en cuenta que la bandera nunca esta en el suelo (...)
Al igual que los rebotes de la pelota... escaleras (...).
e Mientras mas alto es del todo la pelota (...).
e Depende bastante de la velocidad de la persona (...).
e Los lapsos desde la altura no avanza pero el tiempo si (...).
e Q es el tiempo que permanece en el suelo, 't' el tiempo que permanece
en el aire (...).
e (...)Podriamos decirque la altura que toma la pelota en cada rebote sera
la mitad de la altura anteriormente tomada.

e No son rectas (...) este grafico es valido si se sube la bandera con

velocidad constante (...).

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad.

Ya que en una izada sube la bandera y después tiempo en bajar las manos y
volver izar (...).
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Mas tiempo demora un par de dos botes (...) la bandera una vez izada, sale

desde cero y aumenta la altura completamente (...).

Si lo hace por intervalos o continuamente (...).

Cuando la persona se detiene para hacer la siguiente subida (...).
(...) amedida que avanza el tiempo tienden a cero (...).

Si consideramos una altura inicial de 5metros (...).

(...) porque la velocidad no es constante decrece a medida que sube y crece a
medida que baja con respecto a la altura.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

Previas: En relacion a los objetos matematicos involucrados en el enunciado de
la actividad, tales como representacion grafica de una situacién problema los
estudiantes tienen en su mayoria presentaron evidencia de concepciones
clasicas y una buena comprensiéon de ellos, de hecho, esto les permite abordar

la actividad sin tener dificultades relacionadas con conocimientos previos.

Emergentes: Representacion grafica de otras funciones (cuadraticas, valor
absoluto): lo mencionan algunos estudiantes quienes proveen algunos

elementos o0 argumentos que evidencia concepciones confusas asociadas a
interpretacion de la situacién problema propuesta. Los estudiantes realizan
representaciones cuadraticas de diferentes pardbolas y en algunos otros casos
de funciones de valor absoluto sin presentar muchos argumentos que den cuenta
de su concepcidén. Las textualidades expresadas por algunos estudiantes dan
cuenta de la necesidad de desarrollo de modelamiento de diferentes situaciones

en contexto.
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Funcion: En general, un gran nimero de estudiantes evidencian un buen
dominio del algebra y de las representaciones de funciones, salvo algunos casos
en los que hacen interpretaciones erradas de las relaciones entre las variables
involucradas, logrando modelos que no interpretan adecuadamente el proceso.
Asociado al concepto de funcién reconocen variables, pero en la interpretacion
de la funcién como modelo, muestran no considerar su variacion dentro de un
proceso dinAmico, quedandose Unicamente con la relacion biunivoca estatica pre

imagen-imagen.

Los estudiantes en su mayoria hablan de la velocidad como un factor
determinante en la construccion de ambas graficas de las situaciones

propuestas.

Procedimientos

Los estudiantes en general hacen una grafica cartesiana para ambas situaciones
y presentan en general recta y curva para cada una de las situaciones, en general
presentan algunos argumentos escritos de cada esbozo que ellos presentan.
Otros estudiantes en menor escala presentan en registro figural para referirse al

comportamiento de cada una de las situaciones propuestas en este.

5.3.1.1.7 Problema siete

Seleccione el texto que mejor describe la siguiente grafica. Presente argumentos

para justificar su seleccién o rechazo de cada texto.
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Velocidad

3

/.

Tiempo

Figura 5.7.

a) Ricardo salio a caminar cerca de una pendiente y le tomé menos tiempo
bajar por el lado méas bajo que por el mas alto.

b) Maribel manejaba su coche a cierta velocidad, un policia le dijo que se
detuviera y después de recibir una infraccion y de que el policia se retiro,
ella manej6 mas rapido, llegéb a una velocidad mayor a la que venia
circulando y mantuvo esa velocidad durante cierto tiempo para recuperar

el tiempo perdido por la infraccion.

c) En un tanque habia cierta cantidad de agua que quedd de la noche
anterior. Pedro se empez06 a bafar e hizo que la velocidad del flujo de
salida de agua se redujera a cero. Tiempo después llego el agua al tanque

hasta que quedo lleno.

d) Beatriz vive en una casa con desniveles. Se encuentra sentada en la
cocina de su casa durante cierto tiempo. Sube las escaleras hacia la sala
de su casa y se queda viendo la televisibn durante algun tiempo,

finalmente sube las escaleras hacia su recamara y se queda dormida.

Etapa 1: Seresponde alas preguntas basicas

¢, Qué problemas y practicas realizan los estudiantes en el proceso de instruccién

analizado? ¢ Cbomo se secuencian o se relacionan?
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La actividad propuesta se describe mediante una grafica que esta asociada a dos
variables, el tiempo y la velocidad. La representacion grafica es una funcion
continua en todo su intervalo y con ciertos comportamientos particulares en cinco
intervalos. El primer intervalo mantiene la velocidad constante, luego en el
segundo intervalo (menor tiempo respecto al primero) disminuye la velocidad, el
tercer intervalo (tiempo similar al primero) se detiene, luego el cuarto intervalo
aumenta la velocidad (mayor tiempo) y, finalmente el quinto intervalo, mantiene
la Ultima velocidad constante durante un intervalo de tiempo menor que el cuarto
intervalo. La consigna de esta actividad propone que los estudiantes seleccionen
de cuatro situaciones propuestas la que mejor puede describirse con base a la
grafica proporcionada.

La tarea esta planteada de modo general, pues se trata de analizar si en el
desarrollo de la misma, los estudiantes manifiestan alguna forma de pensamiento
variacional sin que esta sea inducida en el enunciado de la tarea. La actividad
lleva a los estudiantes a hacerse preguntas acerca de la naturaleza de las
situaciones planteadas y la asociacion de cada una de ellas con una posible
representacion grafica. En este punto los estudiantes pueden visualizar las
situaciones y la posibilidad de declarar variables, buscar y establecer
dependencias entre las mismas, y realizar representaciones que modelen los
diferentes enunciados. Latarea planteada en esta actividad exige poner en juego
procedimientos y dominio en los procesos de calculo propios de lo aritmético,
geomeétrico y algebraico, ademas del empleo de habilidades cognitivas como
visualizar, argumentar, conjeturar, representar y comunicar entre otras. El uso de
estas habilidades y el dominio del célculo elemental permite generar modelos

matematicos de la situacion planteada.

Etapa 2: Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son

representativas del grupo total
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E4: “a) el texto no concuerda con la grafica ya que se mide la velocidad con
respecto del tiempo y no lo contrario. El texto 'b' concuerda perfectamente con el
grafico ya que el auto va circulando a cierta velocidad, después se detiene, v,

finalmente, acelera hasta alcanzar una velocidad mayor y se mantiene ahi’.

E6: “b) porque viene con una velocidad constante y cuando el carabinero la
detiene tiene que disminuir su velocidad luego la aumenta para recuperar el

tiempo perdido y la mantiene”.

E7: “El 'b' ya que lleva una velocidad constante, disminuye, se detiene, avanza

nuevamente y mantiene una velocidad mayor”.

E9: “El texto que representa el grafico es el 'b' ya que esta en torno a la velocidad
y tiempo segun lo descrito en el enunciado, manejaba a cierta velocidad, la
policia le dijo que se detuviera, recibia infraccion, acelero llegando a una
velocidad mayor de la que poseia”.

E13: Mejor b) “Maribel maneja, porque en el grafico se ve lo que ella le ocurrié
viene a cierta velocidad (...) (grafico constante), le dicen que se detenga (...)
grafico descendente) y velocidad cuando llega es O por detenerse, y como frena
para detenerse, la velocidad baja gradualmente, ocurre un momento de O
velocidad cuando le sacan la infraccion, después acelera rapido (grafico
ascendente) y se va a velocidad constante. La 'd' no porque deberia serun gréafico
asi: esta sentado, sube escaleras, sentada, sube escaleras. La 'a’' no porque el
grafico muestra un aumento de velocidad y después un aumento mayor, a se ha
recorrido después deberia de estar corriendo. La 'c' no porque dice “tanque”
pensé que era error y se referia a un “estanque” pero 2 veces dice tanque, porlo

visto es para pillarnos”.

E16: “La historia se asemeja a la situacion descrita en el grafico. Maribel ira a

velocidad constante, después se detuvo, la velocidad se mantiene constante es
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cero, y luego aumento su velocidad sobrepasando lo que llevaba inicialmente y

luego mantiene una nueva velocidad constante”.

E17: “De acuerdo al grafico dado a) no puede ser, porque en la grafica no senala
la bajada de lo mas alto, solo de los mas bajo, en verdad el primer verso no tiene
nada que ver. Lo 'b' lo puedo asociar correctamente con el grafico, porque
claramente Maribel tiene a una velocidad constante, después “la partearon” y se
detuvo por un tiempo y cuando el carabinero o policia se fue, tomé una velocidad
mucho mayor que el principio, como se muestra en el grafico. La 'c' no puede ser
porgue no tiene el mismo volumen como se muestra en el grafico. La 'd' no puede

ser, no tiene absolutamente nada que ver”.

E23: “La grafica representa mayor a Maribel, puesto que ella comienza con una
velocidad mantenida luego se detiene y posteriormente aumenta su velocidad

inicial”.

E16: “La historia se asemeja a la situacion descrita en el grafico. Maribel ira a
velocidad constante, después se detuvo, la velocidad se mantiene constante es
cero, y luego aumento su velocidad sobrepasando lo que llevaba inicialmente y

luego mantiene una nueva velocidad constante.

Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los conceptos,

propiedades y procedimientos intervinientes):

Texto, grafica, argumentos, justificar, seleccion, rechazo, pendiente, menos,
tiempo, bajar, lado, mas, bajo, alto, velocidad, mas rapido, llegd, velocidad,
mayor, mantuvo, cierto, tiempo, recuperar, perdido, tanque, cierta, cantidad,
velocidad del flujo, salida, redujera, a, cero, tiempo, después, quedo, lleno,

desniveles, cierto, tiempo, sube, queda.
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Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

se detiene, acelera, velocidad mayor, mantiene ahi, disminuir su velocidad,
aumenta, para recuperar el tiempo perdido, mantiene, velocidad constante,
disminuye, se detiene, avanza nuevamente y mantiene una velocidad mayor,
velocidad constante, disminuye, se detiene, avanza nuevamente, mantiene una
velocidad mayor, poseia, cierta velocidad, se detenga , grafico descendente |,
velocidad 0, por detenerse , frena, para detenerse, la velocidad baja
gradualmente, acelera rapido( grafico ascendente) velocidad constante, aumento
de velocidad, se detuvo, la velocidad, se mantiene constante, es cero, aumento
su velocidad, sobrepasando lo que llevaba inicialmente, mantiene una nueva
velocidad constante, la bajada de lo mas alto, solo de los mas bajo, constante,
velocidad mucho mayor el principio, absolutamente, las variables del grafico,
describe, yo asumo, desciende, el tiempo hasta ser 0, velocidad mantenida,

cierta velocidad significa velocidad constante, sin variaciones.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
los estudiantes en su mayoria atendieron Unicamente a la consigna planteada en
la situacion propuesta, sin embargo, la vinculacion con la cinematica emergio en
las producciones estudiantiles, conceptos como velocidad, aceleracién fueron

citados reiteradamente.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad
e EIl texto no concuerda con la grafica... El texto b concuerda

perfectamente con el grafico (...).

e b
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El texto que representa el grafico es el

'b'(...)

e Mejor 'b'(...) La'a'no (...) La'c' no (...).

e La historia se asemeja a la situacidon descrita en el grafico (...).

e Deacuerdo al grafico dado a) no puede ser... Lob lo puedo asociar
correctamente con el grafico... La ¢ no puede ser (...) La 'd 'no
puede ser.

e Eltexto que mejor representa es el 'b'(...) por lo que el texto ¢ no lo
describe (...) Tampoco representa al texto 'd'(...) El texto a no
queda representado (...) El texto (b) trabaja con velocidad. Se dice
que Maribel maneja a cierta velocidad (...).

e La grafica representa mayor a Maribel (...).

e 'A'es errénea esta afirmacién (...) 'b' podria ser correcto (...) 'c' es
falso (...).

e En el grafico dice que inicialmente la velocidad es constante pero
mayor que 0, 'd' falso (...).

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad.

(...) ya que se mide la velocidad con respecto del tiempo y no lo contrario...ya
que el auto va circulando a cierta velocidad, después se detiene y finalmente

acelera hasta alcanzar una velocidad mayor y se mantiene abhi.

Ya que lleva una velocidad constante, disminuye, se detiene, avanza

nuevamente y mantiene una velocidad mayor.

Porque viene con una velocidad constante y cuando el carabinero la detiene tiene
que disminuir su velocidad luego la aumenta para recuperar el tiempo perdido y

la mantiene.
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Ya que esté en torno a la velocidad y tiempo segun lo descrito en el enunciado,
manejaba a cierta velocidad, policia le dijo que se detuviera, recibia infraccion,

aceler¢6 llegando a una velocidad mayor de la que poseia.

Porque en el grafico se ve lo que ella le ocurrié viene a cierta velocidad (...)
(gréfico constante), le dicen que se detenga (...) (grafico descendente) y la
velocidad cuando, llega a O por detenerse, y como frena para detenerse, la
velocidad baja gradualmente, ocurre un momento de O velocidad cuando le sacan
la infraccion, después acelera rapido (grafico ascendente) y se va a velocidad
constante. La 'd' no porque deberia ser un grafico asi: estd sentado, sube
escaleras, sentada, sube escaleras (...) porque el grafico muestra un aumento
de velocidad y después un aumento mayor, se ha recorrido después deberia de
estar corriendo (...) porque dice” tanque” pensé que era error y se referia a un

“‘estanque”, pero 2 veces dice tanque, por lo visto es para pillarnos.

Maribel ira a velocidad constante, después se detuvo, la velocidad se mantiene
constante es cero, y luego aumento su velocidad sobrepasando lo que llevaba

inicialmente, y luego mantiene una nueva velocidad constante.

Porque en la grafica no sefiala la bajada de lo mas alto, solo de los méas bajo, en
verdad el primer verso no tiene nada que ver (...) porque claramente Maribel tiene
a una velocidad constante, después “la partearon” y se detuvo por un tiempo y
cuando el carabinero o policia se fue, tomé una velocidad mucho mayor que el
principio, como se muestra en el grafico (...) porque no tiene el mismo volumen

como se muestra en el gréafico (...) no tiene absolutamente nada que ver.

(...) Para empezar las variables del grafico son velocidad y tiempo (...) ya que
trabaja con volumen y tiempo... ya que en este caso segun mi opinion trabaja
con desplazamiento o altura y tiempo (...) ya que trabaja con distancia y tiempo.
En el texto no se describe que Ricardo se detuvo (...) por lo que yo asumo que

es constante hasta que la policia le obliga a detenerse. Por lo que esta velocidad
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desciende con el tiempo hasta ser 0 y mantenerse constante por el tiempo en
gue es tomada la infraccién. Luego aumenta su velocidad hasta cierto punto y

mantenerla constante.

Puesto que ella comienza con una velocidad mantenida luego se detiene y
posteriormente aumenta su velocidad inicial.

(...) porque si dice que baj6é una vez por el lado mas bajo y la otra por el lado
mas alto las velocidades deberian ser respectivamente menor y mayor pero en
ningun caso negativo ni cero(...) solo si es que Maribel manejaba a velocidad
constante antes de que el policia lo detuviera pero solo dice que manejaba a
cierta velocidad, nunca dijo que era constante, es verdadero ya que le pregunté
al profesor y me dijo que “cierta velocidad” significa velocidad constante(...) ya
que si en el estanque habia cierta cantidad de agua la noche anterior sin
variaciones la velocidad seria constante pero no positiva ni negativa sino 0(...)

ya que no dice a qué velocidad subia cada escalera.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

¢, Cudles son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?

Previas: En relacidn a los objetos matematicos involucrados en la interpretacion
de las cuatro situaciones propuestas en la actividad, y en la lectura y asociacién
de los cuatro enunciados con los estudiantes en su mayoria, presentaron
evidencia de concepciones clasicas y una buena comprension de ellos, de hecho
esto les permite abordar la actividad sin tener dificultades relacionadas con

conocimientos previos.

Emergentes: Interpretacion de graficas: algunos estudiantes, quienes
presentaron argumentos relacionados con la cinematica, tales como velocidad,
aceleracion, ademas de volimenes de cuerpos lo que es un elemento indicativo

gue los estudiantes interpretan en general de manera adecuada una situacion
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propuesta y dan cuenta de ello mediante una representacion grafica o viceversa.
Las textualidades expresadas por algunos estudiantes dan cuenta de la

necesidad de desarrollo de modelamiento de diferentes situaciones en contexto.

Funcion: En general, un gran nimero de estudiantes evidencian un buen
dominio del algebra y de las representaciones de funciones, salvo algunos casos
en los que hacen interpretaciones erradas de las relaciones entre las variables
involucradas, logrando modelos que interpretan adecuadamente el proceso, sin
embargo, solo se observan algunos indicios de una perspectiva variacional de las

funciones.

Procedimientos

Los estudiantes presentaron sus argumentos de manera escrita atendiendo a las
consignas planteadas, salvo algunos escasos casos que presentaron un esbozo
grafico para proporcionar alternativas de soluciéon a la situacién propuesta.
Ademas, se observa que los estudiantes realizan procesos de visualizacion
respecto a las condiciones de cada situacion problema. Es recurrente los
argumentos que expresan el por qué seleccionar o no un inciso determinado. En
este particular, E17: “De acuerdo al grafico dado a) no puede ser, porque en la
grafica no sefala la bajada de lo mas alto, solo de los mas bajo, en verdad el
primer verso no tiene nada que ver. Lo 'b' lo puedo asociar correctamente con el
grafico, porque claramente Maribel tiene a una velocidad constante, después “la
partearon”’ y se detuvo por un tiempo y cuando el carabinero o policia se fue,
tomd una velocidad mucho mayor que el principio, como se muestra en el grafico.
La 'c’ no puede ser porque no tiene el mismo volumen como se muestra en el

grafico. La 'd' no puede ser, no tiene absolutamente nada que ver”.

E28: “El texto que mejor representa es el b. Para empezar las variables del
grafico son velocidad y tiempo, por lo que el texto ¢ no lo describe ya que trabaja
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con volumen y tiempo. Tampoco representa altexto 'd'ya que en este caso segun
mi opinidn trabaja con desplazamiento o altura y tiempo. El texto a no queda
representado ya que trabaja con distancia y tiempo. En el texto no se describe
que Ricardo se detuvo. El texto 'b' trabaja con velocidad. Se dice que Maribel
maneja a cierta velocidad por lo que yo asumo que es constante hasta que la
policia le obliga a detenerse. Por lo que esta velocidad desciende con el tiempo
hasta ser 0 y mantenerse constante por el tiempo en que es tomada la infraccion.

Luego aumenta su velocidad hasta cierto punto y mantenerla constante.

5.3.1.1.8. Reflexion y discusion deresultados de los problemas en la prueba

diagnéstica

Una mirada sistémica a los elementos recogidos en las distintas categorias de
analisis de los diferentes problemas propuestos en la prueba de diagndstico nos
muestra que los estudiantes hacen un buen uso del lenguaje en el que esta
expresada la actividad propuesta (lenguaje previo) cuando utilizan formas de
visualizacion para interpretar el proceso de construccion de la figuras, y en
algunos casos en la interpretacion adecuada de una situacion problema
enunciada, sea esta expresada en forma verbal o mediante una representacion

ostensiva(algebraica, figural o de otra indole).

En este lenguaje expresan adecuadamente sus analisis y realizan afirmaciones
que muestran la emergencia de conceptos pre variacionales cuando describen
los fendbmenos de decrecimiento de areas, de longitudes y otros elementos
expresados mediante un lenguaje emergente que muestra que han comprendido
adecuadamente la actividad planteada. Aunque surgen algunos elementos que
confunden la claridad de las concepciones iniciales cuando se refieren al

concepto de fractal, este hecho es aislado y no obsta para tener una clara
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interpretacion de sus producciones. En este sentido las producciones de los
estudiantes en su generalidad revelan un buen grado de comprension, hecho que
permite hacer un adecuado andlisis y detectar las manifestaciones emergentes
de pensamiento variacional. Las afirmaciones de los estudiantes respecto a los
procesos de decrecimiento y crecimiento y a las formas de representacion
grafica, textual y funcional de los mismos, muestran un nivel basico de
pensamiento variacional que emerge al enfrentarse al estudio y descripciénde la
figura mostrada y su forma de construccion, y a la interpretacion de situaciones

problemas en diferentes ambitos.

Algunos elementos que se apreciaron en las producciones estudiantiles de los
diferentes problemas expuestas en las textualidades, y otras complementarias,
reflejan que los estudiantes tuvieron diversas visiones respecto a la construccion
de una figura geométrica, interpretacion de una representacién grafica y de un
problema expresado en un lenguaje verbal o en forma algebraica. Las
textualidades estudiantiles aportaron diferentes estrategias y puntos de vista para
enfrentar una situacion problema particular y contestar las consignas propuestas.
En el problema uno propuesto en la prueba los estudiantes expresaron algunas
conclusiones particulares en torno a la construccion de figuras, En este sentido,
algunas producciones se expresa que el proceso de construccion se podra
continuar hasta que un lado del hexagono llegue a cero y siga manteniendo la
forma de hexagono, lo que indica claramente un pensamiento variacional

emergente.

Otros estudiantes sostuvieron que la longitud del lado sera préxima a cero pero
no llegara a serlo mostrando la emergencia de un proceso de convergencia y, por
lo tanto la manifestacion de un proceso variacional. La afirmacion “las
dimensiones de algunos hexagonos seran microscopicas” también revela la

emergencia de un pensamiento variacional que conduce a pensar en la definicion

184



Capitulo 6. Conclusiones eimplicaciones

&5 de los procesos de convergencia. Otra afirmacién destacable desde el punto
de vista de los objetivos de la investigacion es “...la medida de su lado se hara

tan pequena hasta un punto que “no se puedan sacar mas distancias”.

Una situacion nueva la propuso un estudiante al mencionar que el proceso de
construccion de hexagonos es “infinito hacia dentro”, con la posibilidad que el
proceso de construccion podria generar una sucesion de hexagonos hacia
“afuera del primero”; esta afirmacion revela una apertura de pensamiento de los

estudiantes que miraron desde otra perspectiva la construccién de la figura.

En general todos los problemas propuestos en la prueba diagndstica presentan
una riqueza en torno a diferentes tipos de estrategias, ideas, maneras de razonar
y establecer algunas relaciones entre diferentes magnitudes lo que nos brinda
una perspectiva que el pensamiento variacional debe serabordado desde niveles
preescolares y desde los contextos estudiantiles familiares, de modo que la
variacién y el cambio pueda ser parte del imaginario comun de cada ciudadano,
articulandose con los diferentes espacios académicos y desarrollandose de

manera adecuada

5.3.1.2. Sesiones de Estudio

La sesiones de estudio que se propusieron para el curso fueron disefiadas por
el profesor del curso de Célculo para ser desarrolladas en equipos de trabajo (3
a 5 estudiantes). Para el desarrollo de las mismas se les sugirié6 es que estas
fuesen realizadas de acuerdo sus intereses, tanto en el espacio fisico, como en
el temporal que consideraran mas conveniente, pero los resultados debian
presentarse en el aula. Como evidencia del desarrollo del proceso, se les solicitd
gue compartieran sus avances tanto escritos, como en audio-video. Todo ello,

fue transcrito totalmente, tanto de cada una de las etapas de discusion, como de
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los consensos logrados por los miembros del grupo en la sesion de trabajo

correspondiente.

53.1.2.1. Sesion de estudio uno

Esta sesion se conformo por tres partes expresadas en lenguaje natural acorde
a situaciones que contienen implicitos algunos teoremas, definiciones,
propiedades, axiomas de ciertos objetos matematicos, ademas se complementé
con representaciones figurales para la primera parte, y algunas

representaciones geométricas para la segunda.

En la primera parte se les presentd cuatro imagenes referidas a los pétalos de
una sabila, la formacién de una planta de caracol, la estructura de un caracol y
el fruto de una pifia. Uno de los propdsitos de esta parte es que los estudiantes
pudiesen reflexionar respecto a similitudes y diferencias de algunas
regularidades matematicas que pudiesen observarse en las cuatro imagenes.

]
La segunda parte fue presentada mediante una secuencia de rectangulos que

fue creciendo paulatinamente de acuerdo a cierta regularidad en la construccion

de los mismos.
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111 5 5

Con ello se les solicitd a los estudiantes la contestacion de ciertas preguntadas
derivadas de la visualizacion y reflexion de la situacion propuesta. Las siguientes
imagenes fueron proporcionadas.

La tercera parte solicito resultados obtenidos en la primera y segunda, ademas
de formalizar el concepto de sucesion encontrado en las relaciones anteriores y
proponer otras sucesiones que pudiesen construirse con las relaciones

observadas.

A continuacion presentamos la actividad uno, desde una mirada de EOS como
una herramienta de andlisis didactico.

Etapa 1 Seresponde alas preguntas basicas

Se responde a las preguntas ¢Qué problemas y practicas realizan los
estudiantes en el desarrollo de la tarea analizada? ¢;Cémo se relacionan las

distintas etapas del desarrollo?

En la primera parte de la actividad, los estudiantes utilizan ciertas habilidades
cognitivas, ya que visualizan las figuras y observan en ellas ciertas analogias
(forma, crecimiento). Algunos de ellos argumentan que las imagenes propuestas
son fractales. Otros por su parte, visualizan y relacionan las imagenes

propuestas a ciertas propiedades de figuras geométricas tales como:
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paralelogramos, circunferencias, etc. Un grupo menor de estudiantes afirma que

en las cuatro figuras se puede encontrar una proporcién Aurea.

Los estudiantes en general concluyen que las secciones crecen

proporcionalmente, y que se observan espirales en cada figura.

Para la segunda parte, los estudiantes en su mayoria han encontrado
propiedades en las imagenes y presentan distintos argumentos en lenguaje
natural, representaciones graficas asociadas a funciones de tipo exponencial
que muestra el crecimiento asociado al tiempo, representaciones de mas
rectangulos a los proporcionados en esta parte, listado numérico de términos,
argumentos expresado en lenguaje natural respecto a los patrones encontrados

de la longitud de las figuras geométricas, perimetros y areas.

La tercera parte fue sustentada en gran medida por las partes precedentes y los
argumentos para sustentarla fueron expresados mediante lenguaje natural,
representaciones de tipo aritmético, algebraico, geométrico, figural, entre otras.
Algunos estudiantes pudieron establecer sucesiones y formalizarlas de un punto

de vista matematico.

Etapa 2: Producciones de los estudiantes del grupo que son
representativas de las interacciones surgidas al enfrentar la situacion

problema

Primera parte

E1l: "Es un fractal triangular, en el cual el area de los triangulos se va dividiendo

en forma indefinida en la figura 1".
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E2: "5 lineas de paralelogramos superpuestos...piramides de base cuadrada en
lineas de forma de semicirculos, seguidas unas de otras formando un Circulo, el
area de la figura es igual a la suma de las areas de las 2 figuras geométricas
anteriores, seguidas en forma espiral, en otras palabras esta es la figura es de la

1 como consecuencia de la dos (...) romboides sobrepuestos en forma creciente".

E4: "Enlaimagen nimero 1y nimero 3 crecen de manera proporcional. La figura
4 presenta una forma de parabola. En las imagenes tienen una forma predefinida
de crecimiento que crece o decrece de manera proporcional. En la figura 1y 2

cada curva proviene de su centro".

E5: "Figl el crecimiento proporcional, las figuras son constantes, tienen relacion
estructural (comparte gran parte de su estructura). Fig2. Esta relacionado por la
fig. 1y 3 por su férmula estructural creciente. Fig3 el crecimiento de esta figura
es de forma exponencial y forma un espiral. Fig4 tiene forma coénica se va

desarrollando con espirales”.

E6: "Suponemos que los segmentos que conforman la figural son semejantes
los espirales que conforman la figura tienen el mismo punto de origeny cada uno

tiene una curvatura y su crecimiento es proporcional hasta cierto limite".

E7: "Figl se puede apreciar que forman dos espirales en distintos sentidos
alrededor del mismo centro, pero diferentes tamafnos. Fig2 se aprecia semi
espirales en distintos sentidos y del mismo tamafio. Fig3 se forma una espiral y
se va alejando cada vez mas rapido de su eje o punto inicial. Fig4 veo una figura

conica que esta formada por semi espirales".

E8: "Figl. Tiene forma de espiral. Crece proporcionalmente, a medida que sale
del centro hacia el borde son fractales. Fig2 tiene semicircunferencias salientes
del centro, los pétales tiene forma eliptica, son fractales, tiene forma espiral. Fig3

tiene la forma de espiral envolvente. Fig4 crece en forma de espiral”. |
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E9: "Teselaciéon de un circulo, grafica desde el origen de las circunferencias
(curvas), proporciones graduales. Todas estan formadas por figuras semejantes
que parten desde el centro de la figura, y estan ordenadas en formas curvas. Un
origen del cual parte la figura y curvas que se trazan desde. Si, usando una
grafica de una funcion exponencial. Si existe relacion entre las figuras 1, 3,y 4,
ya que en la figura 2 se observara una semejanza de figuras internas, pero no se

observan que estas crezcan".

Segunda parte

E1: "Que todas crecen en forma de espiral y lo hacen proporcionalmente. Todas
las figuras se relacionan de manera geométrica y biologica. El crecimiento es
exponencial. La relacidn que tiene con las figuras 1, 2, 3,4, es que cada figura
formada (geométrica) esta presente en el crecimiento de las figuras 1, 2, 3,4. La
sucesion de rectangulos es la suma de uno de sus lados de cuadrados

anteriores".

E2: "Que se repiten determinadas figuras que estan formadas por curvas. Que
son curvas que estan presentes en cada imagen. El girasol presentaria alguna
propiedad que se puede expresar en términos matematicos, ya que Si

calculamos el perimetro que une una circunferencia podemos formar su centro.

Creemos que la relacion puede coincidir mas con la imagen. Los crecimientos

crecen exponencialmente. El rectangulo siguiente seria de 13x13".

E3: "Las propiedades en comun que tienen estas imagenes con las de la parte
1 son que estos también se forman espirales o semi espirales siguiendo el orden
numérico. Tienen en comun las formas de espirales crecientes o0 semi espirales
en distintas direcciones. Una propiedad mateméatica es el crecimiento
proporcional de cada figura. En estas figuras se suman los 2 nUmeros anteriores

para formar el cuadrado siguiente y seguir el crecimiento proporcional”.
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E4: "Cada nuevo rectangulo estd formado por el anterior. Para formar la nueva
parte del rectangulo sucesor va en la medida de sus dos rectangulos anteriores,
sus dos ultimos rectangulos. 1-1 2, 1-2 3, 2-3 5, 5,3 8. El largo de un rectangulo
es proporcional al ancho de su rectangulo sucesor. ElI Largo del primer
rectangulo forma el cuadrado del segundo, el largo da la medida de los 4 lados
del siguiente cuadrado dentro del rectangulo. 5 y 8 forman el siguiente
rectangulo, 13 medidas de los 4 lados del siguiente cuadrado dentro del mismo

rectangulo”.

E5: "Si tienen relacién de todo para seguir construyendo cada rectangulo de la
sucesion. De los de todos es siempre sumar las dos figuras mayores (mas
grandes) resultando de ellas una nueva figura, a la cual después se sumara con
la anterior dando paso a una nueva figura, asi de forma sucesiva. Se puede
asociar alguna sucesién de nimeros a la sucesion de rectangulos. Un ejemplo
de esto es 1+1+2+3+5+8+13, al aplicarlo tenemos que 1 +1 - 2,luego 2+ 1 -
3,2+3-53+5-85+8- 13,8+13 - 21".

E6: "El crecimiento proporcional continuo, de una materia pequefia al transcurso
del tiempo va aumentando. Crecimiento con el tiempo. Si la sucesion de
rectangulos es indefinida, el cuadrado siguiente es el 13. El crecimiento de los
rectangulos. El rectangulo que se agrega corresponde a la suma de los 2

rectangulos anteriores mayores que existen".

E7: "Son sumas de las figuras geométricas. Son secuencias de figuras y se
asimilan a las propiedades de la figura 3. Area y perimetro. Solo tienen relacion

con la figura 2y 3".

E10: "as =5,a5=8,a6 =13, ax =n—1,ay= n—2,az=(n—2)+(n—1). La

suma de las dos areas de los 2 rectangulos anteriores=area del rectangulo”.
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E8: "Al sumar desde el primer rectangulo el lado de dos cuadrados mas grandes,
da como resultado el lado del nuevo cuadrado, ej. 14+1=2,1+2=3,34+2 =
5,54+ 3 =8... y asi sucesivamente. Otra relacién es que al crear un nuevo
cuadrado en el rectangulo siguiente se mantiene por completo el rectdngulo
anterior. Al sumar el lado de los 2 cuadrados mas grandes del rectangulo
sucesivamente cumple el patron de que el primer rectangulo suma un ndmero
par y las dos siguientes sumas impares. Al sumar el lado de cada uno de los
cuadrados del rectangulo los 2 primeros rectangulos dan par y el area del
también da par y el rectdngulo siguiente al hacer lo mismo da impar. Método
para construir un nuevo rectangulo, n1 = lados del cuadrado mayor, n2 = lados
del cuadrado menor, nl + n2 = lado del nuevo rectangulo, (n1+ n2) + nl =

otro lado del nuevo rectangulo”.

Tercera parte

El:"nm1i=1n2=2n3=3,n4a=5ns=8,n6e=13,n7 = 21,n8 = 34,n9 = 55,n10 =

89,n11 = 144,n12 = 233,n13 = 377,n14 = 610,n15 = 987".

E2:"15 términos 2-4-7-12-23-33-54-88-143-232-376-609-986-1596-2583".

E3: "15 primeros términos 1-2-3-5-8-13-21-34-55-89-144-233-377-610-987".
E4: "Cada sucesion el numero siguiente contiene 3 veces el nUmero anterior y luego

el 2, 1,1, luego para el que sigue se adhiere al nimero anterior al 2, 1,1".

E6: "Los términos son 1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55,89,144, 233, 377, 610,987,".

E7: "n1 + n2 = lado, n2+lado=lado L"

E8:"1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 98".

Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

¢, Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?
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Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los
conceptos, propiedades y procedimientos intervinientes): propiedades,
regularidades matematicas, geométricas, algebraicas, objetos, términos
matematicos, sucesion, rectangulos, numeros, nueva sucesion, dividiendo,

sucesion base.

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

Fractales, perimetros, areas, formulas, crecimiento, aumento del area, iguales,
proporciébn aurea, construyendo, nueva figura, sumara, teselacion,
circunferencia, proporciones graduales, figuras semejantes, funcidn
exponencial, espiral, espiral envolvente, crece, proporcionalmente, eliptica,
centro de origen, distintos sentidos, tamafio, segmentos, elipses, curvas,

repiten, imagen, perimetro,

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

En general los estudiantes se abocaron a la situacion problema, sin embargo, dos
grupos expresaron en la parte dos un esbozo de representacion grafica de una
curva exponencial continua con crecimiento positivo y cuya variable
independiente lo asociaron al tiempo. Otra situacidon emergente la plante6 un

grupo que asocio a la manera de la formacion de una pifia con parabolas.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

(...) Es un fractal triangular

(...)5 lineas de paralelogramos superpuestos...piramides de base cuadrada en

lineas de forma de semicirculos, seguidas unas de otras formando un circulo...el
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area de la figura es igual a la suma de las areas de las 2 figuras geométricas
anteriores, seguidas en forma espiral, en otras palabras esta es la figura es de
la 1.

(...) imagen 1: creciente desde su centro hacia afuera... Imagen 2: Una serie de
curvas en distintos sentidos, cruzadas entre ellas... Imagen 3: Una espiral

envolvente, que origina un cilindro curvo compuesto por curvas

(...) Enlaimagen nimero 1y numero 3 crecen de manera proporcional. La figura

4 presenta una forma de parabola.

(...) Figl el crecimiento proporcional, las figuras son constantes (...) Fig2. Esta

relacionado por la fig. 1y 3... Fig3 el crecimiento de esta figura es de forma
exponencial y forma un espiral. Fig4 tiene forma conica (...).

(...) Suponemos que los segmentos que conforman la figural son semejantes
los espirales que conforman la figura tienen el mismo punto de origen y cada

uno tiene una curvatura.

(...) Teselacion de un circulo.

(...) Todas estan formadas por figuras semejantes que parten desde el centro

de la figura.

(...) Todas estan formadas por figuras semejantes que parten desde el centro
de la figura, Si, usando una grafica de una funcion exponencial. Siexiste relacién
entre las figuras 1, 3,y 4, ya que en la figura 2 se observara una semejanza de
figuras internas (...) Que todas crecen en forma de espiral y lo hacen
proporcionalmente. Todas las figuras se relacionan de manera geométrica y
bioldgica. El crecimiento es exponencial. La relacién que tiene con las figuras 1,
2, 3,4, es que cada figura formada (geométrica) esta presente en el crecimiento
de las figuras 1, 2, 3,4.
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(...) Que se repiten determinadas figuras que estan formadas por curvas El
girasol presentaria alguna propiedad que se puede expresar en términos
matematicos. Las propiedades en comin que tienen estas imagenes con las de
la parte 1 son que estos también se forman espirales o semi espirales siguiendo

el orden numérico.

(...) Que se repiten determinadas figuras que estan formadas por curvas. El
girasol presentaria alguna propiedad que se puede expresar en términos
matematicos. Las propiedades en comun que tienen estas imagenes con las de
la parte 1 son que estos también se forman espirales o semi espirales siguiendo

el orden numérico.

(...) Enestas figuras se suman los 2 nimeros anteriores para formar el cuadrado

siguiente y seguir el crecimiento proporcional.
(...) Cada nuevo rectangulo esta formado por el anterior.

(...) De todos es siempre sumar las dos figuras mayores (mas grandes)
resultando de ellas una nueva figura, a la cual después se sumara con la anterior
dando paso a una nueva figura, asi de forma sucesiva. Se puede asociar alguna
sucesion de numeros a la sucesion de rectdngulos. Un ejemplo de esto es 1 +
14+2+4+3+5+8+ 13, alaplicarlo tenemosque 1 +1 - 2,luego 2+1 - 3,2 +
3-53+5-85+8- 13,8+ 13- 21.

(...) El crecimiento proporcional continuo, de una materia pequefia al transcurso

del tiempo va aumentando. Crecimiento con el tiempo.

(...) Son sumas de las figuras geométricas (...).
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(...) Al sumar desde el primer rectangulo el lado de dos cuadrados mas grandes,
da como resultado el lado del nuevo cuadrado, ej. 1+1=2,14+2=3,34+2 =

5,5+ 3 = 8... y asi sucesivamente.

(...) Al sumar el lado de los 2 cuadrados mas grandes del rectangulo
sucesivamente cumple el patrén de que el primer rectangulo suma un ndmero
par y los dos siguientes suma impar. Al sumar el lado de cada uno de los
cuadrados del rectangulo los 2 primeros rectangulos dan par y el area también

da par y el rectangulo siguiente al hacer lo mismo da impar.4

(..omi=1n2=2,n3=3,n4=5mn5=8n6 =13,n7 = 21,n8 = 34,n9 = 55,n10 =

89,n11 = 144,n12 = 233,n13 = 377,n14 = 610,n15 = 987.
(...)15 primeros términos 1-2-3-5-8-13-21-34-55-89-144-233-377-610-987.
(...)Los términos son 1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55,89,144, 233, 377,610,987,.....

(...)Cada sucesion el nUmero siguiente contiene 3 veces el nimero anterior.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la

actividad

(...) En el cual el area de los tridngulos se va dividiendo en forma indefinida en

la figura 1.

(...) Como consecuencia de la dos... romboides sobrepuestos en forma
creciente.

(...) A medida que crece sus escamas crecen... que son imagen de una

circunferencia (...).
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En las imagenes tienen una forma predefinida de crecimiento que crece o

decrece de manera proporcional.
Tienen relacion estructural (comparte gran parte de su estructura)... por su
formula estructural creciente (...) se va desarrollando con espirales.

(...) Y su crecimiento es proporcional hasta cierto limite.

(-..) Pero no se observan que estas crezcan.

(...) La sucesion de rectangulos es la suma de uno de sus lados de cuadrados

anteriores.

(...) Que son curvas que estan presentes en cada imagen(...) ya que Si

calculamos el perimetro que une una circunferencia podemos formar su centro.

(...) Ellargo de un rectangulo es proporcional al ancho de su rectangulo sucesor.
El Largo del primer rectangulo forma el cuadrado del segundo, el largo da la
medida de los 4 lados del siguiente cuadrado dentro del rectangulo. 5y 8 forman
el siguiente rectangulo, 13 medidas de los 4 lados del siguiente cuadrado dentro

del mismo rectangulo.

Si tienen relacion de todo para seguir construyendo cada rectangulo de la
sucesion.

(...) Si la sucesion de rectangulos es indefinida, el cuadrado siguiente es el 13.
La suma de las dos areas de los 2 rectangulos anteriores=area del rectangulo.

Otra relacion es que al crear un nuevo cuadrado en el rectdngulo siguiente se
mantiene por completo el rectangulo anterior.... Método para construir un nuevo
rectangulo, n1 =lados del cuadrado mayor, n2=lados del cuadrado menor, nl1 +
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n2 = lado del nuevo rectangulo, (nl+ n2) + nl = otro lado del nuevo

rectangulo.

(...) Y luego el 2, 1,1, luego para el que sigue se adhiere al nUmero anterior al
2,11

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que
usan.

¢, Cudles son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?
Previas

Los desarrollos de cada una de las partes de la consigna reflejan en su mayoria
que los estudiantes poseen, generalmente, concepciones adecuadas a los
objetos matematicos en cuestion, ademas pusieron de manifiesto la evolucion y
madurez de ciertas habilidades cognitivas que fueron desplegadas tales como
la visualizacion, representar formular, conjeturar, ademas del uso de diferentes

representaciones.

Emergentes

Durante se fue desarrollando las partes de la actividad los estudiantes
identificaron ciertos patrones y regularidades matematicas asociados a ciertas
imagenes en contexto que coadyuvaron a cierta formalizacion matematica de
sucesiones, aunque cabe sefalar que fueron muy pocos grupos que lograron
transitar hasta la formulacion de una sucesion, sin embargo fue notable el
esfuerzo desplegado por los estudiantes ante las tareas propuestas. Cabe
sefalar que un grupo de estudiantes asoci6 una regularidad de las areas, un
modelo discreto a una funcion continua exponencial creciente que ademas de
acuerdo al esbozo de la grafica realizada dependia del tiempo. Los estudiantes

en su mayoria desplegaron algunos indicios de pensamiento variacional cuando
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lograron establecer relaciones entre las figuras construidas respecto a las

anteriores y articularon una dinamica de construccion.

Procedimientos

Los estudiantes plasmaron sus desarrollos atendiendo a argumentos visuales,
descomposicion de las figuras en algunos casos, formulacion de tablas,
representaciones graficas, algebraicas en menor medida, argumentos escritos
en lenguaje natural, figural especificamente diferentes dibujos y diagramas como
un recurso valioso para plasmar la situacion y visualizarla desde otra

perspectiva.

53.1.2.2. Sesion de estudio dos

Esta segunda sesién se compuso de tres consignas. La primera de estas, solicitd
crear una situacién problema que involucrara las dos imagenes presentadas y

que utilizara funciones trigonométricas (ver figuras).

La segunda parte de la actividad solicitd responder ciertos aspectos
relacionados con lo que acontecia con los elementos del triangulo, cuando al
menos uno de estos modifica su valor (angulo, lados). Para este propdsito se les
proporciond la imagen siguiente.
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Pt
B . A

La tercera consigna solicitd las posibles variaciones de los angulos de un

triangulo rectangulo ante ciertas situaciones preestablecidas.

Aligual que la prueba diagnéstica para su analisis se reflexiond cada una de las
practicas cognitivas que emergieron en las producciones estudiantiles de

algunos grupos que participaron en la investigacién desde la mirada de EOS.

Grupo uno (G1)
Etapa 1 Seresponde alas preguntas basicas

Se responde a las preguntas ¢Qué problemas y practicas realizan los
estudiantes en el desarrollo de la tarea analizada? ¢Como se relacionan las

distintas etapas del desarrollo?

Los estudiantes de este grupo proponen una situacién problema de caracter
fantasista, donde involucran a una persona, un arbol, y una mascota, y le
asignan de manera arbitraria, ciertos valores numéricos a algunos elementos
(distancias) que intervinieron en este problema, esta accion de adjudicar valores
obedece quizds a la experiencia acumulada de otras vivencias de situaciones
analogas. En este sentido, los estudiantes manifestaron en sus textualidades

que se explicitan mas adelante.

Los alumnos desarrollaron calculos y obtuvieron valores, aplicando su
conocimiento de trigonometria de triangulo rectangulo. En este sentido, ellos
manifestaron cierto dominio operacional de los algoritmos relativos al célculo de

las funciones trigonométricas. En su creacion de la situacion asignaron valores
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para lados, y para un angulo que denominaron de vision. Esto refleja que ellos
intentaron asemejar esta situacion fantasista a un problema real.

Etapa 2: Producciones de los estudiantes del grupo representativas de las

interacciones surgidas al enfrentar la situacion problema

A lo largo de las etapas se enunciaran textualidades relacionadas con una etapa

en particular.

E1l: Expresa que una persona que iba pasando por una plaza y frente a él habia
un poste a 12 metros de distancia, detras del poste habia un arbol y arriba del
arbol habia un gato. Elhombre sabia que desde él hacia el arbol habia 15 metros

de distancia y él queria saber a qué distancia se encontraba el gato.

Ahora para hacer el calculo se debe hacer con la altura de la persona, ésta debe
ser 1,80 aproximadamente. Pero mirando el angulo para calcular desde la
perspectiva del ojo de la persona, 1,70 aprox. El angulo de visidn de la persona
hacia el poste habian 20°, ahora la altura del poste. Primero hay que calcular la

medida del poste.

E2: Muestra el dibujo y expresan: Ahi esta el dibuijito, el angulo alfa por teorema
de Thales mide 70° ya que aqui hay una proporcion (mostrando los elementos

de los triangulos). Hacen mas cuentas y deducen la altura del &rbol.

Respecto a la variacién los estudiantes discuten y expresan algunas ideas, E3
menciona: Analizando las situaciones de variacion planteadas comentan:
Cuando 'c' disminuye el angulo 'B' aumenta para que se mantenga la igualdad
de estos triangulos y se mantenga la igualdad de todos los lados interiores de
(murmullo)...

E4: Si el lado 'c' disminuye, el angulo 'C' también disminuye,

Todos: murmullos (...).
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E1l: Es que estoy diciendo angulo y angulo, ahi hay un error (...).
Todos: murmullos (...).
E2: Si pregunta por'c' esta es una distancia del angulo 'A' al angulo 'B'(...).

E3: Ah! esta preguntando por este c, ¢ lado ya, si c, este ¢ aumenta, el &ngulo
'C' también aumenta, para mantener la igualdad de los angulos interiores que
deben sumar 180. Porque si el &ngulo 'B' esta aumentando el angulo 'C" debe

estar disminuyendo.

E2: Si'b'y 'c' varian simultAneamente, por ejemplo si 'c" crece y 'b' disminuye,

a2) deberian hacerlo en la misma proporcion.

E3: claro para que no se alterara el triangulo dentro deberian aumentar y
disminuir juntos, silo hacen por separado varian las medidas del triangulo.

E2: para que se mantenga la propiedad de ser un triangulo rectangulo al)
hummmm  cuatro.

E4: seno (pausa)...aaah aqui la craneamos toda la... (No se entiende) seno
(murmullos) seno...seno del angulooo 'c' e igual aaa opuesto partido por a,

murmullos.

E2: Seno de éste llega...silencio...eeehhh, con los catetos opuestos la
adyacente y la hipotenusa dependiendo de cada angulo se pueden calcular

todas las demas funciones trigonométricas que hay en el triangulo.
E3: El seno de C seria 3, no, seria, cuatro quintos y, a ver la tangente dee,

E4: Espérate, de B, la tangente de B es cuatro tercios...murmullos...

Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

¢, Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?

202



Capitulo 6. Conclusiones eimplicaciones

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los

conceptos, propiedades y procedimientos intervinientes):

Triangulo rectangulo ABC, longitudes, by c variacién del angulo B, ¢ disminuye,
c crece, la variacion, angulo C, b y c, varian simultdneamente, relacion o
relaciones algebraicas, elementos del triangulo, funciones seno, coseno y
tangente b = 3 y ¢ = 4, situacién real, posibles variaciones, efecto producido,
variacion de B, funciones trigonométricas, angulo A varia, dejando de ser recto,

¢, Qué le ocurre al angulo B?

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

Aproximadamente, hipotenusa, vision de la persona, razén, altura del poste,
angulo alfa, Teorema de Thales, Teorema de senos, cateto adyacente, cateto

opuesto, igualdades del triangulo, distancia mayor.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que
la mayoria de ellos atendi6 las tres consignas planteadas en la situacion y no

figurd ninguna situacion emergente en este grupo durante las practicas.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

E3: Desde la perspectiva del ojo de la persona, que esto es desde
aproximadamente como un metro setenta... eh, en el angulo de visién hacia el

poste, eh, o sea, del angulo de la persona hacia el poste habian 20 grados, eh.

E3: Eh, ya, ahora, primero hay que calcular la altura del poste (...).

E3: Ahi esta el dibujito, no se ve muy bien pero, este es el angulo alfa, por

teorema de Thales este es igual a 70 grados
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E1l: Yo creo que hay que usar el teorema de senos.

E2: Lo vamos a ver el... con el seno y el coseno porque seno de 20 es este y

coseno de(...) de(...) 20 es eso (...).

E2: Lo vamos a ver el... con el seno y el coseno porque seno de 20 es este y

coseno de... de... 20 es eso (...).

E1: Ya, ya (...) entonces lo primero que sacamos, sacamos el coseno, no si,
sacamos el coseno, el coseno de 20 grados y sabemos que el coseno de esto

es igual a, el cateto adyacente partido en la hipotenusa

E1: Para conocer la altura del arbol, entonces vamos a tener que el seno de 20,
vale cero coma 34, y vamos a tener que.

E1l: Si'C', este 'C, la distancia aumenta el angulo 'C' también aumenta.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

En general los estudiantes hacen argumentaciones basados en aspectos
visuales e intuitivos, sin embargo presentan también argumentos con algunas

caracteristicas que incorporan algunos elementos de lo variacional.

(...) Eh, por lo tanto la parte superior del poste conformado con la hipotenusa

desde la vision de la persona son 70 grados.

(...) Aqui esto forma una proporcion y siempre este angulo sigue siendo recto y

aungque esto agranda la proporcion es la misma, sigue siendo la misma.

(...) Aqui esto forma una proporcion y siempre este angulo sigue siendo recto y

aunque esto agranda la proporcion es la misma, sigue siendo la misma.
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(...) Eh, como ya conociamos el cateto adyacente despejamos la hipotenusa y
la hipotenusa nos queda igual a 12 coma 9, que seria este pedazo.

(...) y que y como ya conocemos la hipotenusa multiplicamos cero coma 34 por
16 coma 12y eso nos va a dar la altura de la persona.

(...) para mantener la relacién dentro de los angulos dentro de un triangulo que

es que son 180 grados.

(...) porque el, la distancia mayor y el angulo 'B' va disminuyendo entonces para
mantener la igualdad de los angulos inferiores que suman 180 el angulo 'C'
deberia aumentar y hace que el 'B' disminuye y el caso contrario cuando 'C' se
achica la distancia 'C' se hace menor, el angulo 'C' también se hace menor

porgue el angulo 'B' estd aumentando su tamafio.

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que
usan.

¢,Cuales son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?

Previas: Respecto a los objetos matematicos involucrados los estudiantes
tienen el manejo de los mismos en la mayoria de los caso, tal es el caso de
funciones trigonométricas, elementos de un triangulo rectangulo, propiedades
de los angulos de un triangulo rectangulo, sin embargo no fueron capaces de
realizar una formalizacion respecto a como varian los angulos en un triangulo
rectangulo. Los estudiantes ademas desplegaron concepciones geométricas de

las propiedades de los angulos de un triangulo rectangulo.

Emergentes

Durante la practica algunos estudiantes aludieron a la Ley de Senos y de
Cosenos, como un complemento a la resoluciéon de un tridngulo rectangulo, sin
embargo no se observd de manera directa la variacion de manera simultanea

de elementos del triangulo.
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Procedimientos

Los estudiantes de manera intuitiva asignan valores que se ajustan a posible
problema real que se pensé desde una tipologia fantasista, y desde esa légica
ellos calculan valores desconocidos mediante funciones trigonométricas

apropiadas. Los siguientes diadlogos dan cuenta de ello.

E3: Eh, en la breve anterior nosotros habiamos planteado la situacion de que
habia una persona que iba pasando por una plaza y frente a él se encontraba
un poste a 12 metros de distancia, al ras de ese porte se encontraba un arbol
donde arriba del arbol habia un gato y la persona sabia que de ir hacia el arbol
habian 15 metros de distancia y lo que él queria saber era quien pudiese
encontrar el gato(...) ahora para hacer el calculo esto se debe hacer con la altura

de la persona

E1l: Era un metro ochenta aproximado

E3: Un metro ochenta aproximado pero mirando el angulo para calcular desde

(...).

E2: Desde la perspectiva del ojo.

E3: Desde la perspectiva del ojo de la persona, que esto es desde
aproximadamente como un metro setenta... eh, en el angulo de visién hacia el
poste, eh, 0 sea, del angulo de la persona hacia el poste habian 20 grados, eh,

por lo tanto la parte superior del poste conformado con la hipotenusa desde la

vision de la persona son 70 grados.

E2: ¢ Qué estas tomando?
E3: La altura del poste.

E2: Eh, tenemos que usar una razon (...).
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E3:

E2:

El:

El:

E3:

E2:

E3:

E3:

El:

E3:

E1l:

E3:

E1:
E3:

E1:

E3:

E1

E3:

¢, Tres metros era?

Trigonométrica.

dale 3 metros

esto media 12 ¢ cierto?

si esto media 12

Si

eh, ya, ahora, primero hay que calcular la altura del poste...

ahora para calcular la altura del arbol, ¢ qué hacemos?

yo creo que hay que usar el teorema de senos
Teorema de senos, ¢,Qué dice el teorema de senos?
Qué seria, ahi seria seno de 20

Seno de 20...

Ah, no, no, no... seno de 70
Seno de 70

Por (...)

¢ Por?

: ¢, Por cuanto? Ah por (...) por 12.

¢, Podrias mencionar porque?
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El: ¢ Por qué? Porque quiere avanzar el resto del arbol (...) pero, ah (...).

E2: Lo vamos a ver el (...) con el seno y el coseno porque seno de 20 es este y
coseno de (...)de(...) 20 es eso (...) esto es una distancia, la suma de esto mas
esto, entonces tenga una parte que, seno dividido en coseno, entonces si

sacamos coseno de 20y el seno de 20. Ah no, pero esta malo eso (...).

El: ;Seno de 20?

E2: ¢ El coseno de 707

E1: ¢ El coseno de (...)? coseno de 70 por 15... da 14
E3: 4147, ah (...).

E1l:Si

E3: Como otra vez nos habia dado eso.

E2: Qué como lo hiciste?

E1: Es que (...) espérame, espérame (...) seno (...) no, voy a sacar el cuaderno

(...):

E1: Entonces de nuevo, haber, el tridngulo ¢ cierto?, eso mide 70, eso media 20.
E2: Mide 20, esto mide 12.

E1l: Mide 12, eso mide 15. Entonces vamos a tener que, lo vamos a sacar por

Seno.

E2: Por seno.
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E1: Es por seno de 20, seno de 20 da cero coma 93. Ya, sabemos bien que eso

va a dar cero coma 93, Sabemos que el coseno es el cateto adyacente (...).

E2: Dividido en la hipotenusa (...) tenemos cateto adyacente y el coseno,
entonces cero coma 93 es igual a cateto, adyacente dividido en eso. Dividido en

hipotenusa.

E1: Entonces, la (...) ah si, pasa dividiendo el cero coma 93, quedaria

hipotenusa.

E2:Igual (...).

E1: Igual a cero puntos (...)sia 12 coma7(...) ahah yay eso va a medir 12 coma

E2: ¢ Seguro?... ¢y porque haces todo eso?

E1: Esto va ser... 12coma 9... eso

E2:coma 9

E1l: Eso, eso seria asi también 12 coma 9.

E2: Esto

E1l: La hipotenusa es la version al costo.

E3: Si, la version al costo.

Grupo dos (G2)
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Etapa 1 Se responde alas preguntas basicas

Se responde a las preguntas ¢Qué problemas y practicas realizan los
estudiantes en el desarrollo de la tarea analizada? ¢Coémo se relacionan las

distintas etapas del desarrollo?

La primera practica que emergié en los desarrollos estudiantiles atendio a la
creacion de una situacion problema que involucrara las imagenes
proporcionadas, y que, ademas, utilizara a las funciones trigonométricas. En

este sentido, la primera practica que emergio se describe a continuacion:

Los estudiantes plantean una situacién similar para ambas imagenes. Ellos
plantearon un problema en cierto contexto real y para ello proponen ciertos
elementos: un foco, el piso y la proyeccion del foco, luego asignaron valores a
estos elementos (longitudes), y otro que consideraron, el angulo. Los
estudiantes mencionaron la altura y el angulo que se forma con el piso vy la
proyeccion del foco y, con estos elementos calcular la distancia que hay desde
el foco hasta donde termina la proyeccion. Un valor adjudicado al Angulo fue 60°,
para referirse al angulo entre el pisoy la proyeccion del foco, un valor a la altura
del foco que no aparece expresado cuanto es. Sin embargo, se tiene el
conocimiento que estos dos datos son suficientes para calcular los demas

elementos.

La segunda préactica que emergio se refiera a las variaciones de los diferentes
angulos y su efecto en los lados y viceversa. Esta practica proporciono
interesantes didlogos y discusiones entre los estudiantes del grupo, los cuales
se muestran mas adelante.

La tercera practica emergente atiende a la reflexién de algunas de las
variaciones posibles que podrian suscitarse en un triangulo rectangulo. Ellos
incluso hacen alusion que el triangulo podria dejar de ser rectangulo y

convertirse en otro tipo de triangulos (incluso isésceles). La tercera practica se
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caracteriza por una riqueza en los dialogos orientados a la argumentacion de la
variacion y a la busqueda de caminos encaminados a formalizar algun tipo de
relacion existente en los elementos de un triangulo, fuese este rectangulo o no,
y si es posible que un tridngulo rectangulo al sufrir modificaciones en algunos de
sus elementos se transforme en otro triangulo. Los dialogos para esta practica

los sefialan posteriormente.

Etapa 2: Producciones de los estudiantes del grupo que son
representativas de las interacciones surgidas al enfrentar la situacion

problema.

Didlogos surgidos de la primera préactica

E2: Dos fotos y como que estuviera una sombra ahi supuestamente

E1l: Lo que pasa es que lo que hay que hace aqui es que hay que hacer una
pregunta, un problema donde tengamos que implementar las funciones

trigonométricas pa (...) yo digo que(...).

E2: Pudimos que, claro que calculemos que (...) para que nos dé(...) y ese

angulo deberiamos usar con(...).

E1: Yo digo que por ejemplo primero lo que hay que tener es mas datos que los
que aparecen aqui para ocupar por ejemplo funciones seno coseno para
encontrar la proyeccion que tiene el foco con el piso, entonces podriamos crear
un problema donde demos los datos de la por ejemplo la altura y el &ngulo que
se forma con el piso y la proyeccion del foco y asi podriamos la distancia que
hay desde el foco hasta donde termina la proyeccién. En cualquiera de las dos
imagenes, ya hace la, escribelo aqui (...) por ejemplo, tu sigue escribiendo mas,
si le damos un valor al &ngulo y le damos un valor a la altura del foco podriamos
hacer que la tangente de ese angulo que tendriamos por ejemplo la tangente de

60 grados seria igual al opuesto que seria la altura del foco que también la
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dariamos, partido en el adyacente que seria la distancia que hay entre la base
del foco y hasta donde termina la proyeccion de la linea blanca, entonces seria
asi como que la tangente de ese angulo seria igual a la altura y ahi podriamos
despejar la distancia que hay desde la base del foco hasta donde termina la

linea, ese seria un problema que involucre funciones trigonometricas.
E2: Aja

El: Ya

Dialogo de la segunda practica
E2: el triangulo AB C

E1: déjale la parte uno a ese... De un triangulo rectangulo ABC, se conocen las
longitudes by c de los respectivos lados. O sea, lo rojo se conoce y lo, y el A no
se conoce, dice la uno dice Describa la variacion del angulo B en los casos
siguientes:

a.'c' disminuye.

b. 'C' crece.

E2: Haber, la variacion del angulo, si 'C' disminuye va a aumentar el angulo 'B'

po.

El: ¢ Porqué decis que aumenta ese angulo?

E2: ¢ Porqué esto se va a hacer mas pa aca po y esta linea va a estar mas

inclinada o sea que el angulo va a ser mas (...) estas entendiendo?
E1: Si po pero lo que pasa es que mira, yo creo que no po, yo creo que aqui es

igual si se (...).

E2: No, po el &ngulo B no.
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E1l: Yo creo que si man.

E2: No.

E1l: Porqué decis el &ngulo B, po.

E2: Porqué mira esta es la linea que va de aqui a aqui va, cachay, si esta la

cerras mas entonces el &ngulo se va a hacer mas pequefio.

E1l: Pero es que este mira, este angulo se forma.

E2: O sea, este va a disminuir y este va a aumentar.

E1: Segurin.

E2: Seguro.

E1: Que lo que yo pienso es que al estar ese angulo se forma, ¢ese angulo es
de 90 siempre, crezca o disminuya? Y este angulo de aca, eh (...).

E2: A claro, me estan diciendo que la longitud de 'C'(...).

E1l: Si ese angulo tendria que aumentar el 'B'.

E2: Si po.

E1: cuando 'C' disminuye el angulo 'B' tendria que aumentar porque como este
angulo, al hacer este pa aca, vamos a disminuir entonces este tiene que

aumentar para cumplir los 180 grados.

E2: Si por el 'C' po.

E1: Siporel'C'(...)y si 'C' crece deberia de ser al revés.
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E2: Si, po, 'B', el angulo 'B' disminuye y el 'C' aumenta porque se abriria mas y

este se cerraria mas.

E1l: Si, po, tenes razon.

Dialogo de la tercera practica

E1l: Estudie todas las posibles variaciones de los angulos del tridngulo vy
combinaciones de ellas (incluso de A), y describa el efecto producido por éstas,

sobre los otros angulos.

E2: ¢, Como? ¢ Todas las posibles variaciones de los angulos del triangulo?

E1:Y combinaciones (...).

E2: Ah o sea, en el rectangulo al principio, sitodas las posibles variaciones pero
viste que habia una que era si variaba 'C'y 'B' que eran los catetos, ahora todo

po incluso si varia el angulo este.

E1l: Ah dale.

E2: O sea que el triangulo dejaria de ser rectangulo y se inclinaria, se haria un

angulo asi, tiene que variar también este angulo (...) eh tantas posibilidades que
hay (...).

E1l: Vedmoslo en los cuadernos si po, cada uno en su (...).

E2: Ah no pero €l dijo que podiamos subir varias.

E1: Si porque se nos cortd (...) acaban de llamar y se corté y ahora vamos a

mandar dos grabaciones.

E2: jejeje.
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E1: Es que llaman (...) Estudie todas las posibles variaciones de los... bueno lo
gue pasa es que esto son problemas de mucho analisis entonces si dice estudie
todas las posibles variaciones de los angulos del triangulo y combinaciones de
ellas, entonces estamos dibujando aqui en los cuadernos y nos damos cuenta

que si variamos los angulos.

E2: Cualquiera.
E1: Cualquiera de los angulos.

E2: Van a haber muchas posibilidades.

E1l: Son muchas, claro es como vayamos tirando ndsticos de triangulos cada vez
que cambiamos el, el(...) porque tenemos un triangulo rectangulo, si variamos el
angulo A gue es de 90 grados vamos a transformar eh, ya va a dejar de ser un
triangulo rectangulo y vamos a hacer un equilatero o un isosceles po, depende

de(...) de como quede el triangulo.

E2: De la distancia.

E1: Si po, de la distancia de sus lados.

E2: Siabris mas el &ngulo A va a quedar un angulo muy grande ahi, silo achicas

podria quedar un equilatero.

E1l: Si, yo creo que esos son, como todas las posibles variaciones que puede
tener son, por ejemplo, eh, para que quede mas claro, si cambiamos el angulo
A va a dejar de ser triangulo rectangulo, eso estda mas que claro(...) si
cambiamos el angulo, si por ejemplo cambiamos el angulo 'C' yo creo que ahi
podriamos formar un tridngulo equilatero, porque ahi podriamos dejar un
tiangulo de todos los lados iguales, yo creo, no sé, si es que no estoy

seguro(...).
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E2: Si se pueden dejar todos iguales.

El: Si se pueden dejar todos iguales decis vos, pero habria que cambiar

también la distancia de los lados

E2: El'A’ se estaria inclinando para acd, este correria aqui y este aqui, cachay, este

formaria, este tendria como que aumentar este e inclinarlo para aca y(...).

E1l: Aparte de trabajar con los angulos tenemos que cambiar la longitud de los
lados y ahi podriamos formar nuevos triangulos, esas son las modificaciones
que... ¢Qué efecto tiene una variacion de 'B', sobre el valor de las funciones

trigonométricas evaluadas en los otros angulos?

E2: ¢ COmo?

E1: Pero 'B' dice que, el otro, dice(...) que efecto tiene una variacion de B, del
angulo B, ve el angulo po(...) sobre el valor de las funciones trigonométricas en

los otros angulos(...) yo creo que ninguno.

E2: Como no.

E1: No porque si me varia, ah claro (...) sivaria el angulo 'B' lo mas probable es
que la distancia, la longitud perdén de los lados varie po, entonces cuando
nosotros sacamos de los otros angulos sacamos el coseno, la tangente o
cualquier cosa asi trabajamos con la longitud que tienen los lados po, entonces
si cambiamos el angulo van a cambiar también la longitud de los lados, entonces

en eso estan relaciones en los lados.

E2: Pero dice(...).

E1: Por ejemplo si, por ejemplo mira, esta claro que si cambia en angulo.
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E2: Solo tienes que cambiar el angulo ahi nomas, solo el angulo.

E1l: Si, si, dice, que efecto tiene una variacion de 'B' sobre el valor de las
funciones, y como 'B' alta influye sobre 'B' corta entonces depende de ese angulo
la longitud que va a tener la 'B' corta.

E2: Claro, pero eso ya lo habiamos analizado.

E1l: Entonces por ejemplo, si cambia esa 'B' cuando saquemos la tangente por
ejemplo del angulo 'C' vamos a tener otro valor en 'B' po, entonces va a ser

distinto al que tenia(...) hay ta, po(...) cachaste.
E2: Si.

E1: Ahi ta(...).

E2:'C' no cambiaria nada.

El: ¢, Como?

E2: Nada, si varia este lado y 'B'.

E1: Pues si varia “y’ B, pero es que mira dice que efecto tiene la variacién, pero
que tiene, sobre el valor dice de las funciones trigonométricas evaluadas en otro
angulo... por ejemplo en otro angulo colocar una funcién trigonométrica, un

seno, coseno o cualquier cosa y ver si varia y siempre va a variar, po.

E2: Ah siva.

E1l: Si cambias este angulo porque 'B' va a cambiar, 'B' corta va cambiar,
entonces si cambias ese angulo va a cambiar '‘B' corta y cuando saques el

coseno, seno o tangente.

E2: La 'a' mindscula también.
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E1l: Claro, cuando sea el opuesto partido en el adyacente, o sea, cuando saques el

“wy

seno solamente ahi no va a variar, porque ahi no trabaja “y’ con ese lado pero la

tangente y el coseno por ejemplo ahi varian... la tres dice ve.

¢, Qué sucederia con las funciones trigonométricas en los otros angulos si el

angulo 'A'varia dejando de ser recto?

E2: Ah eso es lo que deciamos po, que si el angulo A deja de ser recto van a
empezar a convertirse en otros triangulos (...).

E1: Seria las funciones trigonométricas, también cambiarian.

E1l: También cambiarian porque al cambiar ese 'A' se supone que el angulo 'B’
y 'C' también van a cambiar ya sea uno o los dos, que si cambias el 'A’ lo mas
probable es que cambien el angulo 'C', ese es el que cambia, pero, entonces,

seguramente (...) y si cambia en angulo 'C'.

E2: Entonces existira este triangulo asi, también va a cambiar el angulo 'B'.

E1l: Y también van a cambiar la longitud, entonces esta es la que mas varia
porque el 'B' siempre (...) si (...) porque este influye sobre dos, si uno cambia el
angulo A va a cambiar la distancia del 'A' minlscula y va a cambiar la distancia
del 'c' mintscula porque el angulo 'C' también va a cambiar entonces cuando tu

quieres sacar 'B' que es el tnico angulo que no cambia.

E2: También cambiaria.
E1: no, Po, no cambia.
E2: Si, Po.
E1: No, Po.

E2: Si, Po, depende vo(...) si mira si este angulo deja de ser recto y esta linea,

si este lado lo expandis pa acd, la linea va a estar aqui vo esta hasta el mas
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pequefio, cachay, hasta el mas bajo, o sea, que este angulo también va a ser

menor.

E1: Ah si si si, entonces si.

E2: Cambia totalmente el triangulo.

E1: Seguia las funciones trigonométricas de los otros angulos(...) si también eh,
al sacar un seno, coseno cualquier cosa también va a variar porque al cambiar
un angulo, como esta todo, como leiamos antes en la teoria del seno, eso esta
todo, complementado por ejemplo, los angulos influyen en los lados del triangulo
en la longitud que tenga, si cambiamos los angulos para(...).

E2:Y como el angulo 'A' es recto si deja de ser recto ya es un cambio (...).

E1l: Si, Po, porgue van a cambiar dos angulos y va a cambiar la longitud de los
lados... entonces dice encuentre una variacion de B sobre la funcion
trigonométrica evaluadas en otros angulos(...) no que sera eso... varia el angulo

A(...) si eso(...) dice cuando el angulo 'C' esta aumentado(...).

E2: Aumentando (...) ¢ Qué le ocurre al angulo B? (...) 'C' aumenta (...).

El: Si el angulo 'C' aumenta.

E2: Entonces se expande asi.

E1: Pero (...).

E2: Esta linea empieza (...).

E1l: Lo que hace es que te pregunto, solamente es al angulo 'B', Po.
E2: Pero este sigue siendo recto.

E1: Sigue siendo recto.

E2: Entonces (...).
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E1: Ah, pero es facil po (...) es facil, sabes porque es facil (...).
E2: Ah, también va crecer.
E1: No, no puede crecer.

E2: Porque no.

E1l: Porque mira, tenés ahora que por ejemplo que el angulo 'C'.

E2: Te dice que aumenta po.
E1: Si pero mira tenia el dngulo 'C' cierto, mas el angulo 'A', mas el angulo 'B', y

sabemos que angulo 'A' vale 90.

E2: Ya.

E1:Y tenemos 'C', y 'A'(...) 'C'y 'B(...) y eso tiene que ser igual a 180, cierto

E2: Ya.

E1l: Entonces si 'C' crece, por ejemplo pongamosle valores, por ejemplo, 60, 90
y 30 asi te da 180 cierto, entonces si nuestro angulo 'C' que vale 60 aumenta a
90, tiene que disminuir para que le siga dando 180 po por un asunto matematico

no mas.

E2: Que imbécil jejeje.

El: Je, je, je.

E2: Es que si es un angulo recto va disminuir y viceversa.

E1: Es como la clave que estamos trabajando con un triangulo (...) como se
llama (...).

E2: Rectangulo.

E1: Rectangulo, entonces si tenemos un angulo recto que vale 90 en la suma de

los otros dos angulos tiene que dar 90, entonces si uno aumenta el otro
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disminuye para que la suma de 180(...) o sea, que por ejemplo si nos dijeran
que, en la 4, si nos dijeran que el angulo 'A' varia puede dejar de ser recto ahi
podriamos decir, no s€, que se mantienen iguales, porque ahi podriamos
modificar el A, pero como no solamente estan preguntando si 'C' aumenta y no

nos dicen nada sobre el ‘A’
E2: Hay que asumir que (...).

E1: Hay que asumir que si uno aumenta el otro tiene que disminuir para que la
suma de 90, si los aumentan claramente va a dar mas de 90(...) entonces nos
faltaria la numero 5(...) dice ¢ Qué sucede en el caso anterior, con las funciones
trigonométricas seno, coseno, tangente del angulo 'B', si el angulo 'A’' comienza
a aumentar (disminuir) dejando de ser recto?(..) esto es como la primera

pregunta que(...).

E2: Ah, no la escuche (...).
El: Léela tu.

E2: ¢ Qué sucede en el caso anterior, con las funciones trigonométricas seno,
coseno, tangente del angulo 'B’, si el angulo 'A' comienza a aumentar (disminuir)

dejando de serrecto? Ah dale (...).

E1l: Tenés en dibujo.
E2:Si (...).

E1l: si el angulo a comienza a aumentar dejando de ser recto, que pasaria con

'B'(...) Analicémoslo caso por caso por ejemplo el seno, como sabemos que el
seno y el coseno tienen relacion con lo que es la hipotenusa, el seno es opuesto
partido por hipotenusa y el coseno es el adyacente partido en la hipotenusa,
entonces si el, este, el angulo a aumenta o deja de ser recto, aumenta o

disminuye.

221



Capitulo 6. Conclusiones eimplicaciones

E2: Claro deja de ser recto.

E1: El lado 'a' que es la hipotenusa (...) a no po (...) cuando el angulo no es...
a no po... ah, ahi esta la clave po (...) porque cuando un triangulo deja de ser

recto el A deja de ser, ya no tenemos hipotenusa po(...).

E2: Ah, no tenemos tres lados.
E1: Si po, tenemos tres lados (...).

E2: Que pueden ser isésceles, dos iguales otro no, o pueden ser tres lados
distintos.

E1l: Ah, que mal porque como sabemos el seno de un triangulo que no sea

rectangulo.

E2: No sé po, no me acuerdo de esas cosas (...).

E1l: Es que mira, si tenemos, por ejemplo, uno asi y debemos sacar ese, el

opuesto, adyacente hipotenusa no (...) 0 como sabemos si este es el adyacente
(...)

E2: Claro porque si deja de ser recto no sé si se pueden seguir aplicando.

E1: Si po ese es el asunto, no pero yo creo que no se puede.

E2: Porque ¢ Cual seria el cateto?

E1: Si no se puede (...).

E2: Ah, ahi esta po, si deja de ser rectangulo habria que hacer una particion a
la mitad del triangulo o algo para que fuera recto igual, y quedara como una
mitad asi medio recto me entendés, esa seria una altura, ahi quedarian en linea

recta y se formaria un angulo recto y ahi se podria hacer po(...).

E1: Si, pero déjame ver si hay otra forma (...).

E2: Mitad y mitad po.

E1: Aqui hay otro que lo parte a mitad y forma angulos rectos
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E2: Si siempre hay que buscar eso po(...) sss aww(...).
El: ¢ Qué paso?
E2: Me pinche en esta cosa

E1l: Esto es con lo que podriamos preguntarle al profe no, los otros no estaban
tan dificiles pero este... Qué sucede en el caso anterior, con las funciones
trigonométricas seno, coseno, tangente del angulo B, si el angulo A comienza a
aumentar o disminuir dejando de ser recto?(..) o sea, vamos a formar otro

triangulo, de hecho.

E2: Claro, y dejaria de ser recto entonces no podrian ocupar seno, coseno,

tangente po, a menos que hagamos una partidura del triangulo.

E1l: Ah, entonces lo que tenemos que hacer es que tengamos que dejar una

altura, como lo hacen en los dibujos que estdbamos viendo.

E2: Tenemos que buscar un lado al que ponerle el lado recto.

E1:Va aseren'C'(...) por ejemplo si este crece asi.
E2: Claro.

E1: Ahi hay que marcar una linea como la del que esta 'B' ahora pero va a estar

para el otro lado, cachay, por ejemplo si fuera asi (...).

E2: Si, se formarian dos triangulos
E1: Si, se formarian dos triangulos (...).

E2: Cualquiera de los casos y habria que sacarla asi, o sea (...).
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E1:Pero igual lo que nos queda aca (...) que pasa con este angulo si este varia...
si este angulo B cambia o no (...) este B va a seguir siendo el mismo, si lo, por

ejemplo si es asi, B va a seguir teniendo el mismo valor(...).

E2: Claro si ‘A’ crece pa aca (...).

E1l: Va atener el mismo valor, y también po.

E2: Si'A"aumenta (...).
E1l: Entonces no varia.

E2: Este agarra para aca.

E1: Si, pero es que no va a variar po, porque si dividis el triangulo... porejemplo,

veni, este (...) ahi 'C', el ‘A’ varia seria Asi, no po ahi (...) asi (...) jejeje.

E2: Je, je, je.

E1: Asi porejemplo ¢ cierto? Este era el que teniamos antes, era el triangulo que
teniamos antes (...) entonces cambien como cambien va a quedar igual que

como estaba antes po

E2: Ah, verdad (...).

E1: si, po.

E2: Es que aqui esta el 90.

E1l: Si po, aqui esta el 90, entonces va a estar como estaba antes(...) lo Unico
que este ya no va a ser ‘A, pero va medir lo mismo que media antes, entonces
sacar, por ejemplo, este que es 'B’, este angulo de 'B’, este va a ser 'A’, va a ser

este que era 'B', este que es 'C', y ese que es 'A'(...) entonces, yo pienso que

seguiria siendo igual.
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E2:Y cuando se forma este de 90 ahi (...).

E1l: Pero quedaria lo mismo po.

E2:Y ese volveria a ser de 90.

E1: Ah, pero es que no es necesario que sea de 90, no sabemos.
E2: No, pero en el caso que llegara a eso.

E1l: Pero ahi seria otro triangulo rectangulo, pero si no nos dices que es
rectangulo, aunque este asi, si tenemos tres dibujos y no nos dicen que es

rectangulo, no podemos asumirlo.
E2: Claro

E1l: Entonces cuando tenes un tridngulo que no es rectangulo, no se pueden
sacar el coseno, la tangente ni el seno y lo que tenemos que aplicar ahi es

modificar el triangulo, buscar la formar que, entre comillas (...) que quede.
E2: Dividido

E1l: Si, que queden dos triangulos, donde, que sean rectangulos, en la division
(...), ¢si?

E2: Tomar el angulo de arriba, tirar una linea recta asi (...).

E1l: Y en este caso en particular no sufre mayor modificacion el angulo 'B’, ya
que si (...) haber y si el 'A'(...).

E2:Y ¢si'A' disminuye?
E1:Y ¢si'A' disminuye?
Tenemos claro que si A aumenta no tiene(...) si A aumenta no tiene variacion el

angulo B, pero si A disminuye, ahi si po(...) porque si A aumenta al dividirlo nos

va a quedar el mismo triangulo que teniamos antes pero si A disminuye eh(...)
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A va a ser méas pequefio, A miniscula, la longitud de A minascula, de ese lado

va ser mas pequefio creo yo no(...).

E2: Es que mira, tenés aqui no, este triangulo.
El: Si
E2: Si este lo corres hasta aqui.

E1: No, pero es que ahi no aumentaste el angulo, ahi lo que hiciste fue aumentar

la longitud (...) lo que tenes que hacer es que hacer que (...).

E2: Disminuirlo

E1: si po tenes que disminuirlo, lo aumentaste no... porque si tenes un angulo

de 90 y lo haces asi (...).
E2: Adelante lo disminuimos po (...).
E1: Ah, po es lo que hicimos adelante po, adelante lo disminuimos (...).

E2: si po, adelante lo disminuimos(...) no po no deja de(...) no se mueve(...)
igual que este simovimos A nomas, si C y B seguian intactos todos los movia A
nomas(...) tenia esta A que siempre va a ser igual po(...) van a salir una nueva

C y una nueva B pero A(...).

Etapa 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la
actividad

¢, Qué lenguaje especifico utilizan los estudiantes?

Lenguaje previo (Términos y expresiones usadas para referirse a los

conceptos, propiedades y procedimientos intervinientes).

Triangulo rectangulo ABC, longitudes, by c variacién del angulo B, ¢ disminuye,

c crece, la variacion, angulo C, b y ¢, varian simultdneamente, relacién o
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relaciones algebraicas, elementos del tridngulo, funciones seno, coseno y
tangente b = 3 y ¢ = 4, situacién real, posibles variaciones, efecto producido,
variacion de B, funciones trigonomeétricas, angulo A varia, dejando de ser recto,

¢, Qué le ocurre al angulo B?

Lenguaje emergente (Términos y expresiones usadas para referir a los

conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de la practica):

Sombra, calculemos, foco, altura, cateto, opuesto, 60°90° 180°, proyeccion,
funciones, base, valor, problema, altura del foco, distancia del foco, proyeccion,
despejar, mas inclinado, mas pequefio, disminuir, aumentar, abrirA mas, cerrara
mas, inversa, cambios, angulos iguales, hipotenusa, transformaria, tridngulo
rectangulo, tamafio del triangulo, dejaria, teoremas del seno, teorema del
coseno, teorema de la tangente, escalera, arbol, triangulo equilatero, subir mas,

se inclinaria, cambia totalmente, particién, partitura del triangulo, recto.

Etapa 4: Situaciones problema emergentes

Los estudiantes en el siguiente didlogo, presentan una situacion emergente en
un contexto real para ilustrar posibles variaciones de diferentes elementos de un

triangulo.
E1:Ya, ahora 6 casi parte 2(...) Imagine una situacion real en que las situaciones

descritas puedan suceder... ¢ cuales son las situaciones descritas?

E2: Ah, todo lo de ah (...).

E1: Todo lo anterior.
E2: Una escalera.

E1l: Una escalera puede ser, o también la sombra que proyecta un arbol.
E2: Claro o la sombra que proyecta cualquier cochinada jejeje.

E1: Si, haber imagine una situacion real (...).
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E2: El angulo que se forma... ;qué mas dice? Eso es tenemos que imaginar
je,je,je.

E1: Si po, nos pide que imaginemos, por ejemplo en la vida real, por ejemplo un
portdn proyecta una sombra en el piso y sabemos el angulo que tiene desde la

parte de arriba hasta el piso, cachay, es una diagonal.

E2:Y ¢elangulo recto?

E1:Y eltriangulo recto, entonces seria un tridngulo equilatero, donde tendriamos
un angulo y asi sabiendo la altura de la reja podriamos saber por ejemplo,
teniendo el seno y la altura de la reja podriamos saber la sobra, cuanto mide la

sombra.

E2: ¢ Por qué es equilatero?, el equilatero es de todos los lados iguales.
El: ¢;Pero como se llama este?

E2: Rectangulo.

El: Ese je, je, je.

E2: Je, je, je.

E1l: Entonces sabiendo cémo, sabriamos la altura del porton, sabriamos el
angulo que tiene, y asi podriamos sacar la distancia (...) y ahi podriamos sacarlo
con las distancias po, el angulo podriamos sacarlo con las distancias que
tenemos, que tendriamos como dos lados que sabemos las distancias
midiéndolas y ahi podriamos sacar eh, depende po, depende lo que

necesitamos y asi ocupamos seno, coseno o la tangente.

Etapa 5a: Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad.
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Los estudiantes presentan sus afirmaciones fundamentadas en la intuicién,
conocimientos previos y en la visualizacién de la situacion propuesta. En las

siguientes textualidades presentamos evidencia de estas.

(...)Podriamos crear un problema donde demos los datos, por ejemplo la altura
y el angulo que se forma con el piso y la proyeccion del foco y asi podriamos la

distancia que hay desde el foco hasta donde termina la proyeccion.

(...) Seria igual al opuesto que seria la altura del foco que también la dariamos,
partido en el adyacente que seria la distancia que hay entre la base del foco y

hasta donde termina la proyeccion de la linea blanca

(...) Entonces seria asi como que la tangente de ese angulo seria igual a la
altura.

(...) Haber, la variacion del angulo, si C disminuye va a aumentar el angulo B
Po.

(...) Aho sea, en el rectangulo al principio, sitodas las posibles variaciones pero
viste que habia una que era si variaba C y B que eran los catetos, ahora todo po

incluso si varia el angulo este.

(...) Bueno lo que pasa es que esto son problemas de mucho analisis entonces
si dice estudie todas las posibles variaciones de los angulos del triangulo y
combinaciones de ellas, entonces estamos dibujando aqui en los cuadernos y

nos damos cuenta que si variamos los angulos.

Van a haber muchas posibilidades.

(...) Siabris mas el &ngulo A va a quedar un angulo muy grande ahi, silo achicas

podria quedar un equilatero.
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(...) Si yo creo que esos son, como todas las posibles variaciones que puede
tener son, por ejemplo, eh, para que quede mas claro, si cambiamos el angulo
A va a dejar de ser triangulo rectangulo, eso estd mas que claro(...) si
cambiamos el angulo, si por ejemplo cambiamos el angulo 'C' yo creo que ahi

podriamos formar un triangulo equilatero.

(...) el 'A" se estaria inclinando para aca, este correria aqui y este aqui, cachay,

este formaria.

(...) Aparte de trabajar con los angulos tenemos que cambiar la longitud de los
lados.

Etapa 5b: Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la
actividad.

Los estudiantes presentan sus argumentaciones en general en un registro de
lenguaje natural, sus argumentos expresados son apoyados en la intuicion,

conocimiento previo y en la visualizacion de las situaciones problemas.

(...)Yo digo que, por ejemplo, primero lo que hay que tener es mas datos que
los que aparecen aqui para ocupar, por ejemplo, funciones seno coseno para

encontrar la proyeccion que tiene el foco con el piso.

(...)Entonces seria asi como que la tangente de ese angulo seria igual a la altura
y ahi podriamos despejar la distancia que hay desde la base del foco hasta
donde termina la linea, ese seria un problema que involucre funciones

trigonométricas.

(...)Porque esto se va a hacer mas pa aca po y esta linea va a estar mas

inclinada o sea que el angulo va a ser mas (...) estas entendiendo.
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(...)Porque mira esta es la linea que va de aqui a aqui va, cachay, si esta la
cerras mas entonces el angulo se va a hacer mas pequerio.
(...) Porque como este angulo, al hacer este pa aca, vamos a disminuir entonces

este tiene que aumentar para cumplir los 180 grados.

(...) O sea que el triangulo dejaria de ser rectangulo y se inclinaria, se haria un

angulo asi, tiene que variar también este angulo... eh tantas posibilidades que
hay (...).

(...) Porque tenemos un triangulo rectangulo, si variamos el angulo A que es de
90 grados vamos a transformar eh, ya va a dejar de ser un triangulo rectangulo
y vamos a hacer un equilatero o un isésceles po, depende de (...) de como

guede el triangulo.

(...) Porque ahi podriamos dejar un triangulo de todos los lados iguales, yo creo,

no seé, si es que no estoy seguro (...).

(...) Pero habria que cambiar también la distancia de los lados.

(...) Este tendria como que aumentar este e inclinarlo para acay (...).

(...)
(...).

Ahi podriamos formar nuevos triangulos, esas son las modificaciones que

Etapa 6: Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan

¢,Cuales son sus concepciones respecto de los objetos estudiados?

Previas. Respecto a los objetos mateméticos involucrados los estudiantes
tienen el manejo de las funciones trigonométricas y el calculo de los elementos
de un triangulo rectangulo, propiedades de la suma de los angulos de un
tiangulo rectangulo, sin embargo no fueron capaces de realizar una
formalizacidn respecto a como varian los angulos en un triangulo rectangulo, si

se modifica uno u otro elemento, cémo es la covariacion entre las variables
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involucradas. Los estudiantes ademas desplegaron concepciones geométricas,

y mostraron el desarrollo de visualizacion de la situacién problema.
Emergentes

Los estudiantes plantearon situaciones problemas en contexto con algunos
elementos fantasistas que fueron modelados por una situacion matematica para
su solucion. La creacion de estas situaciones problema proporciona evidencia
de la creatividad y ademas refleja el dominio conocimiento consistente de la
trigonometria del tridngulo rectangulo. Durante el desarrollo de la actividad se
observaron ciertos intentos por modificar un triangulo rectangulo y convertirlo en
otro tipo de triangulo al modificar alguno de sus elementos, se hizo el intento

respecto a modificar el angulo recto de un triangulo rectangulo.
Procedimientos

Los estudiantes de manera intuitiva asignan valores que se ajustan a un posible
problema real, pensado desde una tipologia fantasista. Desde su mirada ellos
proporcionan una solucién procedimental fundamentada en asignacion de
valores a unos de los elementos que consideraron en la situacidén problemay en
base a ello, obtienen algunos resultados, en lo que respecta a la primera practica
de la actividad. Para la segunda y tercer practica los estudiantes recurren a
investigar para contar con elementos de juicio mas consistentes que
fortalecieran la formalizacién de la variacién de lados y angulos de un triangulo.
En las siguientes textualidades presentamos algunos procedimientos
empleados a lo largo de las practicas que emergieron durante la actividad.

En cualquiera de las dos imagenes, ya hazla, escribelo aqui(...) por ejemplo, tu
sigue escribiendo mas, si le damos un valor al angulo y le damos un valor a la
altura del foco podriamos hacer que la tangente de ese angulo que tendriamos
por ejemplo la tangente de 60 grados seria igual al opuesto que seria la altura

del foco que también la dariamos, partido en el adyacente que seria la distancia
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que hay entre la base del foco y hasta donde termina la proyeccién de la linea
blanca, entonces seria asi como que la tangente de ese angulo seria igual a la
altura y ahi podriamos despejar la distancia que hay desde la base delfoco hasta
donde termina la linea, ese seria un problema que involucre funciones

trigonométricas.

Bueno lo que pasa es que esto son problemas de mucho analisis entonces si
dice estudie todas las posibles variaciones de los angulos del triangulo y
combinaciones de ellas, entonces estamos dibujando aqui en los cuadernos y
nos damos cuenta que si variamos los angulos

E2: Cualquiera.
E1: Cualquiera de los angulos.
E2: Van a haber muchas posibilidades.

E1l: Son muchas, claro es como vayamos tirando nésticos de triangulos cada
vez que cambiamos el, el (...) porque tenemos un triangulo rectangulo, si
variamos el angulo 'A' que es de 90 grados vamos a transformar eh, ya va a
dejar de ser un triangulo rectangulo y vamos a hacer un equilatero o un isésceles

po, depende de(...) de como quede el tridngulo.

E2: De la distancia.

E1: Si po, de la distancia de sus lado.

E2: Si abris mas el angulo 'A'va a quedar un angulo muy grande ahi, silo achicas

podria quedar un equilatero.

E1l: Siyo creo que esos son, como todas las posibles variaciones que puede
tener son, por ejemplo, eh, para que quede mas claro, si cambiamos el angulo
A va a dejar de ser triangulo rectangulo, eso estd mas que claro(...) si

cambiamos el angulo, si por ejemplo cambiamos el &ngulo 'C' yo creo que ahi
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podriamos formar un tridngulo equilatero, porque ahi podriamos dejar un
triangulo de todos los lados iguales, yo creo, no sé, si es que no estoy seguro

(...).

E2: Si se pueden dejar todos iguales.

E1: Sise pueden dejar todos iguales decis vos, pero habria que cambiartambién

la distancia de los lados.

E2: EI'A' se estaria inclinando para aca, este correria aqui y este aqui, cachay,

este formaria, este tendria como que aumentar este e inclinarlo paraacay (...).

E1l: Aparte de trabajar con los angulos tenemos que cambiar la longitud de los
lados y ahi podriamos formar nuevos triangulos, esas son las modificaciones
que... ¢Qué efecto tiene una variacion de 'B', sobre el valor de las funciones

trigonométricas evaluadas en los otros angulos?
E2: ;Como?

E1l: Pero 'B' dice que, el otro, dice (...) que efecto tiene una variacion de 'B', del
angulo B, ve el angulo po(...) sobre el valor de las funciones trigonométricas en

los otros angulos(...) yo creo que ninguno.
E2: Como no.

E1: no porque si me varia, ah, claro (...) sivaria el &ngulo 'B' lo mas probable es
que la distancia, la longitud (perdon) de los lados varie po, entonces cuando
nosotros sacamos de los otros &ngulos sacamos el coseno, la tangente o
cualquier cosa asi trabajamos con la longitud que tienen los lados po, entonces
si cambiamos el angulo van a cambiar también la longitud de los lados, entonces

en eso estan relaciones en los lados.
E2: Pero dice (...).

E1: Por ejemplo si, por ejemplo mira, esta claro que si cambia en angulo.
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E2: Solo tienes que cambiar el angulo ahi nomas, solo el angulo.

E1l: Si, si, dice, que efecto tiene una variacion de 'B' sobre el valor de las
funciones, y como 'B' alta influye sobre 'B' corta entonces depende de ese angulo

la longitud que va a tener la 'B' corta.
E2: Claro, pero eso ya lo habiamos analizado.

E1: Entonces, por ejemplo, si cambia esa 'B' cuando saquemos la tangente por
ejemplo del angulo 'C' vamos a tener otro valor en 'B' po, entonces va a ser

distinto al que tenia (...) hay ta po (...) cachaste.
E1: Ahi ta (...).

E2:'C' no cambiaria nada

El: ;:Como?

E2: Nada, si varia este lado y 'B'

E1l: Pues sivaria 'B', pero es que mira dice que efecto tiene la variacion, pero
que tiene, sobre el valor dice de las funciones trigonométricas evaluadas en otro
angulo(... ) por ejemplo, en otro angulo colocar, una funcion trigonom