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RESUMEN

Los estudios sobre la comprension de la nocion matematica antiderivada son escasos.
Adicional a esto, son pocas las investigaciones orientadas al disefio de instrumentos que
permitan explorar y caracterizar la comprension sobre tdpicos especificos. En esta
investigacion se presentan los resultados obtenidos mediante la aplicaciéon de un
cuestionario que se ha disefiado para evaluar la comprension sobre la antiderivada de
una muestra de estudiantes universitarios colombianos. Para el disefio de dicho
cuestionario se tomaron en cuenta dos criterios: El primer criterio considera que los
items deben proporcionar informacién sobre el grado de ajuste del significado personal
de los estudiantes respecto del significado global u holistico del objeto antiderivada
(Pino-Fan, Godino & Font, 2011). El segundo criterio fue que los items seleccionados

respondan a los diferentes tipos de representaciones para la antiderivada.

Para lograr el objetivo central de la investigacion, el estudio se llevo a cabo en tres

fases:

1) Revision, clasificacion y caracterizacion de la literatura especifica del campo de
Didactica de la Matematica, y concretamente de aquellos estudios orientados a la
comprension de la antiderivada.

2) Mediante un estudio sistematico de tipo histérico-epistemoldgico se elabora una
conceptualizacion de los significados de la antiderivada.

3) Disefio, aplicacion y andlisis del cuestionario CNM-Antiderivada, teniendo en
cuenta los significados parciales y criterios aportados por las investigaciones
sobre Didactica del Calculo, asi como también se tienen en cuenta los resultados
del estudio de triangulacion mediante juicio de expertos al que se sometio el

cuestionario.



Los resultados de nuestra investigacion aportan nuevos conocimientos respecto a la
caracterizacion de la comprension de la antiderivada en estudiantes universitarios.
Ademas, proporcionan pautas y criterios que permiten el disefio de metodologias

didacticas para desarrollar y/o potenciar la comprension sobre la antiderivada.
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INTRODUCCION GENERAL

Una de las problematicas que ha generado gran interés, por parte de la comunidad de
investigacion, es la comprension de los objetos matematicos. Al respecto, una gran
cantidad de investigaciones han sido orientadas a la identificacion de componentes
desde el pensamiento matemadtico avanzado. Entre los trabajos que mas inciden, se
encuentran Sierpinska (1992, 1994), Sfard (1991), Dubiski (1991), Pirie y Kieren (1994)
y Godino (2000), los cuales pueden situarse en un enfoque que contempla la
comprension del conocimiento matemadtico desde una perspectiva amplia y profunda,
centrados en el interés de aspectos como su naturaleza, funcionamiento, evolucion o

valoracion.

En cuanto a la antiderivada como objeto autonomo, resalta el trabajo de Metaxas (2007),
quien explora las dificultades en la comprension de la integral indefinida. En este
sentido, el interés de este trabajo de investigacion es avanzar en la comprension de la
nocion matematica antiderivada, caracterizando los conocimientos que tienen los

estudiantes universitarios sobre la antiderivada.

El trabajo que a continuacidn se presenta, se encuentra estructurado en seis capitulos, a
través de los cuales se va consiguiendo gradualmente la caracterizacion de
conocimientos sobre la antiderivada de estudiantes universitarios, fin Gltimo de esta
investigacion. En el Capitulo 1, antecedentes, hemos realizado un recorrido por las
investigaciones que se han realizado sobre modelos de comprension de los objetos
matematicos desde el pensamiento matematico avanzado, especificamente aquellos
relacionados con la antiderivada. En este primer capitulo nos fue posible plantear una
primera aproximacion a las preguntas de investigacion que guiardn el rumbo de nuestro

estudio.
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En el Capitulo 2, se recogen las nociones tedricas y metodologicas que utilizamos a lo
largo de nuestro estudio, principalmente el Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y
la instruccion matematicos (EOS) (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). Una
vez presentadas dichas nociones, y contando con los planteamientos metodologicos
indispensables para el entendimiento de nuestro objetivo general, planteamos las

preguntas y objetivos de esta investigacion.

El Capitulo 3, versa sobre la caracterizacion del significado global de la antiderivada,
problematica para la cual el EOS proporciona herramientas tedricas pertinentes, en
particular la nocién de configuracion (epistémica y cognitiva) de objetos y procesos
matematicos. Una pregunta que surge de manera natural, es ;qué es la antiderivada? Asi,
en este capitulo, realizamos un estudio histérico-epistemoldgico a través del cual
identificamos las problematicas mas relevantes que dieron paso al surgimiento y
evolucion de la nocién antiderivada. A partir de dichas problemadticas, nos fue posible
identificar los significados parciales de la antiderivada que constituyen el

holosignificado de esta nocion.

En el Capitulo 4, disefiamos un instrumento para explorar aspectos relevantes de la
comprension sobre la antiderivada. En el disefio consideramos los resultados de los
capitulos anteriores y los aportes que se han realizado desde el campo de investigacion
sobre Didactica del Calculo. En este mismo capitulo se presenta la validez del

cuestionario mediante la triangulacion de expertos.

En el Capitulo 5 se presenta los resultados cuantitativos y cualitativos de la aplicacion
del instrumento a una muestra de 137 estudiantes universitarios. Los resultados
analizados con la herramienta andlisis ontosemi6tico que nos proporciona el EOS, nos
permitié caracterizar a través de configuraciones cognitivas los conocimientos de los

estudiantes.

Finalmente en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones. Para ello se da respuesta a las
preguntas de investigacion planteadas en el Capitulo 2, mediante la descripcion de en

qué medida se lograron cada uno de los objetivos especificos planteados. En este ultimo
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capitulo se hace un resumen de las principales aportaciones que se tienen de nuestro

estudio y se presentan algunas lineas de investigacion abiertas.



CAPITULO 1

Antecedentes y Area

Problematica

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta un panorama general sobre las investigaciones realizadas en
el campo de la Educaciéon Matematica referentes al problema de investigacion que nos
atafie: la comprension de la nocion matemdtica antiderivada en estudiantes
universitarios. Dichas investigaciones y desarrollos nos abren una ventana a esta
investigacion. Para facilitar la presentacion de los antecedentes que refieren al problema
que nos compete, hemos separado dos grupos de investigaciones, inicialmente aquellas
vinculadas a la comprension desde la perspectiva de la educacion matematica. Seguido
de aquellas que estudian, concretamente, el objeto matematico antiderivada o lo abordan
desde otros objetos matematicos del célculo infinitesimal. Finalmente presentamos una

aproximacion al problema de investigacion.

1.2. LA PROBLEMATICA DE LA COMPRENSION DE LOS OBJETOS
MATEMATICOS DESDE EL PENSAMIENTO MATEMATICO AVANZADO

En este apartado, se perfila la probleméatica que enmarca el rumbo de esta investigacion,
trataremos de explicar la motivacion de ahondar en cuestiones relacionadas con el

pensamiento matematico propio de los primeros cursos universitarios.
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En 1985 se formo un grupo de trabajo en el marco del PME', como lo describen
Azcarate y Camacho (2003), cuyo objetivo era estudiar la naturaleza del pensamiento
matematico avanzado (PMA) y, en particular, profundizar en las investigaciones
cognitivas acerca de los procesos de ensenanza y aprendizaje de temas relacionados con

el célculo infinitesimal, como lo es la comprension de la nocidn antiderivada.

Son diversas las posturas contemporaneas que abordan la comprension de nociones
matematicas en el célculo infinitesimal. Segin Tall (1991), el PMA requiere una
reconstruccion cognitiva para pasar de la descripcion del concepto a la definicion y de la
conviccion a la prueba logica basada en la definicion. En el aprendizaje de matematicas
avanzadas hay que distinguir dos procesos: por un lado, la generalizacién, que consiste
en extender procesos familiares, y puede ser expansiva si no requiere cambios en las
ideas, reconstructiva si requiere reconstruccion de la estructura cognitiva existente, o
disyuntiva si se afiaden nuevas ideas en la estructura cognitiva que no se integran con las
antiguas. Por otro lado, la abstraccion, que requiere una gran reorganizacion mental. La
generalizacion expansiva es una buena técnica de ensefianza porque aplica un proceso
conocido en un contexto distinto, y es también un primer paso hacia la abstraccion

formal, sin necesidad de reconstruccion mental.

Sierpinska (1990) plantea el significado de acto de comprension en los siguientes

términos:

La comprension es un acto, pero un acto envuelto en un proceso de
interpretacion, siendo esta interpretacion un desarrollo dialéctico entre
afirmaciones mas y mas elaboradas y la validacion de esas afirmaciones
(....). Comprender el concepto sera concebido como el acto de aprehender
su significado. Este acto serd probablemente un acto de generalizacion y
sintesis de significados relacionados a elementos particulares de la

“estructura” del concepto [la “estructura” es la red de sentidos de las

! Siglas que refieren al Grupo Internacional de Psicologia de la Educacion Matematica, formado por
investigadores en educacion matematica, establecido desde 1976 en el marco del Congreso Internacional
de Educacion Matematica (ICME3).
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sentencias que hemos considerado]. Estos significados particulares tienen
que ser captados en actos de comprension (....). Una descripcion de los
actos de comprension de un concepto matemdtico contendria de este modo
una lista de los obstaculos epistemologicos relacionados a este concepto,
proveyéendonos de informacion mas completa sobre su significado (....). La
metodologia de los actos de comprension se preocupa principalmente por el

proceso de construir el significado de los conceptos. (p. 35)

Asi, Sierpinska (1990) identifica las siguientes categorias en los actos de comprension

en un contexto matematico:

* Identificacion: Este acto consiste en la repentina percepcion de objetos que
corresponden a la denominacioén del concepto (relacionado con el concepto en
cuestion) o a la identificacion de un término como si tuviera estatus cientifico.

* Discriminacion: Es la diferenciacion entre dos objetos, propiedades o ideas que
estaban anteriormente confundidas.

* Generalizacion: Consiste en darse cuenta de la no esencialidad de una
presuncion o de la posibilidad de extender el rango de las aplicaciones.

» Sintesis: Consiste en aprehender relaciones entre dos o mas propiedades, hechos

u objetos y organizarlos en un todo consistente.

En cuanto a los obstaculos epistemologicos, Brousseau (1997) distingue tres tipos segin

su origen:

1) Ontogénico, que tiene que ver con todo lo relacionado con las limitaciones del
sujeto en alglin momento de su desarrollo.

2) Didéactico, que se adquiere o aparece por el modo de ensefiar o por la eleccion de
un tema o una axiomatica.

3) Epistemologico, que son los obsticulos que un concepto tiene para ser

aprendido, es propio del concepto.

En cuanto a los obstaculos epistemoldgicos, especificamente, Sierpinska (1994) afirma:
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Los obstaculos epistemologicos son formas de comprension basados en
algunos esquemas inconscientes de pensamiento que han sido adquiridos
culturalmente y en creencias no cuestionadas acerca de la naturaleza de las
matematicas y acerca de las categorias fundamentales como numero,
espacio, causa, azar, infinito que son inadecuados con respecto a la teoria

actual. (p. 134)

Esta postura de comprension presupone un vinculo complementario entre la superacion
de obstaculos epistemoldgicos y la articulacion de las categorias propuestas, Sierpinska

(1990) lo describe de la siguiente manera:

Superar los obstaculos epistemologicos y llegar a la comprension son dos
formas distintas de hablar sobre lo mismo. La primera es “negativa” y la
segunda  “positiva”’. Esto sugiere un postulado para andlisis
epistemologicos de conceptos matematicos: deberian ambos contener
imagenes ‘“positivas” y ‘“negativas”, los obstaculos epistemologicos y las

condiciones de comprension. (p. 28)

Los argumentos planteados por Sierpinska, muestran que la comprension puede medirse
y lograrse mediante el numero de obstaculos epistemologicos superados o mediante la

identificacion del nimero y calidad de los actos de comprension logrados.

Sierpinska (1992) plantea finalmente que usar (aplicacion de un concepto) no es un acto
de comprension, pero si una condicidon necesaria para que cualquier acto de
comprension ocurra. El planteamiento de Sierpinska (1992) en torno a lo que significa
comprender un concepto se orienta a que un estudiante puede se capaz de hacer frente a
las preguntas ;qué dice la definicion del concepto?, ;a qué hace alusion la definicion? y
a la diversidad de relaciones entre las respuestas. No es muy dificil observar que hay una
convergencia entre este planteamiento y los planteamientos de Tall y Vinner (1981), en
torno al papel de la definicion en la comprension conceptual. En el sentido de que Tall
y Vinner (1981) expresan que el conocimiento de la definicion matematica de un

concepto no es suficiente para garantizar la comprension de un concepto y que es
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fundamental que el sujeto construya una imagen del concepto (concept image). A su
vez, es fundamental que la definicion controle las actuaciones del sujeto cuando enfrenta
situaciones problematicas que requieren del concepto. Esta imagen del concepto,

consiste en:

toda la estructura cognitiva de un sujeto asociada a un concepto
matematico y que incluye todas las imdgenes mentales, las propiedades y
los procesos asociados al concepto. Se construye a lo largo de los arios por
experiencias de toda clase y va cambiando segun el individuo madura y

encuentra nuevos estimulos”. (Tall & Vinner; 1981, p. 152)

Esta imagen del concepto esta formado por representaciones visuales, recuerdos de
experiencias con el concepto y registro de ejemplos. Una imagen del concepto es,
entonces, toda la estructura cognitiva asociada a una nocién matematica, aunque no sea
necesariamente coherente en todo momento, ya que los estudiantes pueden evocar
imagenes contradictorias en momentos diferentes. Una imagen mental, como lo describe
Azcarate y Camacho (2003), es el conjunto de todas las imagenes asociadas al concepto
en la mente del sujeto, incluyendo cualquier tipo de representacion del concepto
matematico que puede ser grafica, numérica o simbdlica, entre otras. En cambio, la
definicion del concepto (concept definition), se refiere a “una definicion verbal, a un

conjunto de palabras para especificar un concepto” (Tall & Vinner, 1981, p. 152).

En parrafos anteriores resaltan los primeros términos que surgen para indagar en la
comprension de un concepto matematico desde el PME, estos son: imagen del concepto,
definicion del concepto y obstaculo epistemologico. Con los dos primeros términos se
puede distinguir entre la imagen de un concepto que tiene un individuo y su definicion
formal; con el tercer término se pueden analizar los errores de los estudiantes en el

aprendizaje de un concepto, y la dualidad entre proceso y objeto.

Para Sfard (1991), la comprensién es un proceso constructivo, en el cual se presenta una
reestructuraciéon de esquemas, determinado por la capacidad de relacionar objetos

familiares con representaciones internas a partir de la interaccion con el medio. Dicho
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proceso se desarrolla jerarquicamente desde una concepcidon operacional como proceso,

es decir un sujeto puede construir dos tipos de concepciones de un mismo concepto

matematico: operacionales y estructurales. La primera de ellas se refiere a la

consideracion del concepto como proceso, y la segunda, cuando se le concibe como un

objeto a través de tres etapas:

Interiorizacion: “Diremos que un proceso ha sido interiorizado si puede llevarse
a cabo a través de representaciones [mentales] y para ser considerado,
analizado y comparado, éste no necesita ser realizado en el acto” (Sfard, 1991,
p. 18).

Condensacion: “...es un proceso de secuencias prolongadas comprimidas de
operaciones en unidades mas manejables. En esta etapa una persona llega a ser
mds y mas capaz de pensar en un proceso dado como una totalidad, sin sentir un
impulso de entrar en detalles” (Sfard, 1991, p. 19).

Reificacion: “...se define como un movimiento ontologico —una repentina
habilidad para ver alguna cosa como familiar con una luz totalmente nueva—
(....), la reificacion es un salto cuantico instantaneo: un proceso se solidifica en
un objeto, en una estructura interna estdtica. Varias representaciones del
concepto llegan a ser unificadas semdanticamente por este constructo, abstracto,
puramente imaginario. La nueva entidad es rapidamente separada del proceso
del cual es producto y comienza a dibujar su significado a partir del hecho de su
existencia como un miembro de una cierta categoria (....). Nuevos objetos
matemdaticos pueden ahora ser construidos a partir del presente” (Sfard, 1991,

p. 19-20).

En la etapa de interiorizacidon un sujeto se familiariza con los procesos que daran origen

a un nuevo concepto; en la etapa condensacion el sujeto manifiesta una facilidad de

alternar diferentes representaciones del concepto; en la etapa reificacion, en el sujeto se

da inicio a una interiorizaciéon (superior) de conceptos. Asi estas tres etapas se

relacionan convirtiéndose en un “ciclo infinito” de comprension de objetos,
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comprension que se logra por aproximaciones sucesivas del concepto (objeto), dado que

el concepto (proceso) que esta en constante evolucion.

Un marco teérico desarrollado de acuerdo a la distincion entre proceso y objeto es la
teoria APOE (“4APOS” acrénimo de las iniciales correspondientes a los términos
“action-process-object-squema’), introducida por Dubinsky (1991) y basada en una
interpretacion del constructivismo a partir de la adaptacion de algunas ideas

(abstraccion reflexiva), del enfoque cognitivo de Piaget al PMA.

Esta teoria APOE trata de modelizar las construcciones mentales utilizadas en el PMA

considerando que:

Comprender un concepto matematico comienza con la manipulacion de
objetos fisicos o mentales previamente construidos para formar acciones,
las acciones son luego interiorizadas para formar procesos que son después
encapsulados para formar objetos. Los objetos pueden ser desencapsulados
de nuevo a los procesos a partir de los cudles fueron formados. Finalmente,
las acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en esquemas.

(Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews & Thomas, 1996, p. 8)

En la teoria APOE la comprension es un proceso interminable de construccion de
esquemas iterativos, como lo resefian Ayers, Davis, Dubinsky y Lewin (1998),
construccion que se realiza mediante la abstraccion reflexiva (interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion, generalizacion y reversion); un proceso cognitivo en el
que el estudiante reconstruye y reorganiza las acciones fisicas o mentales en un plano
mas elevado de pensamiento y, por lo tanto, las comprende. La descripcion teorica de
los pasos que ha de seguir esta construccion de la abstraccion reflexiva se llama

descomposicion genética.

Ahora, si consideramos la comprension de conceptos matematicos no desde proceso y
objeto, sino desde niveles que coordinen globalmente las acciones del proceso y objeto,
es decir, ver al concepto de una forma mas amplia, como un conjunto (esquema) global,

que actie como una coleccion coherente y personal de acciones, procesos, objetos y

10
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otros esquemas previamente construidos, que son coordinados y sintetizados por un
sujeto para formar estructuras cognitivas que pueden ser evocadas para tratar una

situacion problematica determinada.

Seglin Piaget y Garcia (1982), el desarrollo cognitivo de los esquemas, que lleva a la
comprension o construcciéon de los conceptos, pasa por una sucesion de procesos
psicogenéticos de naturaleza general: el proceso que conduce de lo intra-objetal (analisis
de los objetos) a lo inter-objetal (estudio de las relaciones y transformaciones) y de alli a
lo trans-objetal (construccion de las estructuras). Desde un punto de vista general, en la
sucesion intra-inter-trans, afirman Piaget y Garcia (1982), se encuentran en todos los
dominios y niveles, que condicionan las leyes de la asimilacion y equilibracion que se

impone a toda adquisicion cognitiva. Cada elemento de la triada se puede definir como:

* Intra: se caracteriza por el enfoque de un s6lo objeto en aislamiento desde otras
acciones, procesos y objetos.

* Inter: se caracteriza por el conocimiento de las relaciones entre las distintas
acciones, procesos, objetos y/o esquemas.

* Trans: se caracteriza por la construccion de una estructura coherente que subyace

en algunas de las relaciones descubiertas en el nivel Inter del desarrollo.

En la sucesion de la comprension del esquema global (intra, inter y trans), se pueden
identificar el crecimiento de componentes, el cual es gradual y no necesariamente lineal,

como lo indican Baker, Cooley y Trigueros (2000).

Por otra parte, hay autores han tratado de responder a los diferentes posicionamientos y
modelos de comprension en la educacion matematica, entre ellos estan Pirie y Kieren
(1994), los cuales plantean un modelo para analizar y describir como se produce el
crecimiento en la comprension de una nocién matematica. El modelo esta centrado en
un proceso recursivo que exige un conocimiento minimo que permite crear una
estructura cimentada en una serie de teorias ya validadas, al cual los autores llaman

accion efectiva (effective action), y que depende de todas las ideas previas que se tienen

11
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del concepto, ya que son el nicleo de cada uno de los niveles, los cuales a su vez

dependen tanto de los internos como de los externos.

La conceptualizacion del modelo de comprension propone 8 niveles, que se describen

como:

* Nivel 1. Conocimiento primitivo (primitive knowing): esta formado por todas las
ideas intuitivas o conocimientos previos que tienen los estudiantes.

* Nivel 2. Creacion de imagen (image making): los estudiantes pueden plasmar o
desarrollar una idea mental sobre la forma que tiene el objeto de estudio.

* Nivel 3. Comprension de la imagen (image having): el estudiante no solo tiene
una idea de la forma de la imagen, sino que establece las caracteristicas de la
misma.

* Nivel 4. Observacion de la propiedad (property noticing): Determina las
caracteristicas de las diferentes imagenes y establece relaciones entre ellas.

* Nivel 5. Formalizacion (formalizing): el alumno produce o transcribe
definiciones de conceptos, a partir de las relaciones entre las diferentes imagenes
mentales.

* Nivel 6. Observacion (observing): expresa verbalmente las definiciones de los
conceptos matematicos desde el lenguaje formal.

* Nivel 7. Estructuracion (structuring): el estudiante es capaz de relacionar el
conocimiento adquirido con uno de mayor estructuracion, a partir del uso de
algoritmos.

* Nivel 8. Invencion (inventising): el estudiante se cuestiona haciendo uso de los
conocimientos formales que posee y es capaz de dar paso a un nuevo
conocimiento, el cual a su vez iniciard desde el nivel primitivo y empezara

nuevamente el recorrido anterior.

Para que se produzca un cambio en la comprension de un concepto, debe producirse un
mecanismo que se conoce bajo el término de repliegue (folding back), que consiste en

moverse adelante y atrds al enfrentarse a actividades desde diferentes niveles de

12
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comprension (Pirie & Kieren, 1992). Si de esta forma se crea un nuevo conocimiento o
se modifica uno existente, se dice que el repliegue ha sido efectivo. Este mecanismo
pone de manifiesto que la construccion del conocimiento es de naturaleza cambiante, no
lineal ni unidireccional y que, para que se produzca un crecimiento en la comprension
de un concepto, los individuos recurren a concepciones (0 modos de conocer un

concepto) mas sencillas desde el punto de vista matematico.

Los ocho niveles analizados por Pirie y Kieren (1992) son tenidos en cuenta en la teoria
de Sfard (1991), por ejemplo, podria hacerse una separacion en dos bloques donde los
cuatro primeros corresponderian a una descripcion de la concepcion operacional y los
restantes a la estructural, es decir, Sfard permite realizar una observacion global de los
avances cognitivos del estudiante de forma rapida. Por otro lado, la recursividad de Pirie
y Kieren (1992) facilitaria el estudio especifico o la descripcion de las debilidades que
posee el alumno una vez se determine si ha alcanzado una de las dos concepciones

propuestas.

Hasta ahora hemos descrito algunos modelos de comprension todos ellos centrados en
procesos mentales. Es Godino (2002) quien asume una postura de comprension, no tanto
como un proceso mental y mas como una competencia, abordado desde el enfoque
ontosemidtico de conocimiento y la instruccion matematica (EOS), en donde sus
posicionamientos pragmatistas relacionan comprension, competencia y disposicion
(Pino-Fan, Godino & Font, 2010, p. 209) en un constructo epistémico—cognitivo general
que regula la practica matematica. Esta postura pragmatista del EOS es ampliada en la

seccion 2.2.

1.3. INVESTIGACIONES EN TORNO A LA NOCION MATEMATICA
ANTIDERIVADA

El objeto matematico antiderivada, tal como la conocemos hoy en dia, esta relacionado
con otras nociones del célculo infinitesimal, tales como la derivada y la integral,
conectados a través del Teorema Fundamental del Calculo (TFC). Para evidenciar la

interaccion de la antiderivada en el TFC, se ha considerado el TFC en dos partes, las

13
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cuales denominaremos “TFC1” y “TFC2”. Cada una de las dos partes se ha analizado de
forma independiente con la finalidad de mostrar como interactua la antiderivada entre el

calculo diferencial y el célculo integral.

Teorema Fundamental del Célculo - Parte 1 (TFC1):

“Si f es continua en [a,b], entonces la funcion g definida por g(x) = f;f(t) dt, con

a<x<b, es continua en [a,b]y derivable en (a,b), y g'(x) = f(x) ” (Stewart,
2013, p. 381).

Esta primera parte del TFC refiere a que la derivada de una integral definida, con

respecto a su limite superior, es el integrando evaluado en el limite superior.

Teorema Fundamental del Célculo - Parte 2 (TFC2):

“Si f es continua en [a,b], entonces fabf(x)dx =F(b) — F(a), en donde F es

cualquier antiderivada de f, esto es, una funcion F’ = f > (Stewart, 2013, p. 384).

Esta segunda parte del teorema, establece que si se conoce la antiderivada o primitiva de
la funcion F, de una funcién f dada, se puede evaluar la integral definida de esta Gltima,
mediante la diferencia de las imagenes, por F de los extremos superior e inferior del

intervalo donde la funcion es continua.

Las dos partes del teorema fundamental del calculo unidas, pueden establecer la
conexion entre el calculo diferencial y el célculo integral. Para poder ver de manera
explicita esta conexion, basta con reescribir matematicamente las dos partes del TFC.
Reescribiendo TFC1 tenemos: Si la funcidn fes continua, entonces, si primero se integra

la funcién f y luego se deriva el resultado, se regresa a la funcion original f. En

lenguaje formal: ;—xf;f(t)dt = f(x).

Con un ligero cambio de notacién, podemos reescribir TFC2 de una forma mas

conveniente: f: f)dx =F (x)|z , donde F’'=f. Lo anterior también se puede

14
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expresar como: f; F'(x)dx = F(x)|> = F(b) — F(a) .

Esta forma de reescribir la dos partes del TFC, muestra con mas claridad que ambas
partes, juntas, expresan que la derivacion y la integracion definida son procesos inversos

ligados por la antiderivada.

Hasta ahora hemos mostrado la relacion matematica de la antiderivada con la derivada y
la integral, a través del TFC. En los siguientes apartados se hace descripcion exhaustiva

de investigaciones en la antiderivada.
1.3.1. Estudios sobre la comprension de la antiderivada

Los estudios sobre la comprension de la antiderivada en estudiantes, otorgando al objeto

matematico identidad propia son muy escasos, casi nulos.

Metaxas (2007), da identidad al objeto antiderivada, y realiza un estudio de caso para
analizar respuestas de cuatro estudiantes (avanzados) de pregrado, al resolver algunos
problemas de conocimiento matematico que involucran la integral indefinida
(antiderivada). El objetivo es enfrentar a estudiante a través tareas que generen conflicto
cognitivo’. Para el anélisis de las respuestas de los estudiantes aborda la perspectiva
teorica de la abstraccion reflexiva y el esquema de comprension (interiorizacion-
condensacion-reificacion), propuesto por Sfard (1991). Su estudio presentado en el
PME-31, arroja algunos resultados que sirven como exploratorios en la nocion.
Concluye afirmado, que los estudiantes del estudio alcanzan una comprension
procedimental para manejar la integral como un objeto, es decir, con la triada ciclica
infinita de Sfard (1991), se alcanza a caracterizar la integral indefinida, caracterizacion
entendida como herramienta o una “técnica para la solucién de las ecuaciones
diferenciales de manera eficiente”. Sugiere, a su vez, que el uso de técnicas de conflicto
cognitivo, son efectivas para ensefar nociones conceptualmente dificiles como lo es la

integral indefinida (antiderivada), sin olvidar tener en cuenta la distancia cognitiva que

Estado de desequilibrio que surge cuando una concepcion que tiene un individuo entra en conflicto con
alguna otra concepcion que lleva el mismo individuo, o bien con el ambiente externo.
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hay entre los conocimientos previos del alumno y un nuevo fendmeno que haya que
aprender. De lo contrario el resultado de investigaciones donde interactie el modelo de
comprension Sfard (1991), junto con la técnica conflicto cognitivo, se puede llegar a
convertir en la explicacion de un simple acto de comprension, como el propuesto por

Sierpinska (1990).
1.3.2. Estudios sobre significados de la antiderivada

El estudio de los términos matematicos, en particular sobre la antiderivada, son escasos,
es Hall (2010) quien hace un investigacion sobre algunos de los términos matematicos,
que generalmente se usan en el lenguaje de la ensefanza del céalculo, concretamente
palabras como: origen, derivado, suma, tangente. Hall (2010), presupone un problema
cuando estas palabras dan un paso fuera de un aula de matematicas adquieren una nueva
vida, a veces significan la misma cosa y en ocasiones son totalmente diferentes. El
objetivo de la investigacion de Hall (2010), es analizar la diversidad de respuestas, al
entrevistar estudiantes de un curso de calculo acerca de sus conocimientos matematicos
sobre la integracion. Inicialmente solicita a los participantes de la investigacion discutir
diversos problemas de que involucran integracion (definida e indefinida), asi como de la
definicion de los términos integral definida e integral indefinida. Tal como lo habia
planteado, encuentra diversidad de respuestas, entre ellas, “la integral definida es mas
precisa que la integral indefinida y la integral indefinida es un termino vago”. En la
investigacion de Hall (2010), también se indaga en los significados personales que
confieren los estudiantes a la integral indefinida al preguntar ;qué es una integral
indefinida? Hall encuentra variedad de respuestas a esta pregunta entre ellas: “la
primitiva”, “la inversa de la derivada”. Hall (2010) concluye que estas respuestas son
indicativos de la mala comprension del concepto matematico, y a su vez evidencia que
ese tipo de respuestas de los estudiantes establecen un conflicto entre el conocimiento de
términos matematicos y sus contrapartes en el lenguaje comun. Otra de las
recomendaciones de la investigacion de Hall (2010), esta orientada a propiciar el trabajo
con profesores para tener cuidado con el uso del vocabulario en las clases de

matematicas, adicionalmente sugiere buscar una forma para evaluar la comprension de
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la antiderivada, asi como la capacidad de comunicar esa comprension, esto ya que a la
fecha de publicacion de sus resultados de investigacion, los estudios de la antiderivada

eran escasos.
1.3.3. Estudios sobre clasificacion de errores en tareas con la antiderivada

Kiat (2005), explora en estudiantes la resolucion problemas de integracion (definida e
indefinida). Sus disefios tienen como objetivo examinar Yy clasificar dificultades con
respecto al desempefio de los estudiantes al responder a preguntas que involucran
integracion de funciones trigonométricas y la aplicacion de la integracion (areas de
figuras planas). Kiat (2005), clasifica los errores en las respuestas que proporcionan los
estudiantes cuando se resuelven problemas que involucran integracion, clasificacion que
adapta de Avital y Libeskind (1978), quienes describieron tres tipos de dificultades que
los estudiantes encuentran en el aprendizaje de la induccion matematica. La adaptacion
hecha por Kiat (2005), resulta en tres tipos de errores: conceptuales, procedimentales y
técnicos. Errores equivalentes a las dificultades conceptuales, matematicas y técnicas,

descritas por Avital y Libeskind (1978).

Kiat (2005), a partir de los resultados en la clasificacion de errores, encontré que los
estudiantes generalmente carecian de comprension conceptual y la comprension
procedimental en la integracién, y dado que el mayor numero de errores cometidos
fueron errores técnicos que se atribuyeron principalmente a la falta de conocimiento
especifico de contenidos matematicos. Entre las recomendaciones para la ensefianza de
la integral (definida e indefinida), sugiere desarrollar propuestas que aborden
inicialmente la comprension de conceptos antes de emprender técnicas en la resolucion
de problemas. Es decir, conceptualizar primero antes de aplicar las formulas. Adicional
a esto y a juicio de Kiat (2005), resalta promover el pensamiento visual en la ensefianza
del calculo para ayudar en la comprension de los conceptos de calculo, haciendo

conexiones entre las funciones y sus gréficas.
1.3.4. Estudios sobre reflexion en métodos de integracion

En cuanto a reflexiones para mejorar la eficacia de técnicas manuales para resolver
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antiderivadas, es Howard (2004) quien propone una reflexiobn para encontrar
antiderivadas en funciones diferenciables, partiendo del supuesto “la integracién no es
tan sencilla como la diferenciacion”; dado que no hay reglas que garantizan
absolutamente la obtencion de una integral indefinida de una funcidon. Y en ocasiones
hay que hacer uso de técnicas numéricas para la evaluacion de las integrales de
funciones cuyas primitivas son desconocidas. Howard (2004) muestra una serie que
define la antiderivada de una funcion de orden n diferenciable, y demostrd que la serie
permite que una expresion sea explicita para aplicar sobre ella, la segunda parte del
TFC. Sus hallazgos son considerados de importancia en la ensefianza del céalculo, en
particular para la ensefianza de métodos numeéricos, especificamente cuando se estudian
funciones infinitamente diferenciables. La importancia del trabajo de Howard (2004)
recae en el hecho de que facilita encontrar nuevas funciones primitivas para dichas

funciones.

Por su parte, Posso, Uzuriaga y Martinez (2011) reportan una comunicacién en la que se
hace una comparacion entre integracion tabular por partes (Murtty, 1980; Horowitz,
1991) y la “buena” seleccion para el u en la féormula de integracion por partes
Judv = uv — [vdu, a través de la identificacion de una funcién inicial por orden de
prioridad del acrénimo “LIATE” (Logaritmica, Inversas, Algebraica, Trigonométricas y
Exponenciales). Esta forma de seleccion ayuda a identificar las funciones a derivar e
integrar, cuando se utiliza la férmula de integracion por partes, a pesar de no existir
reglas generales que indique la seleccion. Su reporte comparativo concluye que hay falta
de precision en los conceptos, lo que induce al estudiante a cometer errores, y sugiere
hacer énfasis en el significado de integral indefinida y la importancia de la constante de

integracion.

De igual forma, Ponce-Campuzano y Rivera-Figueroa (2011a), presentan un trabajo de
reflexion donde se propone discusiones sobre un método de sustitucion para funciones

trigonométricas racionales de la forma

1 1 1 1
—dx dx dx
fa+bsenx 'fa+bcosx ’fa+bsen2x 'fa+bcoszx
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discusiones centradas en el dominio de la funcién primitiva de este tipo de funcion, las
cuales podrian llevar a errores cuando se hace evaluacion de integrales definidas. El

estudio presenta varios ejemplos que llevan a concluir la posibilidad de encontrar

C . . . . ., . x
primitivas de funciones de este tipo, al utilizar la sustitucion convencional t = tan-y

usando la identidad trigonométrica adecuada, en donde el integrando puede pertenecer a

una familia de funciones racionales bien definidas de los reales en los reales (R — R ).
1.3.5. Estudios sobre enseiianza de la antiderivada

Los estudios respecto a la ensefianza de antiderivada como objeto autébnomo, como
hemos indicado anteriormente, son escasos. Sin embargo, hay estudios que abordan la
ensefianza de la antiderivada como parte de un conjunto de elementos a ensefiar en el
calculo integral, es decir, abordar la ensefianza de la antiderivada en conjunto con otros

objetos (e.g., Teorema Fundamental de Calculo, aproximaciones, velocidad, posicion).

Es Bressoud (1992), quien se pregunta ;cémo se introduce en el aula el concepto de
integracion? Esta pregunta la plantea como la pregunta perenne en la enseflanza de
conceptos del calculo, dado que la integracion tiene naturaleza bésica que permite ir
desde la operacion inversa de la derivada, hasta la medicion de areas, volumenes y
longitudes, ligados por el TFC. La propuesta de Bressoud (1992) es ensefiar el concepto
de integral como se ha desarrollado en la historia, partiendo de forma no rigurosa, sino
convincente de los usos de la integral como una medida de area, haciendo énfasis en
evaluacion de integrales, continuando con la ensefianza de la integracidn numérica,
dado que esta proporciona la base para construir otros usos de la integral (e.g., limites de
una suma infinita). Por ultimo abordar la definicion de integral de Riemann, hasta que el
estudiante se sienta comodo con aproximaciones. Esta secuencia de contenidos en la
ensefianza de la integral, afirma Breussoud (1992), funciona para que el estudiante
encuentre errores en los procedimientos y pueda apreciar la necesidad de tratamientos

mas cuidadosos.

Por su parte Thompson (1994), plantea un estudio centrado en las formas de

pensamiento que pueden reflejar los estudiantes cuando se abordan las relaciones entre
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derivada e integral, a través de TFC. Thomson (1994) incluye en su estudio hacer
analisis del uso del TFC y la comprension en estudiantes cuando se relacionan
conceptos tales como: aceleracion, distancia, velocidad, razén de cambio y cambio
infinitesimal. La propuesta de Thomson (1994) sugiere la intervencion del profesor
cuando se determine que el estudiante presente dificultades en los conceptos, es decir el
profesor debe promover el desarrollo de la ensefianza de dichas relaciones de forma
intuitiva orientada a conceptualizar el TFC y técnicas de antiderivacion (técnica para
encontrar la primitiva de una funcién); técnicas dadas por la historia y motivadas por
Newton y Leibniz para la construccion del teorema fundamental con el fin de hacer
algoritmico la construccion de expresiones analiticas para las areas bajo las curvas y la
conexion entre la derivada de una funcion de la distancia, y la antiderivada de una

funcidn de la velocidad.

Por otra parte, existe un grupo de investigadores conocido como Educacion Matematica
Realista (RME), apoyados en el trabajo de Freudenthal y basados en la idea de hacer que
el estudiante redescubra o reinvente el conocimiento matemdatico usando su propio
talento y experiencia con el ambiente que le rodea. Gravemeijer y Doorman (1999),
pertenecen a la RME y proponen una secuencia para la ensefianza del célculo, iniciando
con la actividad de matematizar (organizar desde una perspectiva matematica), en la que
proponen llevar a cabo una reinvencion guiada de las mateméaticas que “actiie como
puente” entre el conocimiento informal y la matematica formal. Para el desarrollo de su
investigacion Gravemeijer y Doorman (1999), seleccionan problemas que ofrezcan a los
estudiantes la oportunidad de que desarrollen un modelo emergente especifico de la
situacion. Para identificar esos problemas, -indican-; el disefiador debe tomar en cuenta
su propio conocimiento y experiencia de aprendizaje, acompanado de la historia de la
matematica. Asi, de esta forma poder observar las soluciones informales que los
estudiantes ponen en juego cuando estan resolviendo problemas aplicados en los que no

conocen una solucion.

Gravemeijer y Doorman (1999), no reportan experiencia con estudiantes; sin embargo,

contemplan crear un ambiente de aprendizaje en el que los estudiantes tengan
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situaciones problemadticas con experiencias reales y promover la reinvencion de la
teoria, ya que afirman que la matematica formal surge de la actividad matematica del

“«

estudiante. “Este es también un objetivo de RME, donde el diserio instruccional se
enfoca o apunta a la creacion de oportunidades optimas para la emergencia del

conocimiento matemadtico formal” (p. 116).

Por otra parte Schwalbach y Dosemagen (2000), quienes plantean un estudio centrado
en la practica de un profesor, el cual proporciona a los estudiantes ejemplos concretos en
su clase de fisica para dar un ambiente rico contextualmente para explorar conceptos de
la propios de la fisica (posicion, velocidad y aceleracion) y algunos del calculo (funcion,
derivada y antiderivada). El estudio de Schwalbach y Dosemagen (2000), describe
varios aspectos criticos o indicadores de la comprension de los estudiantes, como son:
capacidad para explicar conceptos y procedimientos, aplicacion de los conceptos del
calculo en un contexto de la fisica, exploracion de su propio aprendizaje (resolver e
inferir). El estudio de Schwalbach y Dosemagen (2000), revela que los estudiantes
profundizaron en los conceptos y ampliaron su capacidad de explicar, aplicar y
autoevaluar su aprendizaje, aunque sugiere que se deben hacer mas conexiones entre el
calculo y la fisica para producir comprension de los conceptos y conocimientos

procedimentales.

Thompson y Silverman (2007), consideran documentar algunas dificultades sobre la
concepcidon de funcion como proceso. Su estudio va dirigido a determinar las
dificultades que tiene el estudiante para comprender una idea importante del Calculo:
la acumulacion. La idea de Thompson y Silverman (2007) consiste en elaborar una
alternativa para la ensefianza del Calculo, tomando en cuenta aspectos cognitivos que
permitan la apropiacion de un discurso coherente en el cual los estudiantes participen de
los significados de las nociones de derivada (razén de cambio) e integral (acumulacion),
y donde se dominen conexiones entre razones de cambio de cantidades, acumulacion de
cantidades, funciones como modelos, limites, antiderivadas, convergencia uniforme y

puntual, al igual que funciones de dos o0 mas variables.

Robles, Tellechea y Font (2014), presentan una secuencia didactica de tareas para la
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ensefianza del TFC que tiene en cuenta la complejidad de los objetos matematicos
esenciales del Calculo, y su articulacion con el Teorema. Ellos consideran una secuencia
de tareas que contribuye a promover una comprension del Teorema Fundamental del
Célculo y que permite una mejor articulacion de la complejidad de los objetos
matematicos integral y derivada. La propuesta, relaciona diversas configuraciones
epistémicas de la derivada y de la integral y, por otra parte, permite activar procesos
relevantes en la actividad matematica. En particular, las representaciones articuladas con

el lenguaje numérico, grafico y analitico.

De igual forma Kouropatov y Dreyfus (2014), generan un propuesta de aprendizaje de la
integral a parir de la construccion de conocimiento sobre el concepto de acumulacion, se
centran en actividades propuestas a un grupo de 4 estudiantes avanzados en secundaria,
para potenciar la aproximacion al concepto de integral, el estudio de carécter cualitativo,
pretende analizar actividades centradas en la abstraccion de concepto de aproximacion y
acumulacion. En su investigacion encontraron la no secuencialidad de construccion de
los conceptos (aproximacion, valor de aproximacion y funciéon de acumulacion) de los

estudiantes, y similitudes en respuestas.
1.3.6. Estudios sobre uso de tecnologia en la ensefianza de la antiderivada

Dahan (2002), presenta una propuesta para enseflar funciones derivadas y antiderivadas
con el software Cabri Geometry, partiendo de ejemplos propuestos, los cuales se
abordan como una situacion problema que se soluciona a través de la manipulacion del
programa (Cabri). Los resultados de Dahan (2002), indican como este software -Cabri-,
se convierte una herramienta para la ensefianza de las matematicas y no sélo de la
geometria (para lo cual esta disefiado), a través del cual es posible acercarse a los
conocimientos basicos del calculo (derivadas, antiderivadas, sumas de Riemman),

explorando la creatividad de los estudiantes.

Por su parte Ponce-Campuzano y Rivera-Figueroa (2011b), usando diferentes programas
algebraicos de computacion (CAS), hacen una comparacion entre varios CAS tales

como: Derive 6.0, Mathematica 8.0, Wolfram Alpha (sitio web) y Scientific Work Place
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tanx

5.5, para calcular antiderivadas (e.g., [ senxcosxdx, [ dx). Los resultados

log (cosx)
arrojados por los diferentes CAS muestran algunas diferencias, las cuales se basan en
teorias matematicas y estrategias como: cambio de variables, integracion por partes,
expresiones equivalentes, etc. Adicionalmente reportan que algunos de los CAS no

tienen en cuenta al calcular la antiderivada el dominio del integrando.

Swidan y Yerushalmy (2014) presentan un estudio disefiado para identificar los
procesos de objetivacion (e.g., palabras, simbolos, gestos, discurso) involucrados al dar
sentido al concepto de integral indefinida, cuando se estudia de forma grafica en un
entorno tecnologico. El estudio se centra en jovenes estudiantes familiarizados con el
concepto de derivacion, pero no de integracion, a los que se les pidié explicar la posible
conexion entre dos graficos dindmicos vinculados: la funcion derivada y funciones
antiderivada. El estudio se bas6 en la teoria de la objetivacion cultural, que considera
como fundamental para la cognicion y el aprendizaje, la toma de conciencia de los
conocimientos que existen dentro de un contexto cultural. Se identificaron varios
elementos en los procesos de objetivacion: 1) las relaciones entre los segmentos basados
en la ubicacidn; 2) inclinacion y concavidad de la grafica de la funcion; 3) las relaciones
entre el cero, extremos, y los puntos de inflexion en la grafica de la funcion derivada y

4) los correspondientes puntos en el grafico de la funcidn antiderivada.
1.3.7. Estudios para potenciar el pensamiento visual con la antiderivada

Yoon, Thomas y Dreyfus (2010, 2011a, 2011b), han venido explorando la gestualidad,
buscan explicar como los espacios gestuales de una persona puede llegar a ser dotados
de significado matematico. Centrados en un ejemplo de construccion de un grafico
(virtual) para la antiderivada, que implica propiedades matematicas asociadas con R?,
han analizado cémo dos profesores usaron estas construcciones graficas (virtuales), para
mejorar su comprension acerca de la antiderivada en general y para comunicarse entre
ellos. Proponen las actividades gestuales como un recurso potencialmente util para la
generacion de nuevos conocimientos matematicos, y que pueden ser aprovechados en la

educacidén matematica terciaria.
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Haciomeroglu y Chicken (2012), presentan un estudio cuantitativo para examinar
desempefos matematicos de estudiantes de calculo y de las preferencias de pensamiento
visual o analitica respecto a las tareas derivadas y antiderivadas presentados
graficamente. Ellos analizan los datos suministrados por 183 estudiantes de un curso de
calculo de cinco escuelas secundarias, para determinar las preferencias visuales de los
estudiantes, diferenciados por el género. Haciomeroglu y Chicken (2012), investigaron
los factores preferencia de los estudiantes que contribuyen al aprendizaje del calculo y
las preferencias para el pensamiento visual. Sus resultados sugieren que la preferencia
por el pensamiento visual es un factor importante que influye en las actuaciones de los
estudiantes masculinos. En particular, encontraron que los hombres visuales puntuaron
significativamente mas alto que los hombres analiticos sobre un examen. Este tipo de
investigacion busca medir las preferencias de genero, con el fin de correlacionar la

preferencia con el rendimiento de los estudiantes.

Por otra parte Kirsch (2014) presenta una investigacion para mostrar la posibilidad de
desarrollar comprension visual del teorema fundamental del célculo (TFC1). Su
propuesta presenta algunas tareas visuales para ensefar la naturaleza del teorema
fundamental, y como el TFC relaciona la pendiente de la recta tangente a una curva y
calculo de area bajo la curva. Su investigacion resalta lo confuso que resulta para
muchos estudiantes, la relacién matematica de los conceptos (tangente y area) por medio
del teorema fundamental, cuando se hace a través de demostraciones formales. Kirsch
(2014) afirma que la construccion grafica del TFC, muestra la conexion visual (tangente
y area) ganando asi en el aprendizaje de los estudiantes. En conclusion, se debe hacer
mas hincapié en ideas bésicas apropiadas al significado a partir de visualizacion, que en

demostracion del teorema.
1.3.8. Estudios historicos para abordar la antiderivada

Ponce-Campuzano (2013) hace una reconstruccion grafica del Teorema Fundamental
del Célculo, siguiendo las indicaciones propuestas por Barrow. La reconstruccion
contemporanea de Ponce-Campuzano (2013), pone en evidencia la evolucién y

refinamiento de las ideas matemadticas; como el concepto de funcidon. Asimismo,
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muestra de forma grafica como el problema de la relacion cuadraturas y tangentes se ha
divorciado de contexto original. Entre las recomendaciones, -indica-, que no es
necesario en un curso de célculo presentar el teorema fundamental tal como se dio
originalmente, aunque es necesaria una discusion reflexiva acerca de su origen y
desarrollo, la cual puede ser provechosa para comprender las relaciones que establece

dicho teorema.

Ponce-Campuzano y Maldonado-Aguilar (2015), presentan y discuten el ejemplo
propuesto por Vito Volterra en 1881, sobre la teoria de integracion en conjuntos
infinitos, especificamente de una funcion diferenciable F cuya derivada F' es acotada
pero no integrable por Riemman. Basado en antecedentes histéricos del calculo integral
en el siglo XVIII cuando el célculo integral se consideraba esencialmente como el
proceso inverso del célculo diferencial. En otras palabras, la integracion fue concebida
como el proceso inverso de la derivacion. El ejemplo de Volterra es una de las funciones
considerado el primer ejemplo de una funcién continua que posee una derivada acotada
que no es integrable por Riemann. Este ejemplo de Volterra que muestra que dentro del
contexto de la teorfa de la integracién de Riemann (analisis matematico”) las

operaciones fundamentales derivacion y la integracion no son totalmente reversible.
1.4. APROXIMACION AL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Como hemos evidenciado a lo largo de este capitulo, en cuanto a la comprension de los
objetos matematicos desde el PMA, los trabajos mas recientes pueden situarse en un
enfoque que contempla la comprension del conocimiento matematico desde una
perspectiva amplia y profunda, centrados en el interés de aspectos como su naturaleza,
funcionamiento, evolucion o valoracion. Entre los que se encuentran Sierpinska (1992,

1994), Sfard (1991), Dubiski (1991), Pirie y Kieren (1994) y Godino (2000).

Parte de la matematica que estudia la rigurosidad de campos, como: Analisis real, teoria de la medida,
geometria diferencial, analisis numérico, analisis no real, analisis complejo, analisis no-estandar, analisis
funcional, y analisis arménico, entre otros.
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En cuanto a la antiderivada como objeto autonomo, son escasas las investigaciones,
resaltando el trabajo de Metaxas (2007), que explora las dificultades en la comprension
de la integral indefinida. En los otros trabajos aqui referidos, se indica en general como
sugerencias, la importancia de separar los estudios de la integral definida de la integral

indefinida, lo que conlleva dar independencia y relevancia a este objeto matematico.

En ese sentido como podemos vincular el objeto matematico antiderivada con un
modelo de comprension, en donde se de gestionen acoplamientos entre los significados
(personales e institucionales) acompafiado de la historia de la matematica. Entonces es

oportuno preguntarnos:

(Es posible evaluar la comprension que tienen estudiantes universitarios acerca de la

nocion antiderivada? Si es posible, ;De qué forma?

Preguntas que van perfilando, nuestro trabajo de investigacion, —la comprension de la
antiderivada en estudiantes de universitarios—. Sustentados en el hecho de que en la
actualidad solo hay un estudio que trata de indagar la comprension de la antiderivada —

entendiéndola como un objeto matematico con identidad propia y naturaleza compleja—.

En este sentido, en el presente trabajo de investigacion, nos hemos propuesto indagar la
comprension de la nocidon matemdtica antiderivada en estudiantes universitarios.
Investigacion que manifestamos va tener suficientes garantias de validez, originalidad,
rigurosidad, reproductibilidad y relevancia; elementos que entre otros, aseguran la
calidad de una investigacion sobre la comprension matematica, como lo indican
Gallardo y Gonzalez (2007), proporcionando de esta forma un avance significativo y

relevante en la educacion matematica.
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CAPITULO 2

Marco Teérico, Problema de

Investigacién y Metodologia

2.1. INTRODUCCION

El presente capitulo estd estructurado en tres apartados. En el primero de ellos se
presentan las herramientas y nociones tedricas que enmarcan esta investigacion, y que
se utilizan para el desarrollo del estudio. Concretamente, se describen aquellas nociones
teorico-metodologicas que proporciona el marco tedrico conocido como Enfoque Onto-
Semiotico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematica. A partir de las nociones
de dicho marco teorico, en el segundo apartado se define la pregunta y los objetivos de
la investigacion, planteando y describiendo para cada uno de ellos, distintas fases de
investigacion encaminadas a la consecucion de cada uno de dichos objetivos. La

metodologia empleada en cada fase de investigacion se describe en el apartado tres.

2.2. EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DEL CONOCIMIENTO Y LA
INSTRUCCION MATEMATICA

Para esta investigacion se ha adoptado el marco tedrico conocido como Enfoque Onto-
Semidtico (EOS) de la cognicidon e instruccidon matematica, desarrollado en diversos
trabajos por Godino y colaboradores (Godino & Batanero, 1994; Godino & Batanero,
1998; Godino, Batanero & Font, 2007; Font, Godino & Gallardo, 2013). El EOS ha
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surgido dentro de la educacion matematica, con el proposito de articular diferentes
puntos de vista y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y
aprendizaje. Para cumplir con este fin adopta una perspectiva global, teniendo en cuenta
las diversas dimensiones o facetas y las interacciones entre las mismas, tal como se
representa en el Figura 2.1. El EOS resalta el caracter relacional y multidimensional de

la ensefianza de las matematicas en el sentido dado por Frankle, Kazemi y Battey

(2007):

Los profesores, los estudiantes, y el contenido solo se pueden comprender unos
en relacion a los otros. El profesor trabaja para orquestar el contenido, las
representaciones del contenido, y las interrelaciones de las personas que
intervienen en la clase. Los modos de estar de los estudiantes, sus formas de
participacion, y su aprendizaje emerge de estas relaciones mutuamente

constitutivas. La ensefianza es también multidimensional. (p. 227)

Figura 2.1. Niveles y Facetas del EOS
El EOS es un enfoque construido sobre diversos modelos o bases para cada una de sus
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facetas, entre los que se encuentran: las bases antropologicas y socioculturales (Bloor,
1983; Chevallard, 1992; Radford, 2006), que fundamentan la faceta epistemologica y
ecologica de las matematicas; bases semioticas (Eco, 1976; Hjelmslev, 1943; Peirce
1931-58), que sustentan la faceta cognitiva y afectiva de la matemadtica; bases socio
constructivistas (Ernest, 1998; Brousseau, 1997), que orientan la faceta instruccional, y
por ultimo bases sistémico-ecologicas (Morin, 1994), que relacionan las facetas
anteriores entre si y con el trasfondo bioldgico, material y sociocultural (Maturana &

Varela, 1984) en el que tiene lugar la actividad de estudio y comunicacion matematica.

Las facetas del EOS se deben analizar segiin diversos niveles: las practicas de los
agentes implicados, las configuraciones de los objetos intervinientes, las normas que
condicionan y soportan la realizacion de las practicas y la valoracion de la idoneidad o
adecuacion del proceso educativo en toda su globalidad (Godino, Font, Wilhelmi & De

Castro, 2009).

Adicional a esto, las nociones del EOS se han aplicado en diversas investigaciones
teoricas y experimentales desarrolladas en tesis doctorales y otros trabajos de
investigacion, y se utiliza en esta investigacion porque provee de herramientas tedricas
y metodologicas que permiten realizar un andlisis detallado y pertinente de los
conocimientos que poseen estudiantes universitarios en relacion a la nocién matematica
antiderivada, entendiendo conocimiento como el constructo que involucra comprension,

competencia y disposicion (Pino-Fan, Godino & Font, 2010).

A continuacion se describen las nociones del EOS que serdn de utilidad para el

desarrollo de este trabajo.
2.2.1. Sistemas de practicas: personales e institucionales

Dentro del enfoque ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccién matematica,
la nocion de sistema de practicas juega un papel central tanto desde el punto de vista
epistemologico como didactico. Con esta nocion se asume y hace operativo el supuesto
antropologico sobre las matematicas en el que se apoya el EOS. Godino y Batanero

(1994) definen sistema de practicas como: “toda actuacion o manifestacion (lingiiistica
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o no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la

solucion, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas” (p. 334).

Asi, estas practicas pueden ser realizadas por una persona o compartidas en el seno de
una institucion, lo cual da lugar a las nociones de sistemas de practicas personales 'y
sistemas de prdcticas institucionales, las cuales son definidas por Godino y Batanero

(1994) como sigue:

El sistema de practicas institucionales, asociadas a un campo de problemas,
esta constituido por las prdcticas consideradas como significativas para
resolver un campo de problemas C y compartidas en el seno de la institucion |
(....). Los sistemas de prdcticas personales, asociadas a un campo de
problemas, esta constituido por las prdcticas prototipicas que una persona
realiza en su intento de resolver un campo de problemas C. Representamos este

sistema por la notacion Pp(C)". (p. 339)

Como senalan Font, Godino y Gallardo (2013), las practicas matematicas pueden ser
conceptualizadas como la combinacion de una practica operativa, a través de la cual los
textos matematicos son leidos y producidos, y una practica discursiva, la cual permite la
reflexion sobre las practicas operativas (p. 104). Los sistemas de practicas se proponen
como respuestas a la cuestion semidtica, ;qué significa el objeto O?, o a la cuestion
ontolédgica, ;qué es el objeto matematico 0? (Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy, 2011).
En los siguientes apartados se vera cudl es la relacion subyacente entre los sistemas de

practicas, los objetos matematicos y sus significados.
2.2.2. Objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas

En el EOS se adopta de entrada un cierto pragmatismo, puesto que se considera a los
objetos matematicos como entidades emergentes de los sistemas de practicas realizadas
para resolver un campo de problemas (Godino & Batanero, 1994). Font, Godino y

Gallardo (2013) lo sefialan de la siguiente manera:

Nuestra propuesta ontologica se deriva de la practicas matemdticas, siendo
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éstas el contexto basico en la que los individuos obtienen su experiencia y de las
cuales los objetos matematicos emergen. Consecuentemente, el objeto adquiere

un estatus derivado de las practicas que le preceden. (p. 104)

En las practicas matematicas intervienen objetos ostensivos (simbolos, graficos, iconos,
etc.) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc.), que evocamos al hacer
matematicas y que son representados en forma textual, oral, grafica o incluso gestual.
De los sistemas de practicas matematicas operativas y discursivas emergen nuevos
objetos que provienen de las mismas y dan cuenta de su organizacién y estructura.
Ahora bien, como vimos en la seccion anterior, los sistemas de practicas pueden ser
personales o institucionales; asi, si los sistemas de practicas son compartidos en el seno
de una institucion entonces los objetos emergentes se considerardn como objetos
institucionales, mientras que si tales sistemas corresponden a una persona, entonces
seran considerados objetos personales. Godino y Batanero (1994) los definen de la

siguiente manera: “el objeto institucional O] es un emergente del sistema de practicas
sociales asociadas a un campo de problemas, esto es, un emergente de PJ(C). Los
elementos de este sistema son los indicadores empiricos de O] (p. 338). Mientras que:
“el objeto personal Op es un emergente del sistema de prdcticas personales

significativas asociadas a un campo de problemas, esto es, un emergente de Pp(C)” (p.

339).

Los autores sefalan que la emergencia del objeto personal es progresiva a lo largo de la
historia del sujeto, como consecuencia de la experiencia y del aprendizaje; mientras que
la emergencia del objeto institucional es progresiva a lo largo del tiempo. En un
momento dado es reconocido como tal objeto por la institucion, pero incluso después de
esta etapa sufre transformaciones progresivas segun se va ampliando el campo de

problemas asociados.

Como se ha sefialado, en las practicas matemadticas intervienen objetos ostensivos
(lenguaje, simbolos, graficos, etc.) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc.). En

este sentido dentro del EOS se propone la siguiente tipologia de objetos matematicos
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primarios, intervinientes en los sistemas de practicas (Godino, Batanero & Font, 2007):

* Elementos lingiiisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos,...) en sus
diversos registros (escrito, oral, gestual,...).

* Situaciones/Problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, tareas...).

* Conceptos/Definiciones (introducidos mediante definiciones o descripciones)
(recta, punto, nimero, media, funcion,...).

* Proposiciones/Propiedades (enunciados sobre conceptos,...).

* Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo,...).

* Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo,...).

A su vez estos objetos se organizan en entidades més complejas: sistemas conceptuales,
teorias, etc. Estos seis tipos de entidades primarias postuladas amplian la tradicional
distincion entre entidades conceptuales y procedimentales, al considerarlas insuficientes
para describir los objetos intervinientes y emergentes de la actividad matematica. Las
situaciones/problemas son el origen o razén de ser de la actividad; el lenguaje representa
las restantes entidades y sirve de instrumento para la accidn; los argumentos justifican
los procedimientos y proposiciones que relacionan los conceptos entre si. En el apartado
2.2.4 veremos cOmo estos objetos primarios estan relacionados entre si formando redes

mas complejas de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas.
2.2.3. Significados y tipos de significados de los objetos matematicos

En el EOS se concibe el significado de los conceptos matematicos (numero, funcion,
antiderivada,...), desde una perspectiva pragmatica-antropologica. El significado de un
objeto matematico se define como el sistema de practicas operativas y discursivas que
una persona (o una institucion) realiza para resolver una cierta clase de
situaciones/problemas en las que dicho objeto interviene. Asi, el significado de un
objeto matematico puede ser visto desde dos perspectivas, institucional y personal, lo
cual da origen a los significados institucionales 'y significados personales

respectivamente. Godino y Batanero (1994) definen estos significados de la siguiente
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manera: “significado de un objeto institucional O] es el sistema de practicas

institucionales asociadas al campo de problemas de las que emerge O en un momento

dado” (p. 340).

Esta nocion de significado institucional permite introducir en la problematica
epistemologica y didactica, el estudio de la estructura de los sistemas de practicas
sociales de los que emergen los objetos matematicos, asi como su evolucion temporal y
dependencia institucional. En correspondencia con el significado institucional de un
objeto, los autores dan la siguiente definicion: “significado de un objeto personal Op es
el sistema de prdcticas personales de una persona p para resolver el campo de

problemas del que emerge el objeto Op en un momento dado” (Ibid., p. 341).

Hay que resaltar que los significados personales incluyen conocimiento, comprension y
competencia. Ademads, es obvio que los objetos personales e institucionales no tienen un
unico significado. Por ejemplo, en una clase de matematicas (una instituciéon) en donde
se lleva a cabo un sistema de practicas de donde emerge el objeto “antiderivada”, el
significado que los estudiantes atribuyan a dicho objeto dependera de los sistemas de
practicas que lleve a cabo esa institucion en particular, y que es distinto al significado

subyacente a los sistemas de practicas que lleve a cabo otra institucion.

Los sistemas de practicas se han categorizado teniendo en cuenta diversos puntos de
vista. El primero es la distincion entre la faceta personal, o idiosincrasica de un sujeto,
de las practicas y la faceta institucional (compartida, social) de las mismas. Cuando esta
nocion se aplica a la descripciéon de los conocimientos de un sujeto particular seréd
necesario distinguir el sistema global de practicas, que potencialmente puede poner en
juego dicho sujeto, de los subsistemas de practicas declaradas (en un proceso de
evaluacion) y logradas (al ser comparadas con unas practicas institucionales de
referencia). En cuanto a las practicas institucionales también es necesario distinguir
entre las efectivamente implementadas en un proceso de estudio, de las pretendidas y de
las précticas de referencia. La interpretacion semidtica de las practicas lleva a hablar de

tipologias de significados personales (globales, declarados y logrados) y de significados
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institucionales (implementados, evaluados, pretendidos, referenciales) (Godino, Font,

Wilhelmi & Lurduy, 2011). La Figura 2.2, describe dichas relaciones.

(" SIGNIFICADOS . ( smmncmos\
/ PERSONALES [ PariciPacion | \srirycionaLES

' Giobal \ | Ensefanza / Referencial '\
Declarado Pretendido
Acoplamiento

Implementado

Logrado

Aprendizaje Evaluado

Apropiacion \ /

\ J

parcial parcial

SISTEMA DE PRACTICAS
Operativas Discursivas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 2.2. Tipologia de significados sistémicos

/s,;gm,d., HOLOSIGNIFICADO s,g.,mcadx

Respecto de los significados personales se proponen los siguientes tipos:

* Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que es
capaz de manifestar potencialmente el sujeto relativas a un objeto
matematico.

* Declarado: da cuenta de las practicas efectivamente expresadas a proposito
de las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto las correctas como
las incorrectas desde el punto de vista institucional.

* Logrado: corresponde a las practicas manifestadas que son conformes con la
pauta institucional establecida. En el analisis del cambio de los significados

personales que tiene lugar en un proceso de estudio interesara tener en cuenta
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los significados iniciales o previos de los estudiantes y los que finalmente

alcancen.
Con relacion a los significados institucionales se proponen los siguientes tipos:

* Referencial: sistema de practicas que se usa como referencia para elaborar el
significado pretendido. En una institucion de ensefianza concreta este
significado de referencia serd una parte del significado holistico del objeto
matematico. La determinacion de dicho significado global requiere realizar
un estudio histdrico y epistemologico sobre el origen y evolucion del objeto
en cuestion, asi como tener en cuenta la diversidad de contextos de uso
donde se pone en juego dicho objeto.

* Pretendido: sistema de practicas incluidas en la planificacion del proceso de
estudio.

* Implementado: en un proceso de estudio especifico es el sistema de practicas
efectivamente implementadas por el docente.

* Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los

aprendizajes.

En general, como sefialan Godino y Batanero (1994) los significados logrados por los
estudiantes dependen fundamentalmente de los significados institucionales,
concretamente, de los significados pretendidos asociados a los sistemas de practicas
planificados para un proceso particular de instruccion, asi como de los significados
efectivamente implementados en dicha instruccion y de los evaluados. Ademas, el
profesor, como parte de la institucion de ensefianza, debe recurrir, para la eleccion de los
significados pretendidos, a los significados de referencia. En una institucion de
ensefianza concreta este significado de referencia sera una parte del significado holistico
del objeto matematico (Pino-Fan, Godino & Font, 2011). La determinacién de dicho
significado global (u holistico) requiere realizar un estudio histdrico-epistemologico
sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como tener en cuenta la
diversidad de contextos (sistemas de practicas) de uso donde se pone en juego dicho

objeto.
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El significado global de referencia se define a partir de dos nociones (Pino-Fan, Godino

& Font, 2011):

1) significado global, también denominado significado holistico u holo-
significado, comprende los diferentes significados parciales de un objeto
matematico.

2) significado de referencia, entendido como los sistemas de précticas que se
usan como referencia para elaborar los significados que se pretenden incluir

en un proceso de estudio.
2.2.4. Configuraciones de objetos y procesos

La nocidn de “sistema de practicas” es util para ciertos andlisis de tipo macrodidacticos,
particularmente cuando se trata de comparar la forma particular que adoptan los
conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales, contextos de uso o
juegos de lenguaje. Para un andlisis mas “fino” de la actividad matematica, en el EOS se
ha introducido la tipologia de objetos matemadticos primarios antes comentada
(situaciones, lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos). Estos
objetos matematicos primarios estan relacionados entre si formando redes de objetos
intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas, 1o que en el EOS se conoce con
el nombre de configuraciones. Estas configuraciones pueden ser socio-epistémicas

(redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales).

Asi, para la realizacion de una practica matematica y para la interpretacion de sus
resultados como satisfactorios, se necesita poner en funcionamiento determinados
conocimientos. Si consideramos, por ejemplo, los componentes del conocimiento para la
realizacion y evaluacion de la préctica que permite resolver una situacion-problema
(e.g., plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas), vemos el uso
de lenguajes, verbales y simbolicos. Estos lenguajes son la parte ostensiva de una serie
de conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de
argumentos para decidir si las acciones simples que componen la practica, y ella en

tanto que accidon compuesta, son satisfactorias. En consecuencia, cuando un agente
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realiza y evalia una practica matemadtica, activa un conglomerado formado por
situaciones/problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos, articulados en la configuracion de la Figura 2.3 (Font & Godino, 2006, p.

69).

La definicion de objeto como emergente de los sistemas de practicas, y la tipologia de
objetos primarios, responden a la necesidad de poder describir los sistemas de practicas,
a fin de compararlos entre si y tomar decisiones en el disefio, desarrollo y evaluacion de

procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas.
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Figura 2.3. Configuraciéon de objetos matematicos primarios

Estos objetos matematicos primarios que conforman la configuracion, se manifiestan de
diversas maneras durante la actividad matematica: el lenguaje con el cual nos referimos
a ellos, que a su vez evocan a conceptos o definiciones, los cuales se vuelven operativos

mediante procedimientos y propiedades asociadas, que se manifiestan durante la
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solucion de las tareas matemadticas. Ademads, cada uno de los objetos matematicos
primarios puede ser considerado desde distintas facetas o dimensiones duales (Godino,

2002):

* Personal — institucional. Si los sistemas de practicas son compartidas en el
seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos
institucionales”, mientras que si estos sistemas son especificos de una
persona se consideran como “objetos personales” (Godino y Batanero, 1994).
La cognicion matematica debe contemplar las facetas personal e
institucional, entre las cuales se establecen relaciones dialécticas complejas y
cuyo estudio es esencial para la educacion matematica.

* Ostensivo — no ostensivo. Se entiende por ostensivo cualquier objeto que es
publico y que, por tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos institucionales
y personales tienen una naturaleza no-ostensiva (no perceptibles por si
mismos). Ahora bien, cualquiera de estos objetos se usa en las practicas
publicas por medio de sus ostensivos asociados (notaciones, simbolos,
gréficos, ...).

* Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos
participan como entidades unitarias (que se suponen son conocidas
previamente), mientras que otras intervienen como sistemas que se deben
descomponer para su estudio. En el estudio de la adicion y sustraccion, en los
ultimos niveles de educacidon primaria, el sistema de numeracion decimal
(decenas, centenas,...) se considera como algo conocido y en consecuencia
como entidades unitarias (elementales). Estos mismos objetos, en el primer
curso tienen que ser considerados de manera sistémica para su aprendizaje.

* FExpresion — contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcion
semidtica (Eco, 1995). La actividad matematica y los procesos de
construcciéon y uso de los objetos matematicos se caracterizan por ser
esencialmente relacionales. Los distintos objetos no se deben concebir como
entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con otros. La relacion se

establece por medio de funciones semioticas, entendidas como una relacion
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entre un antecedente (expresion, significante) y un consecuente (contenido,
significado) establecida por un sujeto (persona o institucién) de acuerdo con
un cierto criterio o cddigo de correspondencia.

* Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un juego
de lenguaje como un caso particular (un ejemplo especifico, la funcion
y = x>+ 1) y una clase mas general (e.g., la familia de funciones
y = ax? + bx + ¢). La dualidad extensivo-intensivo se utiliza para
explicar una de las caracteristicas basicas de la actividad matematica: el uso

de elementos genéricos (Contreras, Font, Luque & Ordoéiiez, 2005).

Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011) sefalan que tanto estas dualidades como los
objetos matemadticos primarios, pueden ser analizados desde una perspectiva proceso—

producto, lo que conlleva a considerar los siguientes procesos cognitivos/ epistémicos:

* Institucionalizacion — Personalizacion.

* Generalizacion — Particularizacion.

* Descomposicion/Analisis — Composicion/Reificacion.
* Materializacion — Idealizacion.

* Representacion — Significacion.

La emergencia de los objetos matematicos primarios considerados en el modelo (Figura
2.4) llevan asociados, respectivamente, los procesos de problematizacion,
comunicacion, definicion, algoritmizacion, enunciacion y argumentacion. La Figura 2.4
muestra el desglose, y las interacciones, de los objetos matematicos primarios, las

facetas duales desde las que éstos pueden ser vistos, y los procesos que llevan asociados.
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Figura 2.4. Configuracion de objetos y procesos matematicos

Otros procesos como los de resolucion de problemas y la modelizacién pueden ser
vistos como mega procesos € implican la intervencion y activacion de los procesos antes
mencionados, los cuales se presentan en la Figura 2.4. En esta figura se puede observar
el papel central que tienen en el EOS las situaciones/problemas y las practicas realizadas
para resolverlas, asi como su dependencia de los contextos institucionales en que tienen

lugar.

Estas configuraciones de objetos y procesos suele recibir el nombre configuracion
ontosemiotica (Pino-Fan, Godino & Font, 2015), y pueden ser de caracter epistémico o
cognitivo, segun se refiera a objetos matematicos y procesos institucionales o

personales, respectivamente.
2.2.4.1. Relacion entre creencia y configuracion ontosemidtica cognitiva

Existen diversas interpretaciones acerca de lo que es una creencia, resumimos aqui la

posicion de Rubio (2012) y Pino-Fan (2014). Una de la més importantes es la que
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proporciona Peirce (1931-58) (citado en Faerna, 2006), quien sefiala que una creencia se
debe entender como “disposicion para la accidon”. Peirce denomina genéricamente
“investigacion” o “indagacion” al proceso que desencadena las irritaciones
experimentadas por el organismo y cuyo fin es establecer un estado de creencia (Yo creo
P). Asi, vemos que el término “creencia” estd asociado a ‘“acciones”, las cuales son
respuesta a la “situacion” que se le presenta al organismo, y a “proposiciones” (Yo creo
P) las cuales en muchos casos son propiedades que relacionan “conceptos”. Segun
Peirce, el sujeto ante una determinada “situacion/problema”, genera un proceso de
“investigacion” para establecer la creencia “Yo creo P”. Ahora bien, si reflexionamos
con mas detalle sobre el mecanismo de fijacion de creencias propuesto por dicho autor,
vemos que el paso de la “duda” a la “creencia” exige unos métodos de razonamiento que
rigen las operaciones simbdlicas que permiten tal paso. Tales métodos se desarrollan por
imperativo de la experiencia y se refinan con el uso. Por otra parte, es evidente que todo
lo anterior requiere expresarse por medio de un cierto “lenguaje”. En otros términos, la
practica realizada por un sujeto, que genera (o estd de acuerdo con) una determinada
creencia, se puede considerar como el resultado de la activacion de algo parecido a lo
que en el EOS se ha denominado configuracion cognitiva de objetos y procesos o

configuracion cognitiva.

Por ejemplo si la creencia del sujeto es que 2 + 2 = 5, esta creencia se puede entender
como una norma personal (cognitiva) que formara parte de la configuracion cognitiva
que el sujeto aplicard en la realizacion de practicas matematicas en las que sumar, y de
manera regular se podra observar que siempre que el alumno tenga que sumar dos mas

dos dara como resultado la proposicion “es cinco”.

Por otra parte, una configuracion ontosemiotica permite identificar conflictos
semioticos” potenciales (que se pueden detectar a priori), y de igual forma permite

resolver los conflictos que se producen durante los procesos de ensefianza.

4 . i . L . . - o
Conflicto semiotico es cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una
expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion comunicativa y pueden explicar las
dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas.
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2.2.5. Relacion entre concepcion y significado personal de un objeto matematico

De acuerdo con Artigue (1990) y Pino-Fan (2014), la nocién de concepcién es uno de
los constructos més usados en didactica de las matematicas. Este hecho justifica el que
se hayan propuesto diversas caracterizaciones del término concepcion, asi como también
el que se hayan propuesto diferentes criterios para distinguir entre creencia y
concepcion. Hay investigadores, por ejemplo Gil y Rico (2003) y Martinez (2003), que
consideran las creencias como verdades personales incuestionables que son
idiosincraticas, un conocimiento que no se cuestiona, que se asume sin ser
problematizado, mientras que las concepciones serian un conocimiento mas elaborado,
mas racional y mds proposicional, que cuenta con procedimientos para valorar su

validez.

En la literatura sobre creencias y concepciones se han propuesto otras distinciones para
diferenciar las creencias de las concepciones. Para algunos investigadores, por ejemplo
Moreno (2001) y Moreno y Azcarate (2003), la diferencia estd en la tematica, las
concepciones tendrian que ver con las matematicas y las creencias con la ensefianza y
aprendizaje de las mismas. Otra opcion estd en diferenciar estos dos constructos en
funcion de su complejidad —por ejemplo, D’Amore (2004) considera la concepcion
como un conjunto de creencias— o bien, en funciéon de su caracter mas basico —por
ejemplo, Ponte (1994) las considera como un substrato conceptual que juega un papel
importante en pensamiento y accion—, lo que en cierta medida es equivalente. En esta
clasificacion, las concepciones son consideradas un conjunto de creencias o bien como
componentes basicos de muchas creencias diferentes. De acuerdo con esta doble
perspectiva, las concepciones, para diversos autores, serian estructuras muy bdsicas
compuestas, ademds de creencias, por otros componentes. Por ejemplo Thompson
(1992), las caracteriza como una estructura mental general, abarcando creencias,

significados, conceptos, proposiciones, reglas, imdgenes mentales, preferencias y gustos.

Tal como explica Ramos (2006), el término “concepciéon” aparece también en la famosa
maxima pragmatica de Peirce: “consideremos qué efectos, que puedan tener

concebiblemente repercusiones prdcticas, concebimos que tiene el objeto de nuestra
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concepcion. Entonces, nuestra concepcion de esos efectos es el todo de nuestra

concepcion del objeto” (citado en Faerna, 1996, p. 110).

En esta méxima el término concepcion se utiliza para clarificar el significado. En efecto,
se trata de una maéxima para analizar el significado de los objetos en tanto que
concebidos (es decir, de conceptos). En segundo lugar, el significado de un concepto, de
acuerdo con dicha maxima, queda enlazado a otros significados y a otros conceptos ya
que en las practicas no interviene solo el objeto que es el centro de nuestro interés. En
tercer lugar, la méxima afirma que la concepcioén del objeto es la concepcion de sus
efectos practicos concebibles. Ahora bien, puesto que concebir algo consiste en anticipar
hipotéticamente su repercusion sobre la experiencia bajo ciertas circunstancias, esta

maxima identifica la concepcion con los efectos practicos (sobre todo los futuros).

De acuerdo con Ramos (2006), cuando en el EOS se considera el significado de los
objetos personales como el conjunto de practicas en las que el objeto en cuestion juega
un papel determinante, se esta recogiendo esta vision pragmatica de la “concepcion”.
Ademas, la vision holistica de los significados propuesta por el EOS, se relaciona, de
cierta manera, con las investigaciones que consideran la concepcioén de un objeto como
un sistema de creencias o como un substrato basico de las creencias. En efecto, si
tomamos en cuenta la concepcion de un objeto personal como equivalente al sistema de
practicas en las que el objeto juega un papel determinante, y dado que el objeto y cada
practica quedan relacionados por una configuracién cognitiva que, en cierta medida, se
puede considerar equivalente a la configuracion asociada a una creencia, resulta que, en

cierta forma, una concepcion puede considerarse como un sistema de creencias.
2.2.6. Comprension y conocimiento

En concordancia con Pino-Fan (2014), hay dos maneras bésicas de entender la
comprension: como proceso mental o como competencia (Font 2001, Godino, Batanero
y Font, 2007). Estos dos puntos de vista responden a concepciones epistemologicas que,
como minimo, son divergentes, por no decir que estdn claramente enfrentadas. Los

enfoques cognitivos en la Didactica de las Matematicas, en el fondo, entienden la
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comprension como proceso mental. Los posicionamientos pragmatistas del EOS, en
cambio, llevan a entender, de entrada, la comprension basicamente como competencia y
no tanto como proceso mental (se considera que un sujeto comprende un determinado
objeto matematico cuando lo usa de manera competente en diferentes practicas) lo cual
implica concebirla también como conocimiento y aplicacion de las normas que regulan
la practica. Se trata, pues, de un punto de vista que procura dilucidar la inteligibilidad de
las acciones humanas clarificando el pensamiento que las informa y situdndolo en el
contexto de las normas sociales y de las formas de vida dentro de las cuales aquéllas

ocurren.

Ahora bien, el hecho de considerar que las funciones semidticas tienen un papel esencial
en el proceso relacional entre entidades, o grupos de ellas, que se realiza en las practicas
matematicas (dentro de un determinado juego de lenguaje), permite entender en el EOS
la comprension también en términos de funciones semidticas. En efecto, podemos
interpretar la comprension de un objeto O por parte de un sujeto X (sea individuo o
institucion) en términos de las funciones semidticas que X puede establecer, en unas
circunstancias fijadas, en las que se pone en juego O (expresion o contenido); cada
elemento de esta funcion adquiere relaciones que son funtivos’, en el sentido dado por
Hjelmslev (1943). Esta manera de entender la comprension resulta especialmente util
para hacer andlisis microscopicos de textos matematicos como el que se realiza en

Contreras, Font, Luque y Ordonez (2005).

Ademas, el término conocimiento se utiliza en el sentido de constructo epistémico—
cognitivo general que incluye comprension, competencia y disposicion (Pino-Fan,
Godino & Font, 2010, p. 209). La disposicion, o capacidad, se relaciona con la nocion
de objeto matematico y didactico personal, es decir, aquello que posibilita la practica. La
competencia se relaciona con la activacion de la configuracion ontosemidtica cognitiva
adecuada, e idoneamente acoplada a la configuracién ontosemidtica epistémica (o

configuracion ontosemidtica de referencia), y al contexto en el que se desarrolla la

° Un funtivo es una relaciéon que se establece entre dos elementos de una funcién lingiisitica
(Hjelmslev,1943)
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practica. La comprension tiene que ver con la relaciones que se deben establecer entre
todos los elementos que intervienen en la implementacion de una configuracion

epistémica y cognitiva idonea para un contexto determinado.

2.3. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Todas esas investigaciones, presentadas en el Capitulo 1, han ayudado a reafirmar la
importancia de analizar la comprension de la antiderivada, y promover el aprendizaje de

los estudiantes sobre dicha nocidn.

En este sentido, este trabajo de investigacion aborda un aspecto fundamental del proceso
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, concretamente el que tiene que ver con
la articulacion de los significados institucionales (faceta epistémica) con los significados
personales (faceta cognitiva), a su vez relacionados con dos niveles de andlisis del
conocimiento matematico, nivel de practicas y nivel configuraciones. Esta articulacion
de las facetas nombradas, en relacion con dichos niveles, se hace a través de la
comprension, en relacion con las concepciones matematicas que hacen emerger

conocimiento.

Desde el punto de vista epistemoldgico, se puede plantear la pregunta: ;Qué es la
antiderivada?; o de forma andloga, ;Cudl es el significado del objeto matematico
antiderivada? Desde el punto de vista cognitivo, se puede plantear la pregunta: ;Qué
significado o significados confieren los estudiantes a la antiderivada en un momento

curricular determinado?

Es claro que, desde un punto de vista idoneo, la respuesta a la segunda pregunta debe ser
lo més cercana posible a la respuesta de la primera. Es decir, lo que busca la Didactica
de la Matematica es tratar de gestionar un “acoplamiento” entre los significados
pretendidos por una institucion educativa y los significados personales
(conocimientos/comprension de los estudiantes sobre objetos matematicos concretos); 1o
cual resulta complicado debido a la diversidad, riqueza y complejidad intrinseca de los

significados personales de los objetos matematicos que pueden emerger en el aula, a
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proposito de la implementacion de una situacion/problema (Pino-Fan, Assis & Godino,

2015).

De esta forma, y dada la complejidad del tema, el problema de investigacion se puede

resumir con las siguientes preguntas:

(Es posible evaluar la comprension que tienen estudiantes universitarios acerca de la

nocion antiderivada? Si es posible, ;De qué forma?

Asi, para abordar de forma clara y organizada nuestro problema de investigacion, en la
siguiente seccidon se presentan las preguntas y objetivos de investigacion, por medio de
los cuales se pretende realizar una aproximacioén a las respuestas de las cuestiones

anteriores.
2.3.1. Preguntas y objetivos de investigacion

Dado que se ha presentado el marco tedrico de referencia que enmarcard esta
investigacion, se estd en condiciones de plantear las preguntas y objetivos de

investigacion, las cuales se responderdn en el transcurso de la investigacion.

En este trabajo de investigacion nos hemos propuesto responder, aunque sea de forma

parcial, las siguientes preguntas de investigacion (PI):

PI-1: ;Comprenden los estudiantes universitarios la nocion de

antiderivada?

PI-2: ;Qué aspectos o criterios, se deben contemplar en los procesos
de ensefianza y aprendizaje de la antiderivada, para lograr que

los estudiantes comprendan esta nocion matemadatica?
En relacion a PI-1 y PI-2, el objetivo general (OG) de esta investigacion es:

OG: Evaluar y caracterizar el conocimiento matematico (el cual
vincula comprension, competencia y disposicion) de estudiantes

universitarios sobre la nocion antiderivada.
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Para la consecucion del OG y asi dar respuesta a la PI-1 y PI-2, es necesario el
planteamiento de una serie de objetivos especificos (OE). Estos objetivos se derivaran
de preguntas de investigacion mas concretas (PCI), cuyas respuestas contribuirdn a la
consecucion del objetivo general, y por ende, a responder las preguntas de investigacion

PI-1 y PI-2. Asi, una pregunta que surge de manera natural es la siguiente:

PCI-1: ;Qué sugiere la literatura de investigacion en Educacion
Matematica, sobre los factores involucrados en la
comprension de una nocion matemdtica, y particularmente

sobre la antiderivada?
Para responder a PCI-1, se propone el siguiente objetivo especifico:

OE-1: Estudiar y caracterizar las investigaciones en torno a la
problematica sobre la comprension de los objetos matemdticos,
particularmente aquellas que tratan sobre la antiderivada, con
el fin de determinar criterios especificos para la comprension

de dicha nocion matematica.

Como sefialamos anteriormente, el objetivo general de esta investigacion es evaluar y
caracterizar la comprension de la antiderivada, en este sentido, si lo que queremos es
evaluar, inicialmente se debe delimitar qué se entiende por dicha nocion matematica. La

problematica de la delimitacion, la podemos resumir con la siguiente pregunta:
PCI-2: ;Qué es, o cudl es el significado, de la antiderivada?
Para responder a PCI-2, se proponen los siguientes objetivos especificos:

OE-2:  Identificar 'y caracterizar los pares <Practicas,
Configuraciones ontosemioticas epistémicas activadas en
dichas  prdcticas>, mediante un estudio  historico-
epistemologico de tipo documental sobre la antiderivada, lo

cual permitira la identificacion de los distintos significados
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parciales de dicho objeto matematico.

OE-3: Reconstruir el significado global de referencia para la
antiderivada, mediante la consideracion de los significados

parciales obtenidos con el objetivo anterior.

Una vez determinados los aspectos que deben estar involucrados en la
comprension de la antiderivada, estamos en condiciones de abordar la siguiente

pregunta:

PCI-3: ;Cual es el conocimiento sobre la antiderivada, que
efectivamente tienen los estudiantes universitarios de carreras

de matemadticas y afines?
Para responder a PCI-4, se proponen los siguientes objetivos especificos:

OE-4: Disefiar un cuestionario que sea representativo de la
complejidad del significado holistico de la antiderivada. Dicho
cuestionario debe contemplar los criterios identificados a

partir de los objetivos OE-1, OE-2 y OE-3.

OE-5: Implementar el cuestionario disefiado, para evaluar la
comprension de la antiderivada, en muestras intencionales de

estudiantes universitarios colombianos.

OE-6: Caracterizar, a partir de los resultados obtenidos con la
implementacion del cuestionario, el conocimiento sobre la

antiderivada de los estudiantes universitarios colombianos.

OE-7: Identificar, a partir de los resultados de los objetivos OE3 y
OE6, los aspectos que, a futuro, se deberdn tener en cuenta
para el disefio de procesos de instruccion sobre la

antiderivada.
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2.4. METODOLOGIA

Esta investigacion tiene un alto énfasis en las caracteristicas propias de la metodologia
cualitativa, puesto que el interés es: evaluar y caracterizar el conocimiento matemdtico
(el cual vincula comprension, competencia y disposicion) de estudiantes universitarios

sobre la nocion antiderivada.

La investigacion también tendrd un componente cuantitativo, en cuanto que se
construiran instrumentos de evaluacion de respuesta escrita que se aplicardn a muestras
representativas de estudiantes de carreras de matematicas y carreras afines. Estos datos
se analizardn con métodos estadisticos, los cuales permitirdn comparar, contrastar,

identificar diferencias y generar niveles de confianza.

Por consiguiente, esta investigacion se inscribe dentro de un enfoque metodologico de
tipo mixto (Johnson & Onwuegbuzie, 2004), puesto que se trata de un estudio de tipo
exploratorio en el que se considera la observacion de variables cuantitativas (grado de
correccion de los items: respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas) y
cualitativas (tipo de configuraciéon cognitiva activadas en las distintas practicas

matematicas llevadas a cabo).

Las investigaciones por métodos mixtos son un tipo de investigacion en la que un
investigador, o equipo de investigadores, combina elementos de los enfoques de
investigacion cuantitativo y cualitativo (i.e., uso de puntos de vista cuantitativos y
cualitativos, recoleccion de datos, andlisis, técnicas de inferencia) para los propositos
generales de amplitud y profundidad de la comprension y corroboracion (Johnson,
Onwuegbuzie & Turner, 2007). Johnson y Onwuegbuzie (2004) definen esta
metodologia de investigacion como sigue: “las investigacion por métodos mixtos esta
formalmente definida como la clase de investigaciones donde los investigadores
mezclan o combinan técnicas de investigacion, métodos, enfoques, conceptos o

lenguajes, cuantitativos y cualitativos, dentro de un mismo estudio” (p. 17).

Dadas las caracteristicas de este estudio, como se ha mencionado, se utilizard una
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metodologia de tipo mixto, cuyos componentes y fases se detallan a continuacion.

2.4.1. Fases y tareas de la investigacion.

Para la consecucion de cada uno de los objetivos especificos, planteados anteriormente,

nos proponemos las siguientes fases de investigacion:

Fase 1

Fase 2

Tarea de investigacion para OE-1.

* Revision, clasificacion y caracterizacion de la literatura especifica del campo
de Didactica de la Matematica, y concretamente de aquellos estudios
orientados a la comprension de la antiderivada (y, en general, de las nociones
fundamentales del célculo), con la finalidad de determinar antecedentes

especificos de la comprension de dicha nocién matematica.

Tarea de investigacion para OE-2.

* Estudio para determinar significados parciales de referencia de la derivada
mediante el analisis de manuales y referencias bibliograficas especificas de
investigacion didactica sobre aspectos historicos — epistemoldgicos. Con la
finalidad de identificar significados parciales de la antiderivada a través de la

historia.

Tarea de investigacion para OE-3.

* Identificados los significados parciales para la antiderivada, resultado de la
tarea de investigacion OE-2, se concatenan, lo que conformara el significado

global de referencia.
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Fase 3

Tareas de investigacion para OE-4, OE-5, OE-6 y OE-7

* Estudio mediante la triangulacion de expertos, aspectos de la fiabilidad y
validez del cuestionario,

* Estudio de la articulacion de los significados institucionales (faceta
epistémica) con los significados personales (faceta cognitiva), a su vez
relacionados con dos niveles de conocimiento matematico (nivel de practicas
y nivel configuraciones). Esto se pretende realizar mediante la elaboracion e
implementacion de un cuestionario, recogida de datos y el andlisis de los

resultados.
2.4.2. Poblacion y muestra

La poblacion de interés de esta investigacion, son estudiantes del programa matematicas
y otros programas afines a las matematicas, tales como licenciados® en mateméticas o
ingenierias; todas ellas en el contexto Colombiano. Los estudiantes considerados para el
estudio, son estudiantes con un conocimiento variado sobre matematicas, es decir
estudiantes que han abordado desde sus diferentes carreras, cursos de matematicas para
su formacion profesional, que comprenden parte del andlisis matematico (algebra basica,
calculo diferencial, célculo integral). La poblacion objetivo se reduce a los estudiantes
de varias universidades (Universidad Pedagdgica Nacional, Universidad Santo Tomas,
Universidad Central y Universidad Distrital Francisco José de Caldas), en Colombia, los
cuales cursaban al momento del estudio, el tercer o cuarto semestre de las carreras de:

Matematicas, Licenciatura en Matematicas, Ingenieria Civil e Ingenieria Topografica.

Los programas de Licenciatura en Colombia estan relacionados con la formacion de docentes para la
ensefanza en la educacion basica y media (En Chile es denominado pedagogia en educacion media en
matematicas).
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2.4.3. Variables

Como hemos mencionado, este estudio se enmarca dentro de una metodologia de tipo
mixta, debido a que consideramos variables cuantitativas y cualitativas. Como variable
cuantitativa consideramos el grado de correccion de las respuestas de los estudiantes a
las diversas tareas que compondran el cuestionario. Esta variable nos permitird
discriminar entre respuestas correctas, parcialmente correctas y respuestas incorrectas.
La especificacion y descripcion tanto de la variable grado de correccidon como su
tipologia, se realizard cuando realicemos el disefio del cuestionario, dado que el grado
de correccion de las respuestas (correctas, parcialmente correctas e incorrectas)

dependen de las especificidades particulares de cada tarea (ver Anexo 3).

La segunda variable que se considerara es de corte cualitativa y la denominaremos ftipo
de configuracion ontosemiotica cognitiva, la cual refiere a las configuraciones
ontosemioticas cognitivas que los estudiantes movilizardn a propdsito de una
determinada practica. Nuevamente se reitera, la imposibilidad a estas alturas de describir
con profundidad esta variable, ya que la diversidad de configuraciones cognitivas que
activarian los estudiantes en sus soluciones, dependera exclusivamente del tipo de tarea.
Si se puede decir, que una vez definidas las tareas que compondran el cuestionario,
pueden preverse algunos tipos de configuraciones cognitivas (ver anexo 3), y otros se

determinardn a posteriori, tras la implementacion del cuestionario.
2.4.4. Instrumento para la recoleccion de los datos

Para la recoleccion de los datos hemos considerado, principalmente, el diserio de un
cuestionario que permita explorar, la articulacion de los significados institucionales
(faceta epistémica) con los significados personales (faceta cognitiva), a su vez
relacionados con dos niveles de andlisis del modelo del conocimiento matematico que

utilizamos (nivel de practicas y nivel configuraciones).

Profundizaremos en la descripcion de este instrumento para la recoleccion de datos,

cuando se aborde el capitulo 5, destinado al disefio del mismo.
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Ademas, de ser necesario, es posible considerar el uso de entrevistas que permitan
profundizar en la exploracion de las practicas matematicas desarrolladas por ciertos
estudiantes. De acuerdo con Cohén y Manion (1990), una entrevista es un didlogo
iniciado por el entrevistador con el propdsito especifico de obtener informacion
relevante para la investigacion y enfocado por €l sobre el contenido especifico. Puede

servir para tres fines :

1) Medio principal de recogida de informacion relativa a los objetivos.
2) Prueba de hipotesis.

3) Conjuncién de otros métodos (en este caso, el cuestionario disefiado).
Las entrevistas se pueden clasificar en cuatro tipos:

1) Entrevista estructurada, que sigue un esquema previo y, por tanto, el
contenido y los procedimientos se organizan por anticipado.

2) Entrevista no estructurada, en la cual el entrevistador puede modificar la
secuencia de las preguntas, explicarlas o afadir informaciéon en funciéon de
las respuestas o demandas del entrevistado.

3) Entrevista no directiva, en la que el entrevistador toma un rol subordinado.

4) Entrevista dirigida, que consiste en una forma especial de entrevista no

directiva con cierto control.

Siguiendo a estos dos autores, se realizaran entrevistas del tipo no estructurada o mas
concretamente entrevistas semi-estructuradas. Patton (1980), sefiala que una entrevista
semi-estructurada es una forma o modalidad de realizar entrevista en las que se prevén
los temas o tipos de cuestiones que deben ser planificados antes de su ejecucion y, en el
momento del desarrollo, se decide la secuencia y redaccion de las preguntas que,

muchas veces, van siendo marcadas por la dindmica de la conversacion.
2.4.5. Técnicas para el analisis de los datos

La técnica de andlisis usada para la variable cualitativa es el andlisis semiotico (Godino,

2002), la cual permite describir de manera sistematica tanto la actividad matematica
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realizada por los estudiantes universitarios al resolver problemas, como los objetos
matematicos primarios (elementos lingiiisticos, conceptos/definiciones,
proposiciones/propiedades, procedimientos y argumentos) y los procesos de
significacion que intervienen en las practicas realizadas en la resolucion de las tareas
(Godino, Batanero & Font, 2007). Este andlisis lo plantearemos desde la perspectiva
institucional y personal, lo que dara paso a la descripcion detallada tanto de las
configuraciones ontosemioticas epistémicas (andlisis a priori de los conocimientos;
conocimientos esperados), como de las configuraciones ontosemioticas cognitivas

(andlisis de las respuestas de los estudiantes; conocimientos que efectivamente poseen).

En general, en el transcurso del estudio y para cada fase de investigacion, iremos
utilizando las distintas herramientas de analisis que nos proporciona el EOS, mismas

que se han presentado en el apartado 2.2 de este capitulo.

2.5. CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo hemos presentado el marco y los elementos tedricos que han sido
considerados para el desarrollo del trabajo. Estos elementos tedricos y metodologicos,
asi como la formulacion de preguntas, objetivo general, preguntas concretas y objetivos
especificos de investigacion, son la base para la puesta en marcha u operativizacion de
los elementos tedricos y metodoldgicos, asi mismo, la identificacion de fases y
asignacion de tareas de investigacion, aqui presentados, contribuiran a la consecucion de
cada uno de los objetivos, y asi, dar respuestas a cada una de las preguntas de

investigacion propuestas

Podré parecer que algunos aspectos relevantes sobre la metodologia, como la validez y
sus tipos, y la fiabilidad del instrumento (cuestionario), se han dejado de lado. No
obstante, la pretension es considerar estos aspectos, cruciales en la metodologia de un
trabajo de investigacion, en los momentos puntuales del estudio en los que, con los
desarrollos, se esté aportando elementos que refieran a los aspectos de validez y

fiabilidad.
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CAPITULO 3

Reconstruccién del Significado

Holistico de la Antiderivada

3.1. INTRODUCCION

El estudio historico-epistemoldgico de los objetos matematicos, segin Anacona (2003)
aporta elementos que refieren a sus distintas concepciones, en los que se analizan las
posibles dificultades que se presentaron en la construccion de éstos. Coincidiendo con
Doorman y Maannen (2008), en el hecho de que este tipo de estudios es importante
puesto que permite dar indicaciones de como evoluciona una nocién y su desarrollo
conceptual. De acuerdo con D’Ambrosio (2013), la comprension de los objetos
matematicos depende de la comprension de como se originan y de sus motivaciones

para el desarrollo.

En este capitulo se realiza un estudio historico-epistemoldgico de la antiderivada con el
fin de determinar el origen de este objeto matematico. El recuento histoérico-documental,
muestra la relacion existente entre la antiderivada y otros dos objetos matematicos,
fundamentales para el andlisis matematico, a los que estd vinculada: la derivada y la

integral.

La derivada y la integral han sido objeto de estudios historicos-epistemoldgicos, cada

uno de forma independiente. Para la derivada, Mateus (2011), Cantoral (2000), Pino-
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Fan, Castro, Godino y Font, (2013) y Pino-Fan (2011); para la integral, Cordero (2002),
Cantoral y Farfan (2004), Cabanas-Sanchez (2011), y Criséstomo (2012). El estudio
historico-epistemoldgico que se realizod, toma como base la relacion entre estos objetos
matematicos, con el fin de determinar como emerge la antiderivada, la cual ejerce el rol
de mediador entre el calculo diferencial y el calculo integral a través del Teorema

Fundamental del Calculo (TFC).
3.2. ESTUDIO HISTORICO-EPISTEMOLOGICO SOBRE LA ANTIDERIVADA

A continuacion se presenta un estudio historico-epistemologico, de tipo documental, que
tiene por objetivo la identificaciéon de las principales problematicas que fueron
abordadas en distintas etapas historicas y que dan origen a la emergencia y evolucion del
objeto matematico antiderivada. Como referente inicial, consideramos aquellas
problematicas en las que se contempla, explicita o implicitamente, la relacion entre la

derivada y la integral.
En este sentido, se ha dividido este estudio en tres grandes bloques:

1) La génesis de la antiderivada.
2) La antiderivada en la Epoca Medieval y el inicio de la Edad Moderna.
3) En busca del rigor y la fundamentacion matematica de la antiderivada.
Cada uno de los tres bloques mencionado, refiere a una problematica abordada por

matematicos de la época.
3.2.1. La génesis de la antiderivada

Los matematicos griegos se destacaron en sus procedimientos geométricos intuitivos, en
especial, se dedicaron a encontrar tangentes y cuadraturas de diferentes superficies. Sus
trabajos son la base de la génesis de la antiderivada, por esto es importante sefialar a uno
de ellos en particular, quien trabaja con las dos nociones matematicas que vinculan a
dicho objeto. Fue Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.), quien en sus trabajos

utiliza la nocién de recta tangente y sus propiedades, para el trazado de poligonos
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circunscritos a circunferencias; nocidon propuesta afios antes por Euclides de Alejandria
(325 a.C.-265 a.C.). En un Palimpsesto’ encontrado a principios del siglo XX y
analizado con técnicas de imagen multiespectral® en 1998, se describen evidencias de
propuestas hechas por Arquimedes para encontrar geométricamente la tangente a una

curva dada, la cual lleva su nombre: /a espiral de Arquimedes.

La descripcion hecha por Boyer (1999) senala que los matematicos griegos, entre ellos
Arquimedes, no disponian de una definiciéon muy satisfactoria de la tangente a una curva
C en un punto P, considerandola como una recta L que tiene el unico punto P comun
con la curva; de forma que no puede trazarse ninguna otra recta que pase por P que este
incluida entre la recta L y la curva C. De acuerdo con Pino-Fan (2011), es posible que
Arquimedes tuviera que romper con esta concepcion para trazar la tangente de la espiral,
adoptando un punto de vista cinemdtico que le permitido determinar la direccion

instantanea del movimiento del punto mediante el cual se genera la curva.

Con respecto a la cuadratura, fue Arquimedes quien a través de la descomposicion de

poligonos en tridngulos, como se muestra en su obra Quadrature of the parabole

(cuadratura de la pardbola), demuestra geométricamente que un segmento de pardbola
9 . . .y . 4

puede agotarse” mediante una serie de tridngulos decrecientes de area no constante A, tal

como se muestra en la Figura 3.1. Este procedimiento lo llevo a demostrar que el area

Lyl 1)1y
3

del segmento parabolico es: A (1 + i + 4% toet oot oo

Figura 3.1. Método de exhauscion

7 Texto antiguo escrito sobre otro anterior en papiro, formando un libro o cédice.

¥ Técnica fotografica analizada por sensores espectrales que digitalizan y descomponen la imagen.

? Procedimiento geométrico de aproximacion en el cual se inscriben triangulos en una curva. Este
procedimiento también es conocido como método de exhauscion.
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Si bien, este método de demostracién es geométrico, permite determinar areas y

volumenes sin hacer uso de limites.

En esta etapa histdrica aparecen las tangentes —proto derivadas (Pino-Fan, 2011)- y las
cuadraturas (integrales), como dos objetos matematicos emergentes de practicas
geométricas. No hay evidencia que indique el estudio, en este periodo, de la relacion de
dichos objetos. Se tuvo que esperar hasta el medioevo para ver nuevos aportes en cuanto

a esta relacion.
3.2.2. La antiderivada en la época medieval y el inicio de la edad moderna

Los antecedentes planteados por los griegos, y en especial por Arquimedes, influyeron
en los matematicos de la época medieval y del inicio de la edad moderna, entre ellos
Isaac Barrow (1630-1677), quien en su obra Lectiones Opticae et
Geometricae (Lecciones de Optica y Geometria), destaca la relacion geométrica entre
las tangentes y la cuadraturas (Figura 3.2). En una de las proposiciones de la leccion X

de dicha obra, describe:

Sea ZGE una curva cuyo eje es VD y consideremos las ordenadas (VZ, PG y
DE ) perpendiculares a este eje y continuamente creciendo desde la
ordenada inicial VZ; también sea VIF una curva tal que si una linea recta
EDF es trazada perpendicular al eje VD, cortando a las curvas en los
puntos E,F y VD en D, el rectangulo determinado por DF y una longitud
dada R es igual al espacio VDEZ; también sea DE:DF = R: DT, y unimos
[T y F]. Entonces TF cortara a la curva VIF. Tomemos un punto I en la
curva VIF (primero del lado F hacia V) y, a través de él, tracemos IG
paralelo a VZ y IL paralelo a VD, cortando a las lineas dadas como se
muestra en la figura [Figura 3.2]; entonces, LF:LK = DF:DT, es decir
RXLF = LKXDE. Pero de la naturaleza de las lineas DF y LK se tiene
RXLF =area (PDEG), por tanto se tiene que LKXDE=drea (PDEG)<D X
DE, por lo tanto se tiene LK<DP<LI. De forma andloga, si el punto I se

toma del otro lado de F, se haria la misma construccion de antes y se puede
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facilmente demostrar que LK > DP > LI. A partir de lo anterior, es
completamente claro que toda linea TKF permanece en o debajo de la
curva VIF. Resultados andlogos se obtienen si las ordenadas VZ,PG y DE
decrecen en forma continua, la misma conclusion se obtiene mediante un
argumento similar. Solo una particularidad ocurre, a saber, en este caso, al
contrario que en el otro, la curva VIF es concava respecto al eje VD.

(Barrow, 1735, p. 167)

/K

-

109

lo

Figura 3.2. Diagrama de Barrow (Barrow, 1735, p. 167).

La proposicion anterior establece que para trazar una recta tangente a una curva, ésta
ultima debe estar relacionada con la cuadratura de otra curva. Este resultado geométrico

es asumido en la actualidad como la version preliminar del TFC.

En esta etapa histérica el objeto matematico antiderivada emerge con procedimientos
geométricos que relacionan la tangente de una curva con su cuadratura. El argumento de
dicha relacion (las tangentes con sus cuadraturas) se basa en construcciones geométricas
planteadas por los griegos. Barrow, tal como se mostr6 anteriormente, avanza al poder

establecer la relacion geométrica entre la tangente de una curva y su cuadratura, relacion
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que hasta esa €poca no habia sido establecida. Este gran avance de Barrow, hizo detonar
en los matematicos de la época, y en algunos de sus discipulos, una serie de aportes no
geométricos en relacion con la derivada, la integral, y la relacion entre ambas nociones.

Estos aportes se describen en los apartados 3.3.2. y 3.3.3.

Al final de la época barroca, en el siglo XVII, Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), tomaron las bases tedricas matematicas heredadas de
Kepler, Cavalieri, Torricelli, Fermat, Roberval, Barrow, entre otros, y cada uno de
forma independiente, y de acuerdo con Pino-Fan (2014), fundaron lo que hoy
denominamos cdlculo infinitesimal. Segun Collete (1985), los predecesores de Newton y
Leibniz habian utilizado métodos de analisis para resolver problemas con curvas
especificas, algunas de los cuales ya habian sido abordados por los matematicos griegos.
El primero de estos problemas fue: dada la férmula para la distancia recorrida por un
cuerpo como funcioén del tiempo, encontrar la velocidad y aceleracion instantanea. E
inversamente: dada la férmula para la aceleracion como una funcion del tiempo,
encontrar la velocidad y la distancia recorrida. El segundo problema trataba sobre la
busqueda de la tangente a una curva dada en un punto dado (problema de las tangentes).
El tercer problema se trataba sobre la blisqueda analitica de valores maximos y minimos
de una funcion. Por ultimo, el cuarto problema consistia en encontrar el area y el
volumen acotados por curvas y superficies, respectivamente (problema de las
cuadraturas). De acuerdo con Ponce (2013), los problemas antes mencionados fueron

abordados, generalmente, como casos aislados.
3.2.2.1. Newton: el aporte cinemdtico

En el libro The methodus of fluxions and infinite series (Método de fluxiones y series
infinitas), Newton concibe las cantidades matematicas como el movimiento continuo de

un punto que traza una curva:

Llamaré cantidades fluentes, o simplemente fluentes, a estas cantidades que
considero aumentadas gradualmente e indefinidamente; las representaré

mediante las ultimas letras del alfabeto v,x,y,z, para distinguirlas de las
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otras cantidades que, en las ecuaciones, se consideran como conocidas y
determinadas, y que se representan por las primeras letras a,b,c, etc.
Representaré con las mismas ultimas letras coronadas con un punto
V,X,Y,2, las velocidades con que las fluentes aumentan por el movimiento

que las produce y que, por consiguiente, se pueden llamar fluxiones.

(Newton, 1736, p. 20)

Newton introduce inicialmente la nocidon de fluxiones de forma geométrica, en curvas
cinematicas que describen comportamientos en funcion del tiempo. Newton describe el
movimiento de un punto como la trayectoria de un movil, en donde la velocidad en cada

punto tiene componentes, segun las direcciones de los ejes x, y. Para hallar la pendiente
de la recta tangente a la curva dada en un punto, calcula el cociente % de direcciones de

los ejes. Este cociente de diferenciacion, para la época era sencillo de calcular, tanto que
en los escritos de Newton, se escriben tablas que le posibilitan resultados directos para
este cociente; la finalidad de estas tablas era la minimizacion de esfuerzos matematicos
en la busqueda de identificar las propiedades de las curvas conocidas en su tiempo. Al

mismo tiempo, Newton plantea el problema inverso, que descrito en términos actuales

es: dado el cociente %, cémo encontrar y en funcion de x.

Newton abord6 el desarrollo del célculo a partir de la geometria analitica, desarrollando
un enfoque geométrico y analitico de lo que hoy conocemos como derivadas, las cuales
aplica sobre curvas definidas a través de ecuaciones. Newton también buscaba como
cuadrar distintas curvas, y la relacion entre la cuadratura y la teoria de tangentes,
convirtiéndose este en un problema fundamental para Newton y expresado en su
lenguaje como: dada una relacion entre fluentes, encontrar la correspondiente relacion
entre sus fluxiones; y de forma reciproca, dada una relacion entre fluxiones, hallar la

correspondiente relacion entre fluentes.

Newton se percatdé de que el método de fluxiones podia utilizarse para obtener las
velocidades instantaneas de una trayectoria conocida. En sus primeras investigaciones

trabaja unicamente con problemas geométricos, como encontrar tangentes, curvaturas y
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areas, utilizando como base matemdtica la geometria analitica de Descartes. No
obstante, con el afan de separar su teoria de la de Descartes, probablemente por la
limitacion cartesiana, comenzo a trabajar nicamente con las ecuaciones y sus variables,
sin necesidad de recurrir al sistema cartesiano. Por ejemplo, la aproximacion del célculo
del area (Figura 3.3), la describe en su obra Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (principios matematicos de la filosofia natural), tal como se detalla en la

siguiente proposicion:

En una forma curva, son rectas Aa y AE, y acE comprende la curva. En ella
(la curva) se inscriben un numero infinito de paralelogramos Ab, Bc, Cd, ...,
con bases AB,BC,CD,..., iguales, y los lados Bb, Cc,Dd, ..., mantenidos en
paralelo al lado de la recta aA y completando los paralelogramos
aKbl,bLcm, cMdn,... La amplitud de dichos paralelogramos podria
disminuir y su numero ser aumentado hasta el infinito; es decir, que las
razones ultimas estan relacionadas entre si, a su vez, la figura inscrita
AKbLcMdD, la figura circunscrita AalbmendoE, y la figura curvilinea
AabcdE, son razones iguales. (Newton, 1686, p. 25)

cesdransbarepniverans

.
.
-

.
H

A BF C D E

Figura 3.3. Aproximacion de area (Newton, 1686, p. 25).
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Newton introduce un lenguaje al referirse a fluxiones y fluentes, en la concepcion de dos
problemas; el primero consistio en encontrar la velocidad del movimiento en un tiempo
dado cualquiera, dada la longitud del espacio descrito. El segundo problema es
planteado como el reciproco del primero. Esta relacion, cinematica, entre las fluxiones y
las fluentes, evidencian el surgimiento de proto-antiderivada, la cudl para Newton es

originalmente una “integral indefinida”.

Newton también incluyo en su obra sobre fluxiones tablas de curvas clasificadas, que
comprendian regiones limitadas por la abscisa y la ordenada para cada una de las formas
curvas. Estas tablas corresponden en la actualidad a reglas de integracion para el célculo
de areas. También incluye el desarrollo de series infinitas que son aprovechadas afios

mas tarde en el calculo infinitesimal.
3.2.2.2. Leibniz: el aporte de andlisis matemadtico

En el mismo periodo, como lo indicamos anteriormente y de acuerdo con Collete
(1985), Leibniz elabora un enfoque basado en el concepto de sumas y diferencias finitas
(caso discreto) y, cuando se aplica a curvas (caso continuo), pueden llegar a ser
infinitamente pequefias. Su finalidad era elaborar un método eficaz mediante el cudl, sin
recurrir a diagramas, ciertas propiedades de las curvas puedan ser determinadas por
medio de su “cdlculo de las diferencias” (Pino-Fan, 2014, p. 96). Sus ideas permiten
interpretar el paso de lo intuitivo a lo formal, con una construcciéon simbdlica, lo que
representa un gran avance al desarrollo del calculo infinitesimal. Leibniz, al igual que
Newton, utiliz6 un nuevo lenguaje notacional, tal como se evidencia en su trabajo con el
simbolo [ [ (suma de todas las /), para generar la sustitucién de la notacién usada por
Cavalieri para la misma suma, “Omn - [” (suma de todas las /). En sus manuscritos
describe que el simbolo “integral” [ , corresponde a la forma de la letra “S™ alargada,
que se deriva del latin “summa”, lo que indicaba cada ves que realizaba una suma de
valores sucesivos. Asi mismo, introduce el simbolo “d” para referirse a los
diferenciales, este simbolo corresponde a la letra “d”, que se deriva del latin
“differentia”, lo que indicaba cada vez que realizaba diferencias de valores sucesivos

finitos. Esta notacion es probablemente el legado mas perdurable en el calculo, puesto
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que sigue vigente hasta nuestros dias.

Su primera publicacién, en 1684, aparece en Acta Eruditorum, y la titulo “Nova
methodus pro maximis et minimis, intemque tangetibus, qua nec irrationales quantitates
moratur” (Nuevo método para los maximos y minimos, asi como para las tangentes, el
cual puede también aplicarse a las cantidades fraccionarias e irracionales). En esta obra,
segun Boyer (1959), aparece la definicion de diferencial o cantidad diferencial, asi
como algunas reglas, sin pruebas, de diferenciales de sumas, productos, cocientes,

maximos y minimos, y puntos de inflexion.

Los argumentos propuestos por Leibniz, descritos por Boyer (1959), muestran el manejo
de propiedades para determinar el 4rea bajo una curva, la vinculacion de limites de
sumas en funciones continuas con la integral definida, llevo a Leibniz a descubrir lo que

hoy se conoce como el TFC, como se muestra a continuacion:

SiF(x) = f; f(x)dx, para una funcion continua f(x), tiene una derivada
que es la misma, F'(x)=f(x). En general, es posible encontrar valores para
x=a, x=D>b, de un intervalo [a,b] donde la funcion F(x) puede ser
derivada de f (x). La funcion F (x), llamada primitiva de f (x), y los valores
F(b) — F(a), son ocasionados por la definicion de f: f(x)dx, en el caso
que la relacion f;f(x)dx = lim,_ o iy f(X)Ax; es el teorema
fundamental del cadlculo, que define la integral definida. (Boyer, 1959, p.
11)

La descripcion contemporanea de Leibniz descrita por Boyer (1959), relaciona el objeto

derivada y la integral definida, a través de una funcion llamada primitiva o antiderivada.

En términos comparativos, de los trabajos y desarrollos de los fundadores del célculo, se
podria decir que el trabajo de Newton se basa en variaciones respecto al tiempo, pues el
origen de sus ideas, tal como lo hemos comentado, es fisico. Leibniz, por el contrario,
parte estudiando la geometria de los infinitesimales, de ahi que su trabajo se basara en

sumas de infinitesimales, sumas que son asumidas como integrales definidas y para las
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cudles requiere el uso de funciones primitivas (antiderivadas) para el calculo respectivo

de areas.
3.2.3. En busca del rigor y la fundamentacion matematica de la antiderivada

Posterior a los desarrollos de Newton y Leibniz, el estudio y desarrollos relativos al
calculo infinitesimal contintia con los hermanos Bernoulli. El primero de ellos, Jacques
Bernoulli (1654-1705), fue quien usé por primera vez la expresion integral, en su obra
sobre la isocrona publicada en el Acta Eruditorum de 1690. Anteriormente ¢l habia
sugerido esta expresion a Leibniz, quien a su vez utilizd la expresion calculus integralis
(calculo integral) en sustitucion de calculus summatorius (célculo sumatorio) para

referirse al proceso inverso del calculus differentialis (calculo diferencial).

En 1742 el segundo de los hermanos, Jean Bernoulli (1667-1748), publicé en su Opera
Omnia el primer texto expositivo de calculo integral, considerado satisfactorio por la
Royal Society of London'. En dicha obra, considera la integral como la operacion
inversa de la diferencial con la adicién adecuada de una constante, concepcion distinta a
la de Leibniz quien consideraba la integral como una suma de cantidades infinitamente
pequenas. Aunque es un discipulo de Bernoulli, Leonhard Euler (1707-1783), quien

lleva la nocion matematica antiderivada a su desarrollo actual.

Euler es quien plantea para algunos problemas cinematicos y geométricos, la solucion
sin necesidad de encontrar una funcién primitiva (antiderivada), a cambio propuso que
se puede determinar una funcion desconocida a partir de una relacidon que la vincule con
la derivada. Este proceso se describe en su tratado “Institutionum calculi integralis.
Volumen primun” (Fundamentos de célculo integral. Volumen primero). Euler
consider6 la incapacidad de los métodos elementales propuestos por Leibniz y Newton

para resolver problemas importantes, es decir, estos métodos se restringen a algunas

' Sociedad cientifica del Reino Unido para el avance de la ciencias, fundada en 1660 para promover el
saber experimental Fisico-Matematico
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funciones a las que denominé elementales''. Para dar solucién a dichas funciones,

introduce en su tratado un método numérico que permite solucionar cualquier situacion,

. . . 2 .y .
por ejemplo: si se considera a f(x) = e*", esta funcion es continua, pero no puede ser
expresada como una funcion elemental, por tal razén no tiene antiderivada, su integral

existe y puede ser calculada. Al expresar la funcion por medio de una serie infinita de

Zn
.12 . 2 X

Maclaurin “, se tiene: e* = ;'f;o( )

n!

2 4 6
=1+=+>+Z 4+, por lo tanto,
1 20 3!
22 xz  x* x® . . . .
f e* dx = f (1 + o + Bl + 3 + - ) dx , si se integra termino a termino se tiene:

2 4 6 3 5 7 2n+1
f(1+x_+x_+x_+...)dx —Cp x4+ g X
1! 2! 3! 3-1! 5-2! 73! 2n+1)n!

Luego se determina si esta serie converge o diverge, a través de la regla de

x2(n+1)

., 13 ¢ ti lim m+0)! | _ - nlx
comparacion , para ¢€Si€¢ C€aso SC uenc que n-ooo —xz_n m —(n+1)!-x2n

n!

2n+2

X

2
lim (n+1)|. Para cualquier valor que tome x, esta x se convierte en una constante,
n—->oo

entonces se tiene que lim

2
| ad | = 0 < 1, por lo tanto, la serie es convergente.
n-ooo l(n+1)

Este método era utilizado por Newton en series de potencia. Hoy en dia esta forma de

proceder se conoce como método de integracion numeérica.

Euler describe la relacion entre el calculo diferencial y el célculo integral en la siguiente

definicion:

""Una funcion denominada elemental es una funcién construida a partir de una cantidad finita de
funciones fundamentales y constantes mediante operaciones (adicion, sustraccion, multiplicacion y
division) y/o la composicion de funciones (Nikolski, 1985, pg.16).

"2 Caso especial de la serie de Taylor, llamada asi en honor a Colin Maclaurin (1698-1746), quien la
populariza en su libro “Treitase of Fluxions” (Tratado de Fluxiones) en 1742.

" Prueba que, a través del limite al infinito, muestra la convergencia o divergencia de una serie de

an+1

. . . . . . . . . a
acuerdo con los siguientes criterios: a) si lim [———=[ < 1, la serie es convergente; b) si lim |”—Jrl > 1,
n-oo | an n-ooo | an
. . . . a .
la serie es divergente; y c) si lim Z“ = 1 no se puede concluir.
n—oo n
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Definicion 1:

El cdlculo integral es el método por el cual se encuentra la relacion entre
las cantidades de los diferenciales, la operacion que se presenta aqui, es

llamada integracion.

Corolario 1:

Por lo tanto, desde el cdlculo diferencial se enseiia a investigar la relacion
de los diferenciales de determinadas magnitudes de las variables; el calculo

integral es el método inverso. (Euler, 1770, p. 2)

En este momento historico, la nocion matematica antiderivada alcanza su maximo
desarrollo al demostrar que no todas las funciones tienen antiderivadas, tal como lo
afirmé Euler, pero si es posible calcular una integral definida sobre ellas, como se

mostro anteriormente.

3.3. TIPOS DE CONFIGURACIONES SOCIO-EPISTEMICAS EN PROBLEMAS
QUE INVOLUCRAN EL USO DE LA ANTIDERIVADA

El recorrido historico-documental que realizamos anteriormente, permitio identificar
diversas problematicas que dieron paso a la emergencia de la antiderivada como objeto
matematico. Dichas problematicas las hemos catalogado en cuatro problemas
fundamentales:

a) El problema geométrico de las tangentes de una curva y la cuadratura de la

misma.

b) El problema de la relacion fluxiones—fluentes.

c) El problema sobre la relacion de los diferenciales y las sumatorias.

d) El problema de la identificacion de funciones elementales.
Cada uno de estos grandes problemas, refieren a sistemas de practicas distintos que
fueron abordados en diversas etapas historicas, y se han analizados con las herramientas
que nos proporciona el modelo tedrico conocido como Enfoque Onto-Semidtico (EOS)

del conocimiento y la instruccion matematica. Como hemos comentado en el capitulo 2,
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el EOS ha venido desarrollandose en diversos trabajos por Godino y colaboradores
(Godino & Batanero, 1994; Godino, Batanero & Font, 2007), y lo hemos utilizado
puesto que nos ayuda a determinar los significados parciales del objeto antiderivada de
tal forma que cada una de ellas forman una configuracidon epistémica. Concretamente
utilizamos la nociéon de configuracion epistémica (Figura 3.4), la cual nos permite
analizar 'y describir sistematicamente los objetos matemadticos primarios
(situaciones/problemas, elementos lingliisticos, procedimientos, conceptos/definiciones,
proposiciones/propiedades, y argumentos) que intervienen en las practicas matematicas

de la antiderivada, asi como sus significados de acuerdo con su etapa histdrica.

Problemas
Tareas

Figura 3.4. Configuracién de objetos primarios que intervienen en las practicas matematicas

A continuaciéon se analiza cada uno de los cuatro grandes problemas, comentados
anteriormente, mediante el andlisis de un ejemplo prototipico donde se identifique la
configuracion del objeto primario para hacer emerger el objeto en estudio en las etapas

historicas.

3.3.1. Configuracion epistémica 1 (CE 1): el problema geométrico de las tangentes

y cuadraturas

Este problema, descrito en el apartado 3.2.2 y mostrado geométricamente en la Figura

3.2, fue abordado por Barrow en la Epoca Medieval. En él, se puede observar la forma
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de construccion de una curva creciente, en la cual se traza una tangente en un punto
dado, y por medio de construcciones geométricas se relaciona con la cuadratura de la
curva dada. Este problema geométrico es prototipico tanto de las situaciones/problemas
como de las practicas matematicas que hasta esa época se desarrollaban. Barrow logra
unir dos conceptos separados hasta ese momento, la tangente a una curva y la

cuadratura de la misma.

Las construcciones geométricas son un trabajo propio de los griegos y se utilizaron
como Unico argumento, y lenguaje, hasta el siglo XVII. Todas las propiedades y
procedimientos estan apoyadas en construcciones geométricas heredadas de los griegos,
los cuales no disponian de métodos generales para el trazado de rectas tangentes a
cualquier curva, ni mucho menos relacionarla con la cuadratura de la curva. Tanto en el
planteamiento como en las soluciones de las situaciones-problema, se utilizd un
lenguaje propio de la geometria euclidiana y sus argumentos eran puramente sintéticos
(Pino-Fan, 2011). En las soluciones propuestas, intervenian conceptos tales como curva
continua creciente, ordenada, perpendicularidad, puntos, rectangulo, longitud,
paralelismo. Asi mismo, en la leccion X planteada por Barrow, aparecen propiedades
utilizadas siglos atras por los griegos, como la perpendicularidad entre curvas, rectas que
unen intersecciones opuestas al trazo de tangentes en figuras conicas, entre otras. Con
respecto a los procedimientos son los caracteristicos de los matematicos de la época:

geométricos.

El problema resuelto por Barrow, que fue iniciado por los griegos y trabajado por otros
matematicos de la época, forma parte de un sistema de précticas al cual hemos
denominado “Tangentes-Cuadraturas”, la cual reune las practicas matematicas
geométricas que en dicha etapa historica conferian un significado parcial a la
antiderivada. Anteriormente se describieron cada uno de los elementos que conforman

esta primera configuracion epistémica (CE 1) para el objeto en estudio.
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3.3.2. Configuracion epistémica 2 (CE 2): el problema de la relacion fluxiones-

fluentes

Este problema, descrito en el apartado 3.2.2, es parte de un sistema de practicas, que se
ha denominado Fluxiones-Fluentes. Para describir los elementos de esta segunda
configuracion (CE 2), consideramos dos problemas prototipicos propuestos por Newton

(1736):

1 Dada la longitud del espacio descrito continuamente (es decir, en todo
momento), encontrar la velocidad del movimiento en cualquier momento

propuesto.

1I. Dada la velocidad del movimiento continuamente; encontrar la longitud

del espacio descrito en cualquier momento propuesto. (p. 19)

Estos problemas, y su solucion, estan basados en la concepcion cinematica del
movimiento continuo, y maneja dos conceptos centrales. El primero es el de fluente,
entendido como cantidad de movimiento que varia respecto del tiempo. El segundo es el
de fluxion, que es la velocidad de cambio del movimiento respecto del tiempo.
Interpretados de una forma mas practica, desde lo que indica el lenguaje de Newton, se
expresarian como, dado el fluente encuentre la fluxion, y el segundo problema dada la

fluxion encuentre la fluente, es decir el segundo problema es el reciproco del primero.

El primer problema se aborda desde el ejemplo propuesto por Newton (1736) “Dada la

curva de ecuacion x3 — ax? + axy — y3 = 0, calcular las fluxiones” (p. 21).
y—=y p

Para resolver este problema, Newton sustituye en la ecuacion dada x y y por “x + x0” y
“y + y0” respectivamente, obteniendo la ecuacion: (x3 + 3xo0x? + 3x%0%x + x303) —
(ax? + 2axox + ax?0?) + (axy + axoy + ayox + axyo?) — (y3 + 3yoy? +
3y20%y +y303) =0

Luego elimina x3 — ax? + axy — y3, que es igual a cero (de acuerdo con la ecuacion

dada originalmente), divide después por un intervalo de tiempo infinitamente pequeio,
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notado “o” y por ultimo desprecia finalmente los términos en que todavia figura el

factor “0 ", quedando la ecuacion: 3xx? — 2axx + axy + ayx — 3yy? = 0.

Se puede observar que Newton introduce nuevos conceptos/definiciones en sus
desarrollos sobre el calculo infinitesimal y, con ellos, nuevas expresiones de términos y
notacion (ademds de lenguaje algebraico, geométrico y descriptivo), entre los cuales

coincidiendo con Pino-Fan (2014), podemos sefalar los siguientes:

a) “o0” es un intervalo de tiempo infinitamente pequeio.

b) “Momento de x” que define como un incremento infinitesimal de x, que
representa con ox (analogamente define el momento de y, oy ).

c) En palabras de Newton: “Llamaré cantidades fluentes, o simplemente
fluentes, a estas cantidades que considero aumentadas gradualmente e
indefinidamente; las representaré mediante las ultimas letras del alfabeto
v, X,Y, Z, para distinguirlas de las otras cantidades”.

d) El concepto fluxion definido con sus palabras: “representaré con las mismas
ultimas letras coronadas con un punto v, x,y, Z, las velocidades con que las
fluentes aumentan por el movimiento que las produce y que, por
consiguiente, se pueden llamar fluxiones”.

e) “Momento de la fluente” es la cantidad infinitamente pequefia que varia una
fluente como x en un intervalo de tiempo infinitamente pequefio “0”, es
decir, xo.

El método de las fluxiones de Newton es, a su vez, el procedimiento que nos
complementa estd configuracion. Para abordar el segundo problema Newton sugiere:
“Sea la ecuacion propuesta por 3xx? — 2axx + axy — 3yy? + ayx = 0, calcular las

fluentes” (Newton, 1736, p. 26).

Sus escritos muestran la solucion a este problema, indicando que se debe proceder de
manera contraria a la sustituciéon del primer problema planteado, en el cual hace la
sustitucion de x y y por “x +x0” y “y + yo” respectivamente. Se procede, indica,

separando la ecuacion como se muestra a continuacion: separar la expresion en dos
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partes donde se muestren tres términos en cada una, la primera 3xx? — 2axx + axy, y

la segunda —3yy? * +ayx, esto para efectuar operaciones sobre cada expresion por

separado, la primera parte se divide porg obteniendo 3x3 — 2ax? + axy, para la

segunda expresion se divide por % de la que se obtiene —3y3 * +axy, las nuevas

expresiones se dividen por 3 2 - 1, simultineamente y se obtiene x> — ax? + axy
—y3 * +axy . Por lo tanto la suma es x3 — ax? + axy — y3 = 0, esta expresion es la

relacion necesaria de las cantidades x y y.

En este ultimo ejemplo propuesto por Newton, al igual que en el problema propuesto al
inicio, vemos como argumenta los procedimientos (y en general sus definiciones y
proposiciones) con base en consideraciones dinamicas y de infinitesimales, apoyandose

siempre en el algebra y el andlisis geométrico.

Dentro de las proposiciones/propiedades dadas por Newton, podemos mencionar las

siguientes:

. m/ , , n m+n/
a) Si ax ’/m =y, entonces el area serd z = — . ax n,
m+n

b) Supongamos una curva cuya area esta dada por la expresion z = ax™,
donde m es entero o fraccionario entonces la curva estad dada por la expresion
y = max™"1 (derivacion).
c¢) Dada una y = max™"? entonces el area comprendida bajo la curva es
z = ax™ (integracion).
En cuanto a los tipos de situaciones/problemas de esta configuracion, Newton abordd
problemas sobre el célculo de la velocidad del movimiento en un tiempo dado

cualquiera, dada la longitud del espacio descrito, y viceversa.

El hecho de que sus algoritmos hayan sido aplicado a muchos problemas como por
ejemplo, método para encontrar minimos en funciones o el método para encontrar
aproximaciones de raices de una funcion lineal, entre otras, hace que esta configuracion
sea altamente general o intensiva (Pino-Fan, 2014). Asi, vemos como en esta

configuracion las fluxiones o velocidades de los movimientos de las fluentes —que en la
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actualidad conocemos como la derivada—, y las fluentes o cantidades que varian respecto
al tiempo —que en la actualidad conocemos como antiderivacion—, son entendidos por

Newton como procedimientos reciprocos.

3.3.3. Configuracion epistémica 3 (CE 3): el problema de la relacion sumatorias -

diferenciales

Este problema, descrito en el apartado 3.2.3.2, planteado por Leibniz, forma parte de un
sistema de practicas que se ha denominado “Sumatoria-Diferencial”. Este sistema de
practicas lo analizamos a partir de dos problemas prototipicos. El primero est4 basado en
la construccion del calculo diferencial a partir de las diferencias infinitesimales,
mientras que el segundo se basa en la construccion del calculo sumatorio (célculo

integral) a partir de la suma de diferencias infinitamente pequefias.

Leibniz abord¢ situaciones/problemas sobre maximos y minimos, tangentes y puntos de
inflexion; esto se evidencia claramente en el titulo de su obra “Nova methodus pro
maximis et minimis, intemque tangetibus, qua nec irrationales quantitates moratur”
(Nuevo método para los méximos y minimos, asi como para las tangentes, el cual puede
también aplicarse a las cantidades fraccionarias e irracionales), en la cual introduce por
primera vez la expresion calculo diferencial y proporciona las formulas que hasta ahora
conocemos para derivar productos, cocientes, potencias y raices, todas éstas
acompafiadas de aplicaciones geométricas tales como la busqueda de tangentes,

maximos y minimos, y de los puntos de inflexion.

Leibniz aborda tres ideas principales en el desarrollo del célculo infinitesimal, asi lo
explica Bos (1984), la primera de ellas es la idea filosofica de characteristica generalis
(una caracteristica general), la segunda se refiere a las sucesiones de diferencias, y la
tercera idea principal, fue el uso del triangulo diferencial en las transformaciones de

cuadraturas.

De acuerdo con Pino-Fan (2014), Leibniz utiliza un /enguaje simbolico general
mediante el cual se pueden escribir con simbolos y férmulas todos los procesos de

argumentacion y de razonamiento. Con este fin, logrd introducir un nuevo lenguaje
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accesible, que atn se mantiene en nuestros dias, el cual facilita la manipulacion de los
conceptos, procedimientos y argumentos, en el calculo diferencial. Por ejemplo, Leibniz
introduce los simbolos [ y d, los cuales concibe como operadores que representan
respectivamente la suma de rectangulos o suma de éareas y las diferencias entre dos
valores sucesivos de x o y. Asi mismo, denota con dx y dy a las diferenciales de las

variables x e y respectivamente, es decir, diferencias infinitamente pequetias de x e y.

Los lenguajes, nuevos términos y notaciones, introducidos por Leibniz, estaban
asociados a una serie de nuevos conceptos/definiciones o procedimientos, primordiales
en su calculo de diferencias. Por ejemplo, dy la utiliza para denotar el concepto de
diferencial de una variable y, la cual define como la diferencia infinitamente pequefia
entre dos valores sucesivos de y (andlogamente define la diferencial de la variable x,
dx). Asi mismo, como ya sefialamos anteriormente, introduce el simbolo | para
representar el proceso de sumar rectangulos o dreas de rectangulos, y d para representar
las diferencias entre dos valores sucesivos de x o y. Las formulas proporcionadas por
Leibniz, que hasta ahora conocemos, para derivar productos, cocientes, potencias y
raices, asi como la regla de integracion por partes, son ejemplos de proposiciones y

procedimientos al mismo tiempo.

Leibniz concibe, una suma tal como [ ydy (que mas tarde los Bernoulli llamarian
integral) como la suma de los rectangulos infinitamente pequefios de base dx y altura y;

por lo tanto, la cuadratura de una curva es igual a [ y dx.

Asi mismo, afirmaba que el proceso de integracion, referido como proceso de sumacion
es inverso al proceso de diferenciacion. Pronto se interesaria en la relacién que existe
entre dx y dy, y del significado de expresiones tales como d(uv), d(u/v), etc. Asi, en
un manuscrito fechado el 26 de junio de 1676, y titulado Methodus Tangentium Inversa

(Método inverso de tangentes), Leibniz afirma que la mejor manera de encontrar las
: : d ; .,
tangentes es determinando el cociente d—z , dandose cuenta de que la determinacion de la

tangente a una curva depende de la razén de las diferencias de ordenadas y abscisas

cuando se hacen infinitamente pequeias.
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Uno de los resultados geométricos de Leibniz, equivalente a los hallazgos de Barrow, se
obtiene cuando relaciona la tangente de una curva con la cuadratura de la misma (Figura

3.5). El lo describe como sigue:

Sea AC una forma curva cuyo eje ordenado es AB, el area de esta curva es
llamado . Sea AD otra forma curva con el mismo eje de ordenado, este
segmento de ordenada es BD, llamado “y”. Sea esta curva AD tal que el
drea ABC estd dada por todas las eles (1's) o escrito de otra forma [ 1, que
es igual al producto de BD y una linea fija igual a ay, luego, tomando B(B)
igual a la unidad, tenemos que |l = aw, donde w:B(B) =DB:BT o

w =1y/d, | = ay/d . (Leibniz, 1920, p. 180)

A Q

=~ - )
I(---‘---..---

oc— — —Ps— >

Figura 3.5. Relacion entre tangentes y cuadraturas (Leibniz, 1920, p.180)

3.3.4. Configuracion epistémica 4 (CE 4): el problema de la identificacion de

funciones elementales

Este problema se aborda anteriormente en el apartado 3.2.4, y corresponde a uno de los
sistemas de practicas que identificamos y que lleva vinculada la configuracion

epistémica cuatro (CE 4) que se ha denominado ‘“funciones elementales”. A
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continuacion describiremos este sistema de practicas mediante un problema prototipico
propuesto por Euler y construido sobre los problemas y soluciones de Leibniz. Como
estudiamos anteriormente, fue Euler quien determind la adicion de una constante de
integracion al encontrar la funcion primitiva y que en la actualidad conocemos como la
‘constante de integracion’ en la solucion de una integral indefinida, que representa una
familia de funciones de una funcion que ha sido derivada. De esta forma Euler
diferencia la integral particular (integral definida) de la integral completa (integral

indefinida), como lo describe a continuacion en su texto:

Definicion 6

La integral se dice completa, cuando se representa la funcion buscada con
cada extension y con una constante arbitraria. Pero cuando esa constante se

ha determinado en cierta manera debe ser llamada integral particular.
Corolario

De ahi que para todo caso se exprese una sola integral completa; pero las

integrales son capaces de proporcionar un numero infinito de integrales

particulares. Asi, la integral completa de la diferencial xdx es%xx +C,

: : 11 1
pero las integrales particulares S X%, xx + 1,Exx + 2, etc, son una

multitud infinita. (Euler, 1770, p. 11)

Euler, utiliza un /enguaje nuevo en las matematicas al adicionar una constante arbitraria
para expresar la solucion de la integral completa, que hoy se conoce como la adicion de
la constante de integracion para significar una funcion que representa la familia de
funciones de una funcién al ser derivada. Sus argumentos para diferenciar la integral

completa de la integral particular, llevan a lo que hoy conocemos como la antiderivada.

Los aportes de Euler (1770), determinan con definiciones el hecho de que no todas las
funciones tengan antiderivada o primitiva, pero si puedan integrase a través de series

trabajadas por Leibniz, como se lo describe a continuacion:
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Definicion 5

Si las funciones, que se buscan en el cdlculo integral de una relacion de los
diferenciales, no se pueden mostrar en forma algebraica, entonces estas son
llamadas trascendentes, ya que varias de ellas trascienden las competencias

de analisis comun. (p. 5)

Euler, con la anterior definicion advierte la forma en que debe ser abordada una
antiderivada de una funcion, esta referencia da lugar a las funciones elementales;
prosigue su descripcion de la forma de como abordar las funciones que no son

elementales:

Ahora, en el primer intento de resolver una integral, las funciones no deben
buscarse inicialmente, primero debe tomarse como una funcion
trascendental. A menudo sucede que una integral algebraica puede ser
obtenida a través de operaciones hdabiles. Si la funcion que se busca es
trascendental, se debe considerar con cuidado si ésta puede ser reducida a
funciones mas simples, o expresada como una funcion logaritmica o de
forma angular, en cuyo caso la solucion algebraica puede ser comparada
igualmente. Pero si esto no se logra, conviene investigar la forma mas
sencilla de las funciones trascendentales, hasta que se pueda reducir el
integrando tratado, con el método mas adecuado, con el fin que los valores

mds cercanos a las funciones a trascender se puedan producir.
Teorema

Todas las funciones que se encuentran a traveés del cdlculo de una integral
son indeterminadas, se requiere una determinacion por la naturaleza de la

cuestion, que suministren la solucion. (Ibid., p. 10)

En el teorema anterior, Euler indica la forma de abordar funciones a través del calculo
integral, indicando que hacer cuando estas no pueden ser expresadas en forma

elemental, esta indicacién hace que encontremos la solucion por métodos diferentes a
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los elementales (numéricos) haciendo que la funcién pueda ser integrable sin tener
antiderivada esto ocurre cuando hace referencia en el teorema, al encontrar la solucion
de ellas (las integrales) “por la naturaleza en cuestion que suministre la solucion”

haciendo alusion al uso de métodos numéricos para la solucion.

Pero la importancia del aporte de Euler esta en que establece diferencias entre las
nociones de integral completa (i.e., lo que conocemos hoy en dia como integral
indefinida o antiderivada) con la nocién de integral, haciendo alusiéon a integrales
definidas las cuales se calculan de alguna forma entre ellas en lo que hoy conocemos

como el TFC.

3.4. RECONSTRUCCION DEL SIGNIFICADO EPISTEMICO GLOBAL DE LA
ANTIDERIVADA

La identificacion, caracterizacion y andlisis de los sistemas de practicas que se
abordaron y desarrollaron en la diversas etapas histéricas, han resultado en una
propuesta de reconstruccion del significado global (Pino-Fan, Godino & Font, 2011) de
la antiderivada. Cada sistema de practica tiene vinculada una configuracioén epistémica
que esta compuesta de objetos matematicos primarios (situaciones/problemas, elementos
lingiiisticos, procedimientos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades, y
argumentos). La herramienta que nos proporciona el EOS, conocida como configuracion

epistémica nos ha ayudado a identificar y describir estos elementos.

Cada una de estas configuraciones epistémicas lleva asociado un significado parcial para

la antiderivada. En nuestro caso concreto son cuatro:

1) Tangentes-Cuadraturas (CE 1).
2) Fluxiones-Fluentes (CE 2).
3) Sumatorias-Diferencias (CE 3).
4) Funciones Elementales (CE 4).
El esquema de la Figura 3.6, muestra los significados parciales identificados, cada uno

de ellos asociado a su respectiva configuracion epistémica. Al igual muestra la relacion
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entre algunas configuraciones de acuerdo a su generalizacion, asi como la ubicacion de

la configuracion en una linea de tiempo de acuerdo con su desarrollo.

Si bien cada configuracion es Unica, el esquema de la Figura 3.6, muestra algunas
conexiones entre configuraciones, estas conexiones descritas por una linea roja
discontinua, que indican que con los elementos de dicha configuraciéon es plausible

resolver algunos situaciones-problemas de otra configuracion.

En el caso particular de la cuarta configuracion (CE 4), es intensiva por sus conexiones a
otros sistemas de practicas indistintamente del tiempo historico en que se encuentren,
dado que con los elementos de (CE 4) se pueden resolver alglin tipo de problemas de los
sistemas de practicas que llevan asociadas las configuraciones CE 1, CE 2 y CE 3,

respectivamente.

Por otra parte, el esquema de la Figura 3.6, muestra la evolucion, respecto de los
elementos y caracteristicas, de las configuraciones epistémicas y, por ende, de los
diversos significados de la antiderivada a través del tiempo. Lo anterior se indica con
conexiones con lineas continuas de color azul. Esta evolucion esta dada en el sentido de
que una nueva configuracion, toma elementos de una configuracion establecida, dando
paso a la nueva configuracion. En nuestro caso son las configuraciones CE 2 y CE 3, las
que toman elementos establecidos en la primera configuracion (CE 1), para activar
nuevos elementos en dichas nuevas configuraciones, indistintamente de que estas
configuraciones estén establecidas en la misma etapa histdrica. De la misma forma actia

la configuracion (CE 4), al tomar elementos de la configuraciéon (CE 3).

La consideracion conjunta de situaciones problema asociadas a sus respectivas
configuraciones epistémicas y sus relaciones de evolucién y/o solucion de problemas,
ilustrados en el esquema en la Figura 3.6, es lo que conforma la propuesta de

reconstruccion del significado epistémico global u holistico de la antiderivada.
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Figura 3.6. Significado Epistémico Global u Holistico de la Antiderivada

3.5. CONSIDERACIONES FINALES

La propuesta de reconstruccion del significado holistico de los objetos matematicos, en
general, resulta especialmente importante porque a través de ellos se identifican
significados parciales de un objeto en la historia. El analisis de problematicas por medio
de la herramientas del EOS, en particular de la nocion de configuracion epistémica
(Pino-Fan, Godino & Font, 2011), permite describir de forma sistematica
situaciones/problemas, elementos lingliisticos, procedimientos, conceptos/definiciones,
proposiciones/propiedades, y argumentos, involucrados en las practicas desarrolladas en
diversos momentos historicos y que dieron paso al surgimiento y evolucion de la

antiderivada.

En este trabajo he propuesto realizar una reconstruccion del significado holistico para la
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antiderivada. Con tal fin se realizd6 un recorrido historico con el cual se identificd
problematicas que dieron luces de la diversidad existente de practicas desarrolladas a
proposito de la solucidon de situaciones problemas, como lo fueron la relacion entre la
tangente de una curva y la cuadratura de la misma, asi como la relacion de las fluxiones

con la fluentes y viceversa, entre otros.

El estudio resultd en la identificacién de cuatro configuraciones epistémicas que se

denominaron:

1) Tangentes-Cuadraturas (CE 1).

2) Fluxiones-Fluentes (CE 2).

3) Sumatorias-Diferencias (CE 3).

4) Funciones Elementales (CE 4).
Cada una de estas cuatro configuraciones epistémicas, a su vez, llevan asociado un
significado parcial distinto para la antiderivada. De acuerdo con Pino-Fan, Godino y
Font (2011), y a los resultados de este estudio, la herramienta configuracion
ontosemiotica en su version epistémica (o configuracion epistémica) se prevé como una
herramienta tedrico-metodologica potente que permite determinar significados parciales
para los objetos matematicos, caracterizando practicas matematicas e identificando los

objetos matematicos primarios, y sus significados, involucrados en dichas précticas.

El tipo de estudio histérico como el desarrollado en este trabajo es especialmente
importante, coincidiendo con Doorman y Maannen (2008), por que permite dar
indicaciones de como evoluciona una nocién y su desarrollo conceptual. De esta
manera, es indudable que esta propuesta es pieza clave para la comprension del origen y
evolucion de la nocidon matemdtica antiderivada, puesto que nos proporciona
conocimientos que podrian contemplarse en el disefio de propuestas didacticas para la

ensefianza y aprendizaje de dicha nocion.
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CAPITULO 4

Construcciéon de un Instrumento

Para Evaluar la Comprensién de

la Antiderivada

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el proceso que se siguid para la construccion de un
instrumento que permite evaluar aspectos de la comprension de la nocion matemdtica
antiderivada (CNM-Antiderivada), en estudiantes universitarios de carreras de
matematicas o carreras afines. Inicialmente se describe el disefio y construccion del
instrumento, el cudl contiene el andlisis de contenido. Asi mismo se presentan los
resultados obtenidos con la valoracion emitida por un grupo de expertos en didactica del

calculo.
4.2. OBJETIVOS DEL INSTRUMENTO

En este instrumento se ha propuesto realizar una aproximacion a la comprension de la
antiderivada. Asi, el instrumento que se disefid, se centra especificamente en la
comprension de la nocion antiderivada en estudiantes de matematicas o carreras afines

tales como la licenciatura en matematicas y programas de ingenieria civil o topografica.
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Concretamente se busca obtener, observar y analizar respuestas de los estudiantes a
diferentes tareas propuestas, que ayuden determinar si comprenden el/los significados de
la antiderivada, y si a través de diversas representaciones presentadas en las tareas, el
estudiante coloca en el escenario “conocimiento matematico” en el sentido de
constructo epistémico—cognitivo general que incluye comprension, competencia y
disposicion (Pino-Fan, Godino & Font, 2010, p. 209) para la nociéon de antiderivada, el

cual se abordo en la seccion 2.2.6 del capitulo 2.

4.3. CONSTRUCCION DEL INSTRUMENTO CNM-Antiderivada

Como parte del proceso de diseno del instrumento, se cred inicialmente un banco de
problemas mediante la recopilacion de aquellos que han sido estudiados en las diversas
investigaciones que se tienen en el campo de investigacion de didactica del calculo. A
partir del banco de tareas elaborado, se eligid aquellas que cumplieran, basicamente con

tres aspectos clave de las facetas epistémica y cognitiva, respectivamente:

1) Uso de diversos significados del objeto antiderivada.
2) Uso de diversidad de representaciones.
3) Las relaciones matematicas entre la antiderivada y otros objetos

matematicos.

Estos aspectos son congruentes con el modelo de comprension presentado en la seccion

2.2.6 del Capitulo 2.

De igual forma la reconstruccion del significado holistico de la antiderivada; presentado

en el Capitulo 3, fue orientador para determinar la construccion de algunos items.

En el siguiente apartado se describe de manera mas detallada los criterios antes

mencionados.
4.3.1. Criterios para la seleccion de las tareas

El instrumento, que se ha denominado Cuestionario sobre Comprension de la Nocion
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Antiderivada (Cuestionario CNM-Antiderivada), consta de once tareas. El disefio de
cada una de las tareas que forman el cuestionario busca que el objeto matematico se use
de manera competente en diferentes situaciones. Cada problema o situacion que se
disefia aborda las diferentes representaciones en que se presenta la antiderivada, en

congruencia con el modelo de comprension propuesto por el Enfoque Onto-Semidtico.

En el proceso de construccion del cuestionario se consideran dos criterios para la
seleccion de las tareas que lo conforman. El primer criterio considera que los problemas
o situaciones deben proporcionar informacioén sobre el grado de ajuste del significado
personal de los estudiantes respecto del significado global u holistico del objeto
antiderivada (Pino-Fan, Godino & Font, 2011). Para lograrlo, se incluyeron items que
activan distintos sentidos para el objeto antiderivada (funcidon primitiva, inversa de la

derivada, integral indefinida), obtenidos con el estudio realizado en el Capitulo 3.

El segundo criterio fue que los items seleccionados respondan a los diferentes tipos de
representaciones. Font (1999), sefiala en un estudio para la derivada, que en el calculo

de la funcion derivada intervienen tres subprocesos de representacion estos:

* Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f’(x).
* El paso de una representacion de f(x). a una forma de representacion de
f(x)

* Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f’(x).

Siguiendo la postura las de investigaciones como la de Font (1999) y Pino-Fan (2014),
donde se abordan representaciones de un objeto matematico del calculo, se deriva, que
el item que se construya debe responder a los siguientes tipos de representaciones:
descripcion verbal, grafica, formula (simbdlica), tabular, iconico y sinoptico (mapas

conceptuales); tanto para la antiderivada como para su funcion.

De esta forma, y dada la complejidad que tiene el planteamiento de una tarea que
satisfaga o evalle los dos criterios descritos anteriormente, las tareas se seleccionaron de

tal manera que, a lo largo del instrumento CNM-Antiderivada, las tareas se
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complementan para evaluar dichos criterios.

En el siguiente apartado se presenta cada una de las tareas que integran el cuestionario

CNM-Antiderivada, y el andlisis de los aspectos que cada una de ellas evalua.
4.3.2. Las tareas del cuestionario CNM-Antiderivada: analisis del contenido

A continuacidon se presenta, para cada una de las tareas incluidas en el instrumento
CNM-Antiderivada, el analisis detallado del contenido que evaltian. Para realizar dicho
analisis se presenta para cada tarea, inicialmente, una descripcion general de los
aspectos que evaltan, atendiendo a los dos criterios mencionados en el apartado 4.3.1.
Luego se presenta de manera detallada el analisis del contenido de cada una de las tareas
en dos niveles. El primer nivel refiere al contenido ontosemidtico, el cual se obtiene
mediante un andlisis epistémico exhaustivo en el cual se hace uso de la herramienta
tedrica configuracion ontosemiotica en su version epistémica que proporciona el
Enfoque Onto-Semiodtico, y que fue presentado en el Capitulo 2. Concretamente, esta
herramienta permite la identificacion y caracterizacion de los objetos matematicos
primarios (elementos lingiiisticos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades,
procedimientos y argumentos), sus significados y los procesos involucrados en las
practicas matematicas institucionales. El segundo nivel refiere al contenido curricular,
que son los conocimientos que evaltan las tareas y que pueden ser medidos con los
conocimientos sobre antiderivada pretendidos en una institucion, plasmado a través del
plan de estudios, es decir, evaluar aquellos conocimientos contemplados en un curriculo
de formacion de matemadticos, licenciados en matematicas o ingenieros, considerando
que estos son los estudiantes que participan en este estudio, de alli se podria decir que
contenido es mas superficial o menos profundo respecto del contenido ontosemiotico-

epistémico.

Para la realizacion del analisis del contenido (ontosemiotico y curricular) se propone
para cada tarea una solucion plausible, solucion que se podria decir que refiere a la

practica matematica institucional llevada a cabo para resolver la tarea planteada.
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4.3.2.1. Tarea uno: significados de la antiderivada

Esta tarea (Figura 4.1), es una pregunta cldsica que se ha realizado en diversas
investigaciones (Badillo, 2003; Hiahkioniemi, 2006; Habre & Abboud, 2006; Bingolbali
& Monaghan, 2008; Badillo, Azcéarate & Font, 2011; Pino-Fan, Godino & Font, 2013),

para explorar los significados de los estudiantes sobre una nociéon matematica especifica.

Tarea 1. ;Qué significado o significados tiene para ti la antiderivada?

Figura 4.1. Tarea 1 del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.1.1. Solucion plausible de la tarea uno

Al tratarse de una pregunta de caracter global, se espera que los estudiantes
proporcionen alguno de los elementos de la lista de los posibles significados de la

antiderivada, tales como:

* Es un procedimiento para obtener una familia de funciones, a partir de una
funcién que ha sido derivada.

* Es proceso inverso de la derivacion

* Esla primitiva de la funcion f(x).

* Es la integral indefinida de una funcion f(x).
4.3.2.1.2. Analisis ontosemiotico

Debido a la generalidad de la tarea (tanto la cuestién como el tipo de solucion esperada),
no se realiza para ésta el desglose operativo de las configuraciones de objetos y procesos
del analisis epistémico. Basta con sefialar que tanto los elementos lingiiisticos,
conceptos, proposiciones y argumentos subyacentes a las posibles soluciones de la tarea
son de caracter verbal (Pino-Fan, Godino & Font, 2013). Las descripciones verbales de
los estudiantes no requieren conexiones entre los distintos significados de la
antiderivada, bastandoles con recordar los usos y significados que han dado a dicho

objeto a lo largo de su formacion académica, para proporcionar su respuesta.
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4.3.2.1.3. Contenido curricular que se evalua

La tarea 1, evalia las diversas acepciones de la antiderivada, personales e

institucionales.
4.3.2.1.4. Principales dificultades para su resolucion

Es posible que la mayoria de los estudiantes respondan de forma errada “proceso
inverso de la derivada”, sin recordar (o tener conocimiento) de que la finalidad del
proceso conlleva a encontrar una familia de funciones a partir de una funcion que se ha

derivado.
4.3.2.2. Tarea dos: modelo sindptico estructurado

Esta tarea (Figura 4.2), se disefio con el fin de determinar si los estudiantes organizan
redes alrededor del objeto bajo estudio, en nuestro caso la antiderivada. Esta
organizacion de redes jerarquica de conceptos o mapas conceptuales, son instrumentos
de organizacion y de representacion de conocimientos. Estos mapas conceptuales
pueden ser interpretados como modelos sindpticos de descripcion estructurada de un
sistema (Bencomo, Godino & Wilhelmi, 2004), que suelen ser representados mediante
grafos, en cuyos vértices se colocan objetos. De esta manera, para la busqueda de una
respuesta a una cuestion, se organiza y representa el conocimiento mediante redes de

objetos.

. .. . . . ., d . .
Tarea 2. Piensa en las siguientes expresiones: integral indefinida, d—i, velocidad, derivada,

integral, drea entre dos curvas, f'(x), antiderivada, f: f(x)dx, integral

definida, teorema fundamental del calculo. Elabora un mapa conceptual
utilizando las expresiones anteriores y otras que tengas en la mente, y explica

posibles relaciones entre ellas.

Figura 4.2. Tarea 2 del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.2.1. Solucion plausible de la tarea dos

La Figura 4.3, corresponde a una de muchas organizaciones de algunos términos del
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calculo infinitesimal que pueden dar los estudiantes.
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Figura 4.3. Mapa conceptual de términos del calculo infinitesimal
4.3.2.2.2. Analisis ontosemiotico

Debido a la diversidad de organizaciones que se pueden presentar, no se realiza para
¢ésta el desglose operativo de las configuraciones de objetos y procesos del analisis
epistémico. Sin embargo, la construccion que presenten los estudiantes permitird
identificar conflictos epistémicos esenciales, tales como el aceptar o no la
correspondencia entre las redes propuestas. Ademds, el andlisis de los mapas
conceptuales desde el punto de vista del EOS, permite que se identifiquen las facetas
duales de los elementos primarios que se ponen de manifiesto en este tipo de tareas, por

ejemplo:
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* La dualidad contenido-expresion puede identificarse en el uso de los
conceptos y/o proposiciones en los diferentes registros.

* La dualidad personal-institucional, en el proceso intencional de hacer
evolucionar el significado personal hacia el institucional pretendido.

* La dualidad ejemplar-tipo, en los argumentos de los estudiantes mediante
ejemplos al describirlos como representantes de una clase de objetos mas
general (formal).

* La dualidad no ostensivo-ostensivo, determinado por la necesidad del
registro escrito para facilitar el contraste de las diversas producciones de los
estudiantes.

* La dualidad sistémico-elemental, en el papel articulador que cumple la
nocion de antiderivada en todo el discurso, resaltando las conexiones

matematicas entre las entidades primarias involucradas.
4.3.2.2.3. Contenido curricular que se evalua

La tarea 2, evala la organizacion de conceptos del calculo infinitesimal y la
determinacion de relaciones entre las nociones dadas y otras nociones propuestas por el
estudiante, en particular evalua el reconocimiento del objeto de estudio como parte de

un elemento de calculo infinitesimal.
4.3.2.2.4. Principales dificultades para su resolucion

Es posible que algunos estudiantes no agreguen nuevos términos a los dados en la tarea

0 que no se expliquen las conexiones entre los términos.
4.3.2.3. Tarea tres: cdalculo de la funcion primitiva

Esta tarea (Figura 4.4), es tomada de Delos Santos (2006) y Pino-Fan (2014), explora el
conocimiento matematico en relacién con otros objetos matematicos que forman parte
del curriculo, como lo son: la integral indefinida de una funcién o el teorema
fundamental del calculo. Las representaciones que el estudiante debe manejar para la
resolucidn de la tarea son: simbolica, grafica y tabular
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Tarca 3. Para una funcién dada y = f(x), continua cn R, sc cumplen los valores de la

siguiente la tabla

x | f(x)
o] o

12| 2
15| 3

2 | 4
25| 5

a) Encucntra una expresion para f(x).

b) ;Pucdes encontrar una segunda expresion, distinta a la anterior, para f(x) ?

;Cudl scria? Justifica la respuesta.

Figura 4.4. Tarea 3 del cuestionario CNM-Antiderivada.

4.3.2.3.1. Solucion plausible de la tarea tres

solucion de estas, se analiza a continuacion:

Existen varias soluciones para cada uno de los apartados de esta tarea, una posible

a) Basandonos en los datos proporcionados en la tabla, es posible encontrar un

patron de la siguiente forma:

x f'(x)
0 2(0)=0
1 2(1)=2
1,5 2(1,5)=3
2 2(2)=4

2,5 2(2,5)=5

9.c Z(x)'z 2x

Por tanto, dado que f'(x) = 2x , y sabiendo que para una funciéon f(x) = x™ la

derivada esta dada por f'(x) = nx™ 1, entonces una expresion para f(x) seria:
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f(x) = x2

b) Si se puede; para encontrar otra expresion para f (x) distinta a f(x) = x2. Si
f'(x) = 2x entonces f(x) = [ 2xdx = x? + C . De esta forma, f(x) puede
ser cualquier funcién de la familia de funciones f(x) = x2 + C donde,

C €ER.
4.3.2.3.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea propuesta.

Elementos Lingiiisticos

* FEl enunciado de la tarea, denota una funcién indeterminada, en este caso, una
funcion que cumple ciertas condiciones reguladas por una tabla de valores.

* La tabla de valores. Corresponde a la representacion tabular de una funcién
desconocida de la cual se le presentan cinco imagenes para los valores de la
variable x dados en la tabla, lo que proporciona parejas ordenadas del tipo
(x, f ’(x)). Dichas parejas ordenadas pueden ser llevadas al plano cartesiano
para dar una representacion grafica a las parejas dadas.

* Las preguntas derivadas del enunciado, refieren a un procedimiento para
hallar una funcién, que al ser derivada cumpla con las condiciones y los

valores de la tabla.

Conceptos/Definiciones

* Funcion de variable real desconocida. Funcidn f(x) que se determinard a
partir de su funcidn derivada definida parcialmente por cinco puntos.

* Pares ordenados. Originales e imagenes de la funcion derivada dada.

* Funcién derivada de una variable real. Definida parcialmente por cinco

puntos cuyas coordenadas se expresan de manera tabular.
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Proposiciones/Propiedades

* Reglas de derivacion. Concretamente “la derivada de una funcion constante
es igual a cero”, “la derivada de una suma es la suma de las derivadas” la
cual permite determinar que la funcion buscada es cualquiera de la familia

f(x) = x? + C, donde, C € R.

Procedimientos

* Cilculo de la antiderivada de y = 2x, esto se realiza ya sea mediante las
reglas de derivacion (derivada de la funcion potencial), o mediante las reglas
de integracion. Este procedimiento origina la respuesta de ambos apartados
de la tarea.

* Ensayo y error. Probando posibles reglas de correspondencia entre los
valores de x y los de f'(x), a partir de los valores dados en la tabla. Este
procedimiento es de cardcter numérico-técnico, centrado en la busqueda de
un patréon que permita establecer la regla de correspondencia que permite

definir la funcion derivada.

Argumentos

* La expresion algebraica de la funcion derivada es y = 2x porque al ir
evaluando los puntos dados tubularmente, (x, f ’(x)); se deduce de manera
empirica que es la funcion derivada.

* La funcion buscada es y = x? porque la derivada de esta funcion esy’ =
2x. Establece la validez para la funcion f(x) teniendo en cuenta la regla para

derivar la funcién potencial.
4.3.2.3.3. Contenido curricular
La tarea 3 evalda los siguientes contenidos:

¢ Funciones cuadraticas. Familia de funciones.

* Funcién derivada (representacion tabular, grafica y simbélica; en su acepcion
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de pendiente de la recta tangente).

* Teoremas para derivar funciones (Reglas de derivacion: para la funcion
constante y la suma de funciones).

* Antiderivada (determinaciéon de una familia de funciones a partir de una
funcion que ha sido derivada).

* Teorema fundamental del calculo (relacion entre la derivada de una funcion y

su antiderivada).
4.3.2.3.4. Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante no identifique la familia de funciones cuando se
le solicita encontrar una expresion distinta a la encontrada, proporcionando funciones

equivalentes, tal como se reporta en (Pino-Fan, Godino & Font, 2013).
4.3.2.4. Tarea cuatro: exploracion grdfica de la antiderivada

Esta tarea (Figura 4.5), se disen6 con el fin de explorar el uso que los estudiantes hacen
de las representaciones graficas. Esta tarea, corresponde al tratamiento'* de una
representacion (Duval, 2006a; 2006b). Esta transformacion de la representacion se hace
en el mismo registro donde ha sido formada. En general este tipo de tarea constituye una

forma parcial de comprension de la nocidn bajo estudio.

14 E] tratamiento es una transformacién interna de un registro.
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Tarea 4. La Figura 7a muestra la grafica de una funcion f (x) continua en R. Indica cudl o

cudles de las gréficas de las funciones que se te presentan en la Figura 7b,
corresponde o corresponden a la antiderivada de la funcién representada

graficamente en la Figura 7a. Justifica tu respuesta.

Jix)

Figura 7a Figura 7b

Figura 4.5. Tarea 4 del cuestionario CNM-Antiderivada.

4.3.2.4.1. Solucion plausible de la tarea cuatro

Para dar solucion a la tarea propuesta, se analiza la grafica de la funcion f(x), dada en
la Figura 7a de la tarea, mediante los criterios de construcciones de graficas

(concavidad, funciones crecientes y decrecientes, puntos criticos, ...).

Inicialmente observamos que f(x) es continua en R, y tiene puntos criticos en x =0y
x = 2, por lo que las graficas de la antiderivada deben tener tangentes horizontales en
dichos puntos del dominio. Ademas, se puede observar en la Figura 7a (de la tarea), que
la grafica de f(x) presenta un maximo en el punto del dominio x = 1, por lo que la
grafica o graficas de la antiderivada deben presentar un cambio de concavidad (punto de
inflexion) en dicho punto. Como la grafica de f(x) es creciente negativa en el intervalo
(=0, 0) y creciente positiva en el intervalo (0,1), y decreciente positiva en el intervalo
(1,2) y decreciente negativa en el intervalo (2, o), entonces el cambio de concavidad en
la grafica o graficas de la antiderivada de f(x) es de concava hacia arriba en intervalo

(—o0, 1) a concava hacia abajo en el intervalo (1, o).
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Por lo tanto, las graficas que forman parte de la familia de funciones que constituyen la

antiderivada de f(x) son t(x) y h(x), presentadas en la Figura 4.6.

~

Figura 4.6. Funciones solucién de tarea 4

4.3.2.4.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos Lingiiisticos

* La expresion f(x) y su grafica (Figura 7a). Denota una funcién
indeterminada, en este caso, una funciéon que cumple ciertas condiciones
reguladas por la grafica dada.

e Las expresiones 'y sus respectivas  graficas  (Figura  7b),
r(x),s(x), t(x), h(x),i(x),u(x)y v(x). Denotan funciones indeterminadas
las cuales algunas de ellas son antiderivada de la funcion dada f(x).

* La expresion, “cudles de las graficas de las funciones que se te presentan en
la Figura 7b, de la tarea, corresponde o corresponden”. Refiere a la existencia

de relaciones entre la grafica de la Figura 7a y algunas de las graficas de la
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Figura 7b, por medio de la antiderivada.

* La expresion “f(x) es continua en R”, la cual refiere a una proposiciéon que
garantiza la existencia de la antiderivada derivable.

* Otras expresiones verbales como: funcidén, valor que toma una variable,
dominio, tangente; que refieren a conceptos matematicos para el uso de la
construccion de graficas.

* Asi mismo, el discurso (verbal o escrito) de argumentos matematicos que se
utiliza para el andlisis de la construccion matematica de la antiderivada de la

grafica de f(x) propuesta en la tarea.

Conceptos/Definiciones

* Funcion de una variable real. Definida por la grafica de la funcion f(x) y las
graficas de las funciones antiderivada planteadas en las Figuras 7a y 7b
respectivamente.

* Funciones cuadratica, dada por la funcion particular propuesta, f(x).

* Funcion cubica, r(x),s(x), t(x), h(x),i(x),u(x) y v(x), que representan
funciones particulares ctibicas que al ser derivadas se obtienen funciones de
la forma f(x) = ax? + bx + ¢ ; donde, a,b,c E Ry a # 0.

* Concavidad. Analisis que se hace a la funcion propuesta f(x), en los
intervalos (—o0,1) y (1, o), donde visualmente la grafica nota el cambio de
concavidad.

* Funcion creciente y decreciente. Analisis que se hace a la funcion propuesta
f(x), en los intervalos (—o0,1) y (1, ).

* Puntos de inflexion. Referido al cambio de concavidad a las funciones
propuestas r(x), s(x), t(x), h(x),i(x),u(x) y v(x). Cuando hay cambio de
la concavidad de la grafica y se cumple las condiciones de funciones
creciente — creciente; decreciente — decreciente

* Puntos criticos. Referido a las funciones propuestas
r(x),s(x),t(x), h(x),i(x),u(x) y v(x), en donde visualmente se observan

los puntos de inflexion.
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* Maximo absoluto, referido a la grafica de la funciéon propuesta de f(x), la
cual presenta un maximo (visualmente) en el punto del dominio x = 1.
* Punto méximo. Dado por el punto mas alto en la grafica, caso particular para

analizar la funcion f(x).

Propiedades/Proposiciones

* La funcién propuesta en la tarea tiene puntos criticos, razon por la cual la
grafica de la antiderivada tiene rectas tangentes horizontales.

* Regla de derivacion, concretamente “la derivada de la funcién cubica es una
funcion cuadratica”, lo cual ayuda a determinar las funciones que se buscan
en la tarea.

* En una funcién de una sola variable real, cuando en la grafica existe un punto
de inflexion, entonces la funcion no es diferenciable, o bien, su derivada es 0
en dicho punto del dominio. Caso para las funciones
r(x),s(x),t(x), h(x),i(x),u(x) y v(x). Dado que en la funciéon propuesta
existe un punto maximo, entonces la grafica de la funcién antiderivada debe
tener un cambio de concavidad en dicho punto del dominio.

* Como la gréafica de f(x) es creciente negativa en el intervalo (—0,0)y
creciente positiva en el intervalo (0,1), y decreciente positiva en el intervalo
(1,2) y decreciente negativa en el intervalo (2, ), entonces el cambio de
concavidad en la grafica o graficas de la antiderivada de f(x) es de concava
hacia arriba en intervalo (—o,1) a céncava hacia abajo en el intervalo

(1, 00).

Procedimientos

* Construccion grafica. Construccion de la grafica en el plano cartesiano a
partir de los conceptos/ definiciones y de las propiedades/proposiciones
matematicos.

* Ensayo y error. Probando posibles reglas de correspondencia entre la grafica

de f(x) de la Figura 7a, y las graficas de las funciones
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r(x),s(x), t(x), h(x),i(x),u(x) y v(x), de la Figura 7b.

Argumentos

* QGrafico-deductivo, referido por la observacion de la grafica propuesta y la

deduccion de las propiedades y conceptos antes mencionados.

4.3.2.4.3. Contenido curricular que se evalua

La tarea 4 evaltia los siguientes contenidos:

* Construccion de graficas a partir de criterios de derivacion.

* Familia de funciones (representacion grafica, de miembros de una familia de
funciones).

* Teoremas para derivar funciones (reglas de derivacion: para la funcién
potencia).

* Antiderivada. Con el significado institucional de procedimiento para obtener
una familia de funciones a partir de una funcion que ha sido derivada.

* Teorema fundamental del calculo (relacion entre la derivada de una funcion y

su antiderivada).
4.3.2.4.4. Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante no identifique las funciones que corresponden a
las antiderivadas, dado que curricularmente la construccion y andlisis de graficas es un
proceso que se ensefia utilizando criterios de derivacion y existe la posibilidad de que el

estudiante no los utilice para determinar las graficas que se solicitan.

4.3.2.5. Tarea cinco: diferencia integral-antiderivada

Esta tarea (Figura 4.7) se disend de acuerdo con lo encontrado en el estudio histdrico-
epistemologico (ver Capitulo 3). En ¢l se encuentran diferencias conceptuales entre los

objetos matematicos integral y antiderivada. De esta forma la tarea propuesta ayuda a
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explorar en los estudiantes la diferencia conceptual sobre estas dos nociones.

Tarea 5. ;Existe alguna diferencia entre las nociones de integral y antiderivada? Justifica tu

respuesta.

Figura 4.7. Tarea S del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.5.1. Solucion plausible de la tarea cinco

Una respuesta a la pregunta de la tarea propuesta es: si existe, la nocion de integral es
generalizacion de una suma de infinitos sumandos infinitamente pequefios.
Generalmente si la integral es definida, estd asociada a los conceptos de area o
volumenes de solidos, cuyos resultados particulares son nimeros o cantidades de
magnitud, mientras que la antiderivada es un procedimiento para obtener una familia de
funciones a partir de una funcién que ha sido derivada, y en la que sus miembros

difieren por una constante.

4.3.2.5.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos lingiiisticos

2

* La sentencia de la pregunta “existe diferencia...” implica analisis que
conlleve a la determinacion de “idea basica”, en este caso, de dos objetos
matematicos del cdalculo infinitesimal, integral y antiderivada, objetos

matematicos que comparten la misma simbologia.

Conceptos/Definiciones

* Integral. Suma de sumandos infinitamente pequefios.
* Integral definida. Dar limites al proceso de sumacion en una funciéon definida
* Antiderivada. Procedimiento para obtener una familia de funciones, a partir

de una funcion que ha sido derivada.
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Propiedades/Proposiciones

* Para comprobar que laantiderivada de una funcidon es correcta, basta
con derivar.

* Al asignar un valor especifico a la constante de “integracion” se obtiene un
miembro de una familia de funciones.

* Al obtener la famila de funciones de una funcion que ha sido derivada y
seleccionar el mienbro cuya constante se hace cero (primitiva), es esta

primitiva la que se utiliza para aplicar el Teorema Fundamental del Calculo.

Procedimientos

* Reflexivo-verbal. En el cual se describen relaciones o diferencias que se

piensan sobre la integral y la antiderivada.

Argumentos

* Verbal-deductivo. Basado en los conceptos/definiciones sobre las dos

nociones.

4.3.2.5.3. Contenido curricular

El contenido curricular que se evalta con la tarea es la diferencia conceptual del objeto

matematico integral y el objeto matematico antiderivada.
4.3.2.5.4. Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante no encuentre las diferencias entre estos dos
objetos y responda que no existen diferencias, que éstas son lo mismo y los términos son

sinonimos.

4.3.2.6. Tarea seis: funciones elementales

Esta tarea (Figura 4.8) se disend de acuerdo con lo encontrado en el estudio histérico-
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epistemologico sobre la antiderivada (ver capitulo 3). El recorrido histérico evidencié un
significado parcial para la antiderivada dado por Euler, al determinar que solo las sumas
infinitas expresadas como funciones elementales poseen primitiva, es decir, en términos
contemporaneos lo anterior puede ser expresado como ‘dado el integrando de una
funcion, si éste se puede expresar como funcion elemental, entonces tiene antiderivada’.
De no ser asi, se debe acudir a métodos numéricos para calcular la integral en limites

establecidos.

Tarea 6. (Es posible tener una funcién en R, que se pueda integrar pero no tenga

antiderivada? Justifica tu respuesta.

Figura 4.8. Tarea 6 del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.6.1. Solucion plausible de la tarea seis

Una respuesta a la pregunta de la tarea propuesta es: Si, es posible. Una funcidon que
tiene antiderivada se puede expresar como funcidén elemental; es decir, puede ser
expresada como suma, resta, multiplicacion, division o composicion de otras funciones

usando un numero finito de operaciones algebraicas. Un ejemplo es la funcion

f(x) =xx:, ésta puede ser expresada como producto de otras dos, h(x) =x y

glx) = (x—il ). Hay funciones que no pueden ser expresadas como funciones
elementales, por ejemplo, la funciéon f(x) = e**. Por lo tanto, con la expresion [ e* 2dx
no es posible encontrar antiderivada. No obstante, si es posible calcular la integral de la
funcion con limites definidos, por ejemplo, |. 15 e*” dx, que se puede calcular por medio

de integracion numérica.
4.3.2.6.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta el andlisis epistémico mediante la descripcion de los
procesos, objetos primarios (elementos lingiiisticos, conceptos/definiciones,
proposiciones/propiedades, procedimientos y argumentos) y sus significados, inmersos

tanto en el planteamiento como en la solucion de la tarea.
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Elementos lingtiisticos

Entre los elementos lingiiisticos previos identificados se encuentran:

* La sentencia lingiiistica “es posible” implica que puede o no suceder, analisis
de juicio de valor que debe utilizar para dar la respuesta a la pregunta.

* La expresion “funcion”, equivale a un elemento transformador, en el que
interviene un dominio y un recorrido.

* La representacion matemadtica “R”, conlleva a un conjunto numérico, en el
cual la “funcién” actia en base a la sentencia “posible”.

* Integral, refiere a un concepto matematico.

* Antiderivada, refiere a un concepto matematico.
El elementos lingiiisticos emergentes que se identifica se encuentra:

* El juicio de valor para dar la respuesta a la pregunta, el cual depende del
conocimiento de los dos objetos en cuestion (integral y antiderivada), y de

ejemplos que sustenten la respuesta.

Conceptos

Los conceptos previos, requeridos para la solucion de la tarea, que se identifican son:

* Funciones en R, en sentido dado de encontrar ejemplos que cumplan con la
condicion exigida en la tarea.

* Integral, dada como proceso suma de infinitos sumandos infinitamente
pequenos.

* Antiderivada (acepciéon dada por el contexto de la tarea). Familia de

funciones.
Los conceptos emergentes que se identifican es:

* Funciones elementales. En el sentido de conocer qué son este tipo de

funciones.
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* Funciones transcendentes. En el sentido de conocer, cuales son estas

funciones.
Proposiciones
Se identifica la siguiente proposicion previa

* Funcion en R. Dada en el sentido de que deba tener condicion especifica para

dar respuesta a la tarea.
Se identifican las siguientes proposiciones emergentes:

e [as funciones elementales.
¢ Funciones transcendentes.

* Integracion numérica

Procedimientos

Se identifica el uso del siguientes procedimientos en la soluciones plausible de la tareas:

* Descripciones verbales y ejemplificacion de funcion elementales,,

flx) = ﬁ, y funciones transcendentes, f(x) = e*”.

Argumentos

Se identifica el uso del siguiente procedimiento en la solucion plausible de las tarea:

* Se dan ejemplos de funciones elementales y transcendentes para responder a
la tarea, este tipo de argumento se conocido en el EOS, como una respuesta
de tipo Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Es decir, un objeto que
interviene en el lenguaje como un caso particular para llegar aun caso mas

general.
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4.3.2.6.3. Contenido curricular que se evalua
La tarea 6 evalua los siguientes contenidos:

* Funciones elementales, concepto matematico asociado a un tipo de funciones
que cumple las condiciones de ser expresada como suma, resta,
multiplicacion, divisién o composiciones de funciones.

* Integracion numérica. En el sentido dado por un procedimiento para el

calculo de integrales definidas.
4.3.2.6.4. Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante no responda correctamente si no hay
conocimiento matematico sobre las funciones elementales y las funciones trascendentes,

tal como se propone en la solucion plausible.
4.3.2.7. Tarea siete: reglas de antiderivacion

La tarea 7 (Figura 4.9), es una pregunta clasica que se ha realizado en textos
universitarios de ensefianza del célculo integral (Haeussler, Paul & Wood, 2008; Pinzén,
Riafio & Gordillo, 2014). Para fines de esta investigacion es adaptada, para determinar si

los estudiantes infieren la antiderivada como proceso inverso de la derivada.

Tarea 7. Halle, si existe, la antiderivada en general para

h(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Figura 4.9. Tarea 7 del Cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.7.1. Solucion plausible de la tarea siete

La respuesta a la tarea propuesta, es la siguiente: Se identifica que la funcién h(x)
corresponde a la regla de derivacion de un producto de dos funciones; por lo tanto, la

funcion antiderivada es una funcién producto de dos funciones, mas una constante en R.
JF()gC) + fG)g' (x)dx = f(x)g(x) + C.
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4.3.2.7.2. Analisis ontosemiotico

A continuaciéon se presenta el andlisis epistémico mediante la descripcion de los
procesos, objetos primarios (elementos lingiiisticos, conceptos/definiciones,
proposiciones/propiedades, procedimientos y argumentos) y sus significados, inmersos

tanto en el planteamiento como en la solucion de la tarea.

Elementos lingiiisticos

Entre los elementos lingiiisticos previos identificados se encuentran:

* La expresion h(x). Denota una funcion determinada por otras, en este caso,
una suma de productos de funciones f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

* Las expresiones f'(x) y g'(x). Denotan la notacion de la derivada de dos
funciones, en este caso f(x) y g(x).

e La expresion “Halle, si...”, sentencia que alude a un proceso de

algoritmizacion del cual emergera un procedimiento para encontrar la

antiderivada.
Entre los elementos lingiiisticos emergentes se puede destacar:

+ Identificacion de la funcioén h(x), la cual corresponde a la regla de derivacion
de un producto de dos funciones.

e Elsimbolo [ , actiia como operador que denota un procedimiento a efectuar.

* La letra C que representa la generalizacion de la familia de funciones que se
obtenga.

e La funcién antiderivada es una funcién producto de dos funciones mas una

constante en R. Es decir, f(x)g(x) + C.

Conceptos

Los conceptos previos que se identifican son:

* Funcion de variable real general conocida. Definida por funcion h(x).
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* Suma de un producto general de funciones. Definida por: f'(x)g(x) +

f)g' ().
Los conceptos emergentes que se identifican son los siguientes:

* Derivada de producto de dos funciones. Caso particular para la funcion,

d r /]
—(f)g() = f'(x)g(x) + fF(x)g'(x).

* Familia de Funciones. Caso particular al adicionar la “constante de
integracion” al encontrar la antiderivada solicitada, f(x)g(x) + C.

* Antiderivada. Cuando se usa en la solucién plausible la notacion de

antiderivacion, [ f'(x)g(x) + f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) + C.

Procedimientos

Identificamos el uso de los siguientes procedimientos en las soluciones plausibles de las

tareas:

* Inversa de regla de derivacion. dd—x F@)gx) =1f"(x)glx) + f(x)g'(x)
* Ensayo y error. Probando posibles reglas de correspondencia entre las

funciones dadas.

* Técnica de antiderivacion: [ f'(x)g(x) + f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) + C.

Argumentos

* Se identifica que la funcion h(x) corresponde a la regla de derivacion de un
producto de dos funciones; por lo tanto, la funcion antiderivada es una

funcion producto de dos funciones mas una constante en R, [ f'(x)g(x) +

fO)g' (x)dx = fx)g(x) + C.
4.3.2.7.3. Contenido curricular
Los contenidos curriculares que se evaltian con la tarea siete son:

e QOperaciones con funciones, concretamente de suma de productos de dos
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funciones.

* Reglas de antiderivacion.

4.3.2.7.4. Principales dificultades para su resolucion

La funcion propuesta en la tarea, estd escrita como el producto de dos funciones que se
han derivado. Esta forma general hace que la antiderivada no sea identificada por los

estudiantes y que la antiderivada de la funcion propuesta no pueda ser encontrada.

4.3.2.8. Tarea ocho: notaciones de funcion

Esta tarea (Figura 4.10) refiere a una pregunta clasica que se ha realizado en textos
universitarios de ensefianza del célculo integral (Haeussler, Paul & Wood, 2008; Pinzon,
Riafio & Gordillo, 2014), y ha sido adaptada en este disefio, para determinar si los
estudiantes identifican diferentes formas de notacion simbolica en las que se expresan

las funciones para realizar sobre ellas la antiderivacion.

_— Lo a[ 1
Tarea 8. Halle si existe, la antiderivada de f(x) = o W

Figura 4.10. Tarea 8 del Cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.8.1. Solucion plausible de la tarea ocho

Una posible respuesta es la siguiente: Se identifica que la funcion f(x) corresponde a la
derivada de una funcion y es una funcion elemental. Ahora, dado que la antiderivada de
una derivada es la misma funcidbn mds una constante cualquiera en R (familia de

funciones), entonces se tiene que:

1

d 1
| ax=——+c
de[\/x2+1] Va2 +1
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4.3.2.8.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos lingtiisticos

2

e La expresion “Halle, si...”, sentencia que alude a un proceso de
algoritmizacion del cual emergera un procedimiento para encontrar la

antiderivada.

d 1 ) )
— . Denota una funcion particular, la cual se
dx [\/x2+1] p i

expresa en notacion diferencial, que incluye la derivada de una funcion

* La expresion f(x) =

concreta dada en la tarea.

Conceptos/Definiciones

* Diferencial. Particularizado y visto de manera operativa mediante la

., d 1
expresion — .
p dx [\/x2+1]

) ., ) ., d 1
e Derivada de una funciéon. Caso particular para la funcion — [—]
p p dx LVx2+1

* Antiderivada de una funcion, la cual se determinard a partir de la funcién

@ =5l

Propiedades/Proposiciones

* La antiderivada de una funcién en notacion diferencial, es la misma funcion,
mas la constante de integracion.
* Para comprobar que la antiderivada de una funciéon es correcta, basta

con derivar.
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Procedimientos

* Algoritmico dado por una “regla de integracion”. En este caso en particular,

dicha regla es establecida por la tarea, [ ;—x [ﬁ] dx = \/ﬁ + C.

Argumentos

e La funcion f(x) de la tarea corresponde a una funcion escrita en notacion
diferencial, validando una propiedad de las “reglas de integracion” (la
antiderivada de una funcidn escrita en notacion diferencial, es ella misma, mas

una “constante de integracion”), esta validacion en particular, para la funciéon

af[ 1 1
propuesta es: [ — [m] dx = ==+C.
4.3.2.8.3. Contenido curricular que se evalua
La tarea 8 evalua los siguientes contenidos:

* Notacion simbolica para expresar una funcion matematica.

* Reglas de derivacion (posiblemente), al usar notacién diferencial en la
funcion planteada en la tarea.

* Reglas basicas de integracion, entendidas como técnica para encontrar la

familia de funciones en una funcidn que ha sido derivada previamente.
4.3.2.8.4. Principales dificultades para su resolucion

La funcion propuesta en la tarea estd escrita en notacion diferencial. La naturaleza de
esta notacion hace que la funcion derivada no sea perceptible para los estudiantes y que

la antiderivada de la funcion propuesta no pueda ser encontrada.
4.3.2.9. Tarea nueve: aplicacion de la antiderivada a la economia

La tarea 8 (Figura 4.11) puede verse como una pregunta clasica de aplicacion que se
presenta en algunos libros de texto universitarios con orientaciones a las ciencias

economicas (Haeussler, Paul & Wood, 2008; Arya & Lardner, 2004). Fue incluida para
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explorar la capacidad de relacionar la nocidén de antiderivada con otros objetos
matematicos en otros contextos. En este sentido, esta tarea es evaluadora de
conocimiento 'y comprension parcial de la nocidon matematica en contextos diferentes al

matematico.

Tarea 9. En economia, la razoén de cambio del costo total (Cr) con respecto

a la cantidad q de unidades se llama Costo Marginal (C,,), asi

Cy = [Z—qu. Suponga que la funciéon de costo marginal de un

, dc . .
producto esta dada pord—qT = 52 — q. Determine la funcién de

costo total.

Figura 4.11. Tarea 9 del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.9.1. Solucion plausible de la tarea nueve

Para determinar la funcién de costo total, dada una funcién de costo marginal, se deben
separar las variables Cr y q; asi, dC; = (5q% — q)dq. Verificamos que las funciones

dadas sean elementales y procedemos a encontrar la antiderivada para cada uno de los

elementos en la igualdad [ Crdq = [(5¢% — q)dq, esto es, Cy = §q3 — %qz + C. Esta
ecuacion proporciona el costo total Cr de producir un producto con q unidades, donde

C € Ry C representa el costo fijo de producir de la cantidad q unidades.
4.3.2.9.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos lingtiisticos

e La expresion “Determine la funcion...”, sentencia que alude a un proceso de
algoritmizacion del cual emergera un procedimiento para encontrar la

funcion costo total.
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dc e .,
. d—qT = 5% — q. Expresion simbolica que refiere a la funcion de costo
marginal.

° 9

q”. Letra que refiere a una variable que representa la cantidad de unidades
de lo que se produce.

* Laletra Cr, que refiere a la funcion de costo total.

Conceptos/Definiciones

* Funcidn de costo marginal. Funcion que describe el incremento que sufre el
costo cuando se incrementa la produccién en una unidad; es decir, el
incremento del costo total que supone la produccion adicional de una unidad
de un determinado bien.

* Funcidn de costo total. Funcion que da el costo que se tiene al producir una
cierta cantidad de unidades de un producto.

* Antiderivada, como procedimiento que permite obtener la funcion de costo

total a partir de una funcion de costo marginal.

Propiedades/Proposiciones

* Laderivada de la funcién de costo total es una funcion de costo marginal.
* La antiderivada de la funcién de costo marginal nos permite obtener la

funcion de costo total.

Procedimientos

® M¢étodo de variables separables para solucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden y primer grado. Dada una funcién de costo
marginal se deben separar las variables Cr y q; asi, dC; = (5¢% — q)dq.
Verificando que la funcion dada es elemental, procedemos a encontrar la

antiderivada para cada uno de los elementos de la funcion.

Argumentos

* A partir de la proposicion, la antiderivada de la funcion de costo marginal
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permite obtener la funcion de costo total. Asi, el costo total es el significado
(institucional) que en las ciencias econdmicas se le confiere a la antiderivada

de la funcion de costo marginal.
4.3.2.9.3. Contenido curricular que se evalua
La tarea 9 evalua los siguientes contenidos:

* Funciones y su aplicacion a temas de la economia.

* Uso de las “reglas basicas de integracion”, entendidas como una técnica para
encontrar la familia de funciones a partir de una funcion que ha sido derivada
inicialmente.

* Aplicacion de la antiderivada y sus propiedades a temas de la economia.
4.3.2.9.4. Principales dificultades para su resolucion

Se prevé que el estudiante no identifique los simbolos y la notaciéon propios de la

economia.
4.3.2.10. Tarea diez: solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias

La tarea 10 (Figura 4.12) es clasica en los textos universitarios de ensefianza del calculo
integral (Stewart, 2013; Pinzon, Riafio & Gordillo, 2014). La hemos adaptado para
determinar si los estudiantes pueden encontrar la ecuacién que satisface una ecuacion

diferencial, a través de antiderivadas.

.. dy . . . .
Tarea 10. La ecuacion e f(x) es una ecuacién diferencial de primer orden.

(Como se puede determinar una solucién que satisfaga esta ecuacion

diferencial?

Figura 4.12. Tarea 10 del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.10.1. Solucion plausible de la tarea diez

Una posible respuesta es: la solucion de una ecuacion diferencial ordinaria de primer
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orden y primer grado, se puede resolver matematicamente por medio de antiderivacion
sucesiva. Esta antiderivacion sucesiva estd sujeta a la verificacion de f(x) como una
funcioén elemental. Si se confirma f(x) como funcidon elemental, se procede a hallar su

antiderivada: y = f(x) + C , la cual satisface la ecuacion diferencial.

4.3.2.10.2. Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos lingiiisticos

d e S g .
. ﬁz f(x). Expresion simbolica que refiere a una ecuacion diferencial

ordinaria de primer orden y primer grado.

9

* La expresion “Como se puede determinar...”, sentencia que alude a un

proceso de algoritmizacion del cual emergera un procedimiento para

encontrar la solucidon que satisface la ecuacion diferencial.
- . d . :
* La expresion matematica d—z, para expresar una derivada de una variable en

funcion de otra.

Conceptos/Definiciones

* Funcidn de una variable real, particularizada en la tarea por f(x).
. dy
* Derivada, concretamente, -
X
* Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y primer grado. Descrita por
ay

la ecuacion, == f(x).

Propiedades /Proposiciones

* Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, se pueden resolver
a través de antiderivacion sucesiva. En el caso particular de la ecuacion

dada, s6lo se requiere de una antiderivada.
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* M¢étodos para resolver ecuaciones diferenciales.

* Reglas de integracion.

Procedimientos

e Con base en las propiedades/proposiciones de la tarea, se halla la
antiderivada de la ecuacion diferencial dada, lo cual desvelard la ecuacion

que la satisface.

Argumentos

* De tipo algoritmicos/algebraicos, basados en las proposiciones sefialadas

anteriormente.
4.3.2.10.3. Contenido curricular que se evalua
La tarea 9 evalua los siguientes contenidos:

* Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y primer grado.

* Uso de las “reglas basicas de integracion”, entendidas como una técnica para
encontrar la familia de funciones en una funcién que ha sido derivada
inicialmente.

* Me¢étodos para resolver ecuaciones diferenciales.
4.3.2.10.4. Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante no identifique la notacién general de una
ecuacion diferencial de primer orden, o que curricularmente el tema no haya sido

abordado.
4.3.2.11. Tarea once: aplicacion de la antiderivada en la fisica

La tarea 11 (Figura 4.13), es una pregunta cldsica que se ha realizado en textos
universitarios de ensefianza del calculo integral (Stewart, 2013; Pinzon, Riafio &

Gordillo, 2014). En este disefo es adaptada, para determinar si los estudiante describen
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en forma “escrita-verbal” un fendmeno fisico a través de otro.

Tarea 11. Si un objeto se mueve en linea recta y tiene una funcién de
velocidad v(t), describa con sus palabras cémo determinar la

funcién de posicion s(t) del objeto.

Figura 4.13. Tarea 11 del cuestionario CNM-Antiderivada

4.3.2.11.1. Solucion plausible de la tarea once

Una respuesta a la pregunta de la tarea propuesta, es la siguiente: en fisica, el
movimiento rectilineo, se concibe como la trayectoria que describe un mévil en una
linea recta. La velocidad en este tipo de movimiento, es el cambio de posicion del objeto

con respecto al tiempo. En términos de una expresion matematica es la ecuacion

ds

== v(t), en esta ecuacion se relaciona la variacion de la posicion del objeto (ds)

respecto al tiempo (dt). A esta relacion de variacion se le llama velocidad [v(t)]. A
partir de esta expresion matematica, se puede determinar la posicion del objeto, para

esto, se proceder a efectuar una antiderivacion sobre la funcion de velocidad.
4.3.2.11.2. Anadlisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiiisticos,
conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus

significados, que se espera sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos lingiiisticos

Los elementos lingiiisticos previos que se identifican son:

* La expresion “se mueve en linea recta...”, sentencia que alude a un proceso
fisico de movimiento rectilineo.

* Funcidn de velocidad v(t). Denota una funcién matematica en términos del
tiempo (t).

* La sentencia “describa con sus palabras...”, alude a una accién comunicativa
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detallada, argumentativa y personal de un proceso.
* Funcion de posicion s(t). Denota una funciéon matematica en términos del

tiempo (t).
Como elementos lingiiisticos emergentes se identifican:

-7 o ds .y . o,
* La expresion matematica, P v(t) . Ecuacion se relaciona la variacion de

la posicion del objeto (ds) respecto al tiempo (dt). A esta relacion de
variacion se le llama velocidad [v(t)].
* Antiderivacion sucesiva. Expresion “verbal” que se refiere al procedimiento

para la solucion de la ecuacion de velocidad en el movimiento rectilineo

Conceptos

El concepto previo, requerido para la solucion de la tarea, que se identifico es:

* Movimiento en linea recta. Dado por la fisica.

* Funcion de velocidad v(t). Funcion que relaciona el cambio de la posicion
de un objeto (ds) respecto a un cambio de tiempo (dt).

* Funcion de posicion s(t). Funcion que determina un lugar (en el movimiento

rectilineo) donde se encuentra un objeto en un tiempo (t) determinado.

Los conceptos emergentes que se identifican son:

ds .y . .y, ..y .
= v(t), ecuacion se relaciona la variacion de la posicion del objeto (ds)

respecto al tiempo (dt). Relacion de variacion se le llama velocidad [v(t)].
* Funcion de posicion s(t). Obtenida con el proceso antiderivacion de la

funcién de velocidad v(t).

Proposiciones

No se identifica proposicion previa, aunque si se identifica proposiciones emergentes,

las cuales son:
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ds

%= v(t), al establecer una ecuacion que relaciona la variacion de la

posicion del objeto (ds) respecto al tiempo (dt). Relacion de variacion se le
llama velocidad [v(t)].

* Reglas de antiderivacion. Para la encontrar la funcion de posicion s(t).

Procedimientos

Se identifica el uso del siguiente procedimiento en la solucion plausible de la tarea:

* Antiderivacion sobre la funcidon de velocidad v(t), para obtener la funcion de

posicion s(t).

Argumentos

El argumento que se identificd es:

* “Escrito-verbal”, narrativa personal para obtener la funcidén de posicion de un
objeto a partir de la funcion de velocidad, esta narrativa identifica el uso del
significado de la antiderivada descrito por el EOS como una dualidad de la
forma personal e institucional, en el sentido dado que la narrativa hace

emerger desde un significado personal el “objeto institucional” antiderivada.
4.3.2.11.3. Contenido curricular que evalua
Los contenidos curriculares que se evaltian con la tarea nueve, son los siguientes:

* Movimiento rectilineo.

* Funcién de velocidad.

* Funcién de posicion.

* Uso de las “Reglas basicas de integracion” entendidas como una técnica para
encontrar la familia de funciones en una funcién que ha sido derivada

inicialmente.
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4.3.2.11.4. Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante describa en forma “escrita-verbal” un fenomeno
fisico a través de otro, consideramos que el estudiante no va ha tener dificultad alguna

para dar solucidn, dado que se solicita una narrativa del situacion fisica.

4.4. REVISION Y SELECCION DE LAS TAREAS A PARTIR DEL JUICIO DE
EXPERTOS

Con la finalidad de afianzar la fiabilidad y la validez de contenido del cuestionario
CNM-Antiderivada, éste se sometid a revision mediante el juicio de expertos. Para el
estudio se contactd a seis expertos~ del 4rea de la Educacion Matematica con
especialidad en temas de calculo, adscritos a las siguientes universidades: Universidad
de Antioquia, Colombia (E1); Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso, Chile (E2);
Universidad Auténoma de Querétaro, México (E3); Universidad de Sevilla, Espana
(E4); Universidad de Barcelona, Espafia (ES); Universidad Autonoma de Barcelona,

Espana (E6).

Para facilitar la colaboracion de los participantes de este estudio, a cada uno de los
expertos se les envio un formulario en el que podian opinar libremente (ver Anexo 2),
para cada una de las tareas del cuestionario, sobre el grado de relevancia de cada uno de

los siguientes aspectos:

1. Distintos significados del objeto antiderivada.

2. Representaciones activadas tanto en los enunciados como en las soluciones
plausibles.

3. Contenido matematico de las tareas en relacion con el objeto antiderivada;
es decir, el vinculo de la antiderivada con otras nociones matematicas

relevantes para su comprension.

15 Para este estudio estamos utilizando la palabra “experto” en el sentido de Profesor Investigador
asociado a una universidad, reconocido por la comunidad académica por sus publicaciones en revistas
de alto impacto registradas en bases de datos de tipo ISI/Web of Knowledge, SciElo, SCOPUS, ERIH,
etc.; y experiencia de mas de 10 afios en didactica de célculo.
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4. Ausencia de algin contenido relevante.

5. Redaccion y comprension de los enunciados.

Para cada uno de los puntos anteriores, los expertos podrian elegir una puntuacion entre
1 y 5, siendo 1 nada relevante y 5 totalmente relevante. Adicionalmente, se les
proporcion6 espacios donde podian plasmar sus opiniones por tarea, y para el
cuestionario en general. Las respuestas de los expertos contribuyeron a la mejora de las

caracteristicas y a la adecuacion del nivel de dificultad del instrumento.

En general, el Cuestionario CNM-Antiderivada fue aprobado y avalado por parte de los
expertos, tanto los enunciados como en las soluciones plausibles de las tareas. La tabla
4.1 muestra la puntuacion media otorgada al cuestionario por cada uno de los expertos.

Tabla 4.1
Puntuacién media por experto al cuestionario CNN-Antiderivada.

Experto Puntuacion Media
El 5,0
E2 4,8
E3 4,4
E4 4,2
E5 5,0
E6 5,0

Puntuacion en escala (1 a 5); Media= 4,722

Para determinar la calificacion de cada experto, se promedid la puntuacion asignada a
cada uno de los criterios evaluados para cada una de las tareas que conforman el
cuestionario. Como se puede observar en la Tabla 4.1, la media total obtenida fue de
4,72 puntos. En la version definitiva del cuestionario se incluyeron las sugerencias y
recomendaciones de cada uno de los expertos, las cuales fueron realizadas en el sentido
de mejorar la redaccion de algunos enunciados y considerar algunos datos adicionales

tanto el planteamiento como en las soluciones de algunas tareas.

Para que la fiabilidad y validez de contenido del cuestionario fuera lo mas alta posible,
ademas de la triangulacion de expertos se realizaron, por tarea, los andlisis de contenido

detallados que se presentaron en la seccion 3. Dicho analisis, que denominamos andlisis
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ontosemiotico, junto con las herramientas tedrico-metodoldgicas contempladas para
llevar a cabo este tipo de estudio, han sido sugeridos y utilizados con el mismo fin en
otros estudios (Pino-Fan & Font, 2015; Pino-Fan, Godino & Font, 2013), y se prevén
como potentes para analizar, caracterizar y tener un buen grado de validez de contenido

en el disefo de tareas y cuestionarios como el que aqui presentamos.

4.5. CONSIDERACIONES FINALES

En esta capitulo presentamos el disefio de un cuestionario que nos permite caracterizar
el conocimiento sobre la antiderivada de estudiantes universitarios, y asi determinar si la
comprension que tienen los alumnos del objeto matematico antiderivada refleja la
complejidad de dicha nocion. La nocion de conocimiento (conocimiento matematico),
desde un punto de vista pragmatista como el adoptado por el EOS, incluye y vincula las
actividades de comprension, competencia y disposicion, las cuales intervienen en las

practicas matematicas que se desarrollan con la finalidad de resolver un problema.

Esta forma pragmatica de entender el conocimiento, ha sido considerado en el disefio de
cada una de las tareas que conforman el cuestionario, toda vez que las tareas requieren
para su resolucion de la movilizacion congruente tanto de los diversos registros de
representacion para la antiderivada (Duval, 1995; 2006a), como de la diversidad de

significados parciales de dicha nocién matematica (ver Capitulo 3).

El analisis a priori realizado, junto con la determinacion de las posibles dificultades en
la resolucion de cada una de las tareas, permite observar, describir y predecir la
actividad matemadtica como un conjunto complejo de practicas en las cuales se
movilizan y articulan una serie de objetos matematicos (elementos lingiiisticos,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) y sus significados, a los cuales
idealmente se deberan aproximar las practicas matematicas de los estudiantes cuando
resuelvan cada una de dichas tareas. Asi mismo, tanto los andlisis a priori de contenido,
como el estudio mediante juicio de expertos, han dado evidencia de que las tareas del
Cuestionario CNM-Antiderivada, en efecto evalllan una muestra representativa de

aspectos parciales de la comprension de la antiderivada.
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El instrumento disefiado puede ser 1til de diferentes maneras:

1) Primero se puede utilizar para evaluar la comprension de la antiderivada que

tienen los alumnos.

2) Las mismas tareas que integran el cuestionario podrian ser adaptadas para
potenciar, en los estudiantes de los primeros cursos universitarios, la

comprension de la antiderivada.
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CAPITULO 5

Evaluaciéon de la Comprensién

Sobre la Antiderivada

5.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se presentan los resultados de la aplicacion del Cuestionario
CNM-Antiderivada, el cual se diseno y validdo mediante el juicio de expertos. En la
primera parte se muestra la descripcion de la aplicacion del instrumento; en la segunda
el analisis cuantitativo de los datos obtenidos a partir de la aplicacion del instrumento, y
en la tercera parte se hace un andlisis cualitativo reforzado mediante la presentacion de
resultados de algunas entrevistas llevadas a cabo con la finalidad de complementar
informacion sobre la comprension de la nocidon matematica antiderivada de los

estudiantes universitarios de carreras de matematicas y afines a las matematicas.
5.2. APLICACION DEL INSTRUMENTO CNM-Antiderivada

A continuaciéon se presenta los resultados que se obtuvieron con la aplicacion de la
version del Cuestionario CNM-Antiderivada. La aplicacion del cuestionario tiene varias
funciones dentro de la investigacion, aunque el objetivo principal de su aplicacion, en
concordancia con lo que sefialan Cohen, Manion y Morrison (2011), es incrementar y

sustentar la fiabilidad, validez y factibilidad del cuestionario.
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5.2.1. Método

Esta investigacion se inscribe dentro de un enfoque metodologico de tipo mixto
(Johnson y Onwuegbuzie, 2004; Creswell, 2009), puesto que se trata de un estudio de
tipo exploratorio en el que se considera la observacion de variables cuantitativas (grado
de correccion de los items: respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas) y

cualitativas (tipo de resolucion o configuraciones cognitivas propuestas por estudiantes).

Para el estudio cualitativo nos apoyamos en la técnica de analisis denominada andlisis
semiotico (Godino, 2002), misma que hemos descrito en el Capitulo 2, la cual permite
describir de manera sistemdtica tanto la actividad matematica realizada por los
estudiantes al resolver problemas, como los objetos matematicos primarios (elementos
lingiiisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos), y Sus

significados, que intervienen en dichas practicas (Godino, Batanero & Font, 2007).
5.2.1.1. Sujetos

La prueba se aplico a una muestra de 137 estudiantes universitarios de carreas de
matematicas o afines a las matemadticas en diferentes universidades en Colombia. El
condicionante para la aplicacion de la prueba a los estudiantes que participaron, fue el
haber tomado el curso de calculo integral o célculo II (momento curricular donde se

aborda la nocion).

Los estudiantes que participaron en la aplicacion de la prueba estaban distribuidos de la

siguiente forma:

* 37 Estudiantes de la Licenciatura en Matematicas que se imparte en la Facultad
de Ciencia y Tecnologia de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN) en
Colombia.

* 23 Estudiantes de Ingenieria Civil que se imparte en la Facultad de Ingenieria de
la Universidad Santo Tomas (USTA) en Colombia.

* 26 Estudiantes de Ingenieria (nicleo comin) que se imparte en la Facultad de

Ingenieria de la Universidad Central (UC) en Colombia.
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* 24 Estudiantes de Ingenieria Topografica que se imparte en la Facultad de Medio
Ambiente y Recursos Naturales de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas (UDFJC) en Colombia.

* 27 Estudiantes de Matematica que se imparte en la Facultad de Ciencias y
Educacion de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas (UDFJC) en

Colombia.

Es de senalar que estos estudiantes se reagruparon para el estudio en tres grupos,

discriminados de la siguiente forma:

* Grupo 1: 27.01% (37) estudiantes de Licenciatura en Matematicas
* Grupo 2: 19.71% (27) estudiantes de Matematica.
¢ Grupo 3: 53.28% (73) estudiantes de Ingenieria.

Es importante comentar que en este estudio no se hace distincién alguna de género de

los estudiantes (hombres y mujeres) que participaron en el estudio.
5.2.1.2. Procedimiento

Para la resolucion de las tareas del Cuestionario CNM-Antiderivada, los estudiantes
contaron con un tiempo de dos horas. La prueba se aplicod en una sola sesion, en
diferentes dias a cada una de universidades que nos facilitaron la aplicacion de la prueba

en el mes de agosto de 2014.

La aplicacion de la prueba estuvo a cargo del investigador autor de esta tesis doctoral.
Antes de comenzar la prueba se dio especificaciones a los estudiantes sobre la forma en
que deberian responderla'®, y se mencioné que iban a ser parte de un estudio de
investigacion para su motivacion. Para cuidar la objetividad y calidad de las respuestas,
se les indicd6 que aquellos que no quisieran escribir su nombre, podrian omitirlo y

colocar en dicho apartado “Sujeto-Hombre” o “Sujeto-Mujer”.

16 . . ., . . . .
Las instrucciones también fueron dadas por escrito en la primera parte del cuestionario tal y como se
muestra en el Anexo 1.
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5.2.2. Analisis

Para el analisis de los datos obtenidos de la implementacion del cuestionario,

consideramos dos variables:

1. Grado de correccion de la tarea (respuestas correctas, parcialmente correctas e
incorrectas).

2. Tipo de configuracion cognitiva (tipologia de resolucién propuestas por los
estudiantes, especificando los objetos y procesos puestos en juego en las

mismas).

Para el analisis de los datos obtenidos, respecto a esta ultima variable (tipo de
configuracién cognitiva), como se ha sefalado, se utiliz6 la técnica de analisis
denominada andlisis semiotico (Godino, 2002; Malaspina & Font, 2010; Godino, Font,
Wilhelmi & Lurduy, 2011), la cual permite describir de manera sistematica tanto la
actividad matemadtica realizada por estudiantes al resolver problemas/situaciones, como
los objetos matematicos primarios que intervienen en las estas practicas (Godino,

Batanero & Font, 2007).

5.2.2.1. Variables y valores considerados en el andlisis

Como se he sefialado, para el analisis de los datos recolectados con la implementacion
del Cuestionario CNM-Antiderivada, se consideran dos variables: La primera de corte
cuantitativo que refiere al grado de correccion de las tareas. En este sentido se

asignaron las siguientes puntuaciones:

* NR: No responde
* 0: Respuesta incorrecta
* 1: Respuesta parcialmente correcta.

* 2: Respuesta correcta.

Las caracteristicas de lo que fue considerado una respuesta correcta, parcialmente

correcta o incorrecta, para cada una de las tareas, se presentan en el Anexo 3.
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En cuanto a la variable cualitativa tipo de configuracion cognitiva, se puede sefialar que
fue principalmente de corte descriptiva y dependié de los procesos, los objetos
matematicos y los significados que a éstos asignaban los estudiantes en la resolucion
que daban de las tareas. No obstante, debido a las caracteristicas de las tareas y a las
respuestas que éstas admiten, fue posible establecer una agrupacion de las respuestas de
los estudiantes segin el tipo de configuracion cognitiva que movilizaban en la
resolucion de cada uno de los items de las tareas. A partir de dichas agrupaciones, se
realiza un estudio cuantitativo (conteo, frecuencias y porcentajes) de los tipos de
configuraciones cognitivas movilizadas en la resolucion de una tarea. La codificacion
asignada a las configuraciones cognitivas activadas en la resolucion de cada uno de los

items de las tareas, también se presenta en el Anexo 3.
5.3. ANALISIS CUANTITATIVO DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES

Este analisis se basa en graficos y estadisticos que permiten explorar la distribucion
identificando caracteristicas tales como: valores atipicos o outliers, saltos o
discontinuidades, concentraciones de valores, forma de la distribucion, etc. Por otra
parte, este andlisis se puede realizar sobre todos los grupos conjuntamente o de forma
separada por grupos. También permite comprobar, mediante técnicas graficas y
contrastes no paramétricos, si los datos han sido extraidos de una poblacion con

distribucion aproximadamente normal.

Como se menciond en el apartado 5.2.1.1, la prueba se aplicé a tres grupos de
estudiantes: 37 de estudiantes de Licenciatura en Matematicas (grupo 1), 27 estudiantes
de Matematica (grupo 2) y 74 estudiantes de Ingenieria (grupo 3). De acuerdo a las
puntuaciones que se establecieron para el grado de correccion de las tareas (ver apartado
5.2.2.1), un estudiante que resolviera correctamente todas las tareas del Cuestionario

CNM-Antiderivada, podria obtener una puntuacion maxima de 24 puntos.

Para el estudio se considera la muestra de 137 estudiantes como Unica ya que, como se
vera a continuacion, no se encontraron diferencias significativas entre las medias de las

puntuaciones obtenidas por los tres grupos. Para ello, utilizamos el paquete estadistico
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IBM SPSS (Version 22) para realizar un comparacion entre tres muestras

independientes. La Tabla 5.1 presenta algunos resultados de dicha comparacion.

Tabla 5.1
Resumen estadistico para la puntuacion total por grupos

GRUPO N Media Minimo Mdximo Rango De:;iicicaién Varianza  Curtosis Asimetria
1 37 13,649 6,0 21,0 15,0 3,5215 12,401 -0,049 -0,490
2 27 16,926 8,0 23,0 15,0 3,5074 12,302 -0,325 -0,534
3 73 11,833 5,0 18,0 13,0 2,7010 7,2095 -0,342 -0,328
Total 137 13,880 5,0 23,0 18,0 3,7504 14,065 -0,288 -0,079

La Tabla 5.1 contiene el resumen estadistico para las tres muestras de datos. Para
verificar si hay diferencias estadisticas significativas entre los tres grupos del estudio, se
utiliz6 una prueba de hipodtesis paramétrica de analisis de varianza (ANOVA); esta
prueba compara las medias de las tres muestras. La Figura 5.1 muestra el diagrama de

caja de la distribucién de los puntajes y puntaje medio obtenido por los tres grupos.

25,09

20,07

66

10,0

39

1,0 210 3.0
GRUPO

Figura 5.1. Diagrama de caja de la distribucion de los puntajes y puntuacion media por grupo
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Mediante esta prueba ANOVA que compara las medias, se muestra que no hay
diferencia significativa entre las medias de las tres muestras de datos, con un nivel de
confianza del 95%. La Tabla 5.2 muestra los estadisticos de los tres grupos en estudio.

Tabla 5.2
Resumen estadistico para la prueba ANOVA

Intervalo de confianza para la

Desviacion Error i 0
Grupo N Media . media al 95% Minimo  Maximo
tipica tipico i
Limite inferior Limite superior

1 37 13,649 3,5215 0,5789 12,475 14,823 6,0 21,0

2 27 16,926 3,5074 0,6750 15,538 18,313 8,0 23,0

3 73 11,833 2,7010 0,3161 10,753 12,014 5,0 18,0
Total 137 13,880 3,7504 0,3204 12,1454 13,721 5,0 23,0

Para determinar si la muestra presenta una distribucion normal, se aplica una prueba de
normalidad con la cual se obtiene para cada una de las variables dependientes y para
cada uno de los grupos, el correspondiente grafico Q-Q Normal (Figura 5.2). Este
grafico permite comprobar si las poblaciones de las que se han extraido las muestras
presentan distribuciéon normal. El Q-Q Normal muestra simultdneamente para cada
elemento, el valor observado y el valor esperado bajo el supuesto de normalidad. Si los
datos proceden de una distribuciéon normal los puntos aparecen agrupados en torno a la
linea recta esperada. La Figura 5.2. muestra la confirmacion de la normalidad de los

datos obtenidos.
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Figura 5.2. Grifico Q-Q Normal de Puntaje
5.3.1. Resultados globales para el cuestionario CNM-Antiderivada

A continuacion se presentan los resultados globales obtenidos por la muestra de 137
estudiantes. Recordemos que el puntaje maximo posible que podia obtener un estudiante

que respondiera correctamente todas las tareas del cuestionario era de 24 puntos.

La Tabla 5.3 muestra las frecuencias de las puntuaciones obtenidas por los estudiantes
dividiendo el rango de puntuacion total (24 puntos) en intervalos del mismo ancho, y
contando el numero de datos en cada intervalo. Las frecuencias muestran el nimero de
datos en cada intervalo, mientras que las frecuencias relativas muestran las proporciones

en cada intervalo.
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Tabla 5.3
Frecuencias para la puntuacion total

Limite Limite Punto . Frecuencia Frecuencia Frecueﬁcia
Clase . . . Frecuencia . Relativa
Inferior  Superior Medio Relativa  Acumulada
Acumulada
1 5 8 6,5 14 0,102 14 0,102
2 11 12 10,5 46 0,336 60 0,438
3 13 16 14,5 54 0,394 114 0,832
4 17 20 18,5 17 0,124 131 0,956
5 21 24 22,5 6 0,044 137 1,000
Media =13,880 Desviacion tipica = 3,7504

Es posible apreciar en la Tabla 5.3 que 77 de los estudiantes (56,2%, clases 3, 4 y 5)
obtuvieron una puntuacion superior a los 13 puntos de los 24 puntos posibles. De estos
77 estudiantes, 54 (39,4%) tuvieron puntuaciones dentro de la clase 3 que contiene el
puntaje medio, 17 (12,4%) obtuvieron una puntuacion entre 17 y 20 puntos (clase 4) y
seis de los estudiantes (4,4%) obtuvieron una puntuacion entre 21 y 24 puntos (clase 5).
Lo anterior evidencia que el 43,8% de los estudiantes presentaron dificultades para
resolver las tareas del cuestionario. La media obtenida por los 137 estudiantes y su

diagrama de caja pueden verse graficamente en la Figura 5.3.
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Figura 5.3. Diagrama de caja de la distribucion total y media aritmética
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En la siguiente seccion se presentan los resultados obtenidos por los estudiantes en cada

una de las tareas del cuestionario.

5.4. ANALISIS DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS DE LOS ESTUDIANTES

En esta seccion se presenta el estudio de los resultados obtenidos con la aplicacion del
cuestionario, considerando, las dos variables definidas para la investigacion: grado de
correccion de las respuestas (correctas, parcialmente correctas e incorrectas) y tipo de

configuracion cognitiva (ver Anexo 3).
5.4.1. Tarea uno: significados de la antiderivada

La pregunta es descrita en el apartado 4.3.2.1; para el analisis cuantitativo de las
respuestas, se considerd la variable grado de correccion (correctas, incorrectas y no
responde), para esta tarea consideramos que una respuesta es correcta si el estudiante
menciona al menos uno de los significados parcial para la antiderivada. La Tabla 5.4
muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la tarea uno con sus
respectivos porcentajes.

Tabla 5.4
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 1

Grado de Frecuencia %

Correccién Total °
Correcta 132 96,3
Incorrecta 0 0,0
No responde 5 3,7
Total 137 100

Al tratarse de una pregunta “global” sobre los significados de la antiderivada que
conocen los estudiantes, los estudiantes no tuvieron dificultades para responder a la
tarea (96,3%). Como se puede observar en la Tabla 5.4, cinco de los estudiantes no
responden (3,7%). En esta tarea no se encontraron respuestas incorrectas, dado que la
tarea indagaba sobre los significados (personales o institucionales) que se le confieren a
la antiderivada, sin discriminar ningun indicativo de la mala compresion del término

matematico.
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5.4.1.1 Anadilisis de las configuraciones cognitivas: tarea 1

A continuacion se describen las configuraciones cognitivas identificadas en las
soluciones que dieron los estudiantes a esta primer tarea. Se identificaron seis tipos de
configuraciones que las hemos denominado: familia de funciones, proceso inverso de la

derivacion, primitiva de una funcidon, integral indefinida, uso de la integral y

definicion—TFC.

La Tabla 5.5 presenta las frecuencias en cada configuracion; en este caso, para la tarea
uno, la variable tipo de configuracién cognitiva estaba relacionada con los significados

de la antiderivada que evidenciaban los estudiantes.

Tabla 5.5
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 1

Tipos de Configuracion Frecuencia por grupo ~ Frecuencia 0
Cognitiva 1 2 3 Total ¢

Familia de funciones 5 2 5 12 8,7

Proceso inverso de la

derivacion 16 12 43 7 51,8
Primitiva de una funcion 6 1 7 14 10,2
Integral indefinida 4 1 11 16 11,7
Uso de la integral 4 1 4 9 6,7
Definicion-TFC 0 10 0 10 7.3
No responde 2 0 3 5 3,6
Total 37 27 713 137 100

Para esta tarea, no se hace una descripcion minuciosa de las practicas matematicas, dado
que para situar la respuesta de un estudiante, ésta debia coincidir con la lista previa de la
solucién plausible (ver apartado 4.3.2.1.1). A continuacién se muestra un ejemplo

prototipico de cada una de las configuraciones cognitivas activadas en la tarea uno.

La configuracién mas usada por los estudiantes (51,8%), es proceso inverso de la
derivacion. La Figura 5.4 muestra la respuesta dada por un estudiante del grupo 3
(estudiantes para ingenieros), que evidencia con claridad la acepcioén personal que los

estudiantes que movilizaron este tipo de configuracion, confieren a la antiderivada.
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Figura 5.4. Respuesta del estudiante E69 a la tarea uno.

La siguiente mas activada por los estudiantes (11,7%) es la configuracion cognitiva,
Integral indefinida, la cual reune las respuestas de estudiantes que de alguna forma
expresan como sinénimos la antiderivada y la integral indefinida. Ejemplo de este tipo

de respuestas se muestra en la Figura 5.5, correspondiente a un estudiante del grupo 3.
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Figura 5.5. Respuesta del estudiante E117 a la tarea uno

La tercera configuracion cognitiva activada por los estudiantes (10,2%), corresponde a
primitiva de una funcion. Ejemplo de este tipo de configuracion se muestra en la Figura

5.6, correspondiente a un estudiante de grupo 2.
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Figura 5.6. Respuesta del estudiante E66 a la tarea uno

La cuarta configuracién activada (8,7%), es la configuracion cognitiva familia de
funciones. Esta configuracion reune las acepciones que vinculan a la antiderivada con el
proceso para hallar la familia de funciones, dada una funciéon que se ha derivado, tal

como se muestra en la Figura 5.7, respuesta dada por un estudiante de grupo 2.
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Figura 5.7. Respuesta del estudiante E33 a la tarea uno

La quinta configuraciéon activada (7,3%) es la configuracion cognitiva definicion-TFC

(Teorema fundamental del calculo ). En esta configuracion se reunen significados en

donde se hace alusion al Teorema Fundamental del Calculo, con la particularidad de

expresar una definicion del objeto en estudio. Esta configuracion es caracteristica de

estudiantes de matematicas, como se muestra en la Figura 5.8.
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Figura 5.8. Respuesta del estudiante E47 a la tarea uno

La ultima configuracion activada (6,7%), es la configuracion cognitiva uso de la

integral. Esta reune todas las respuestas de los estudiantes que describen en el

significado un uso de la integral, tal como se muestra en la Figura 5.9.
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Figura 5.9. Respuesta del estudiante E93 a la tarea uno
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Aunque en muchas de las respuestas s6lo se proporcionaron “listados” de significados
plausibles, esto era lo que se esperaba obtener para que a lo largo del cuestionario
observaramos si los significados que proporcionaban los estudiantes en realidad los
“conocian”, o solamente los enunciaron porque “recordaban”, a grandes rasgos, de sus

cursos pasados.

Los estudiantes que se agruparon en las configuraciones cognitivas: ‘proceso inverso de
la derivacién’, ‘primitiva de una funcioén’, ‘uso de la integral o definicion-TFC’, de
acuerdo con Hall (2010), evidencian indicativos de mala compresion del término
matematico. Podriamos indicar en términos cuantitativos que son respuestas

equivocadas (75,9%).

En algunos casos respuestas como la presentada en la Figura 5.9, evidencian desde la
tarea uno, posibles desconexiones entre los diversos significados parciales de la

antiderivada (ver capitulo 3).
5.4.2. Tarea dos: modelo sinoptico estructurado

La pregunta es descrita en el apartado 4.3.2.2. Para el analisis cuantitativo de las
respuestas, se considerd la variable grado de correccion (correctas, parcialmente
correcta, incorrectas y no responde), para esta tarea consideramos que una respuesta es
correcta si el estudiante relaciona un mapa conceptual con mas de diez de los términos
dados. Una respuesta es parcialmente correcta, si proporciona una relacion grupal con
mas de cinco de los términos dados. Una respuesta incorrecta es aquella en la que el
estudiante no proporcione una relacion grupal de los términos dados. La Tabla 5.6
muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la tarea dos con sus

respectivos porcentajes.
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Tabla 5.6
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 2

Grado de Correccion  Frecuencia %

Total
Correcta 22 16,1
Parcialmente correcto 107 78,1
Incorrecto 0 0,0
No responde 8 5,8
Total 137 100

Al tratarse de una pregunta de relacion grupal sobre algunos términos del célculo
infinitesimal, los estudiantes no tuvieron dificultades para responder a la tarea. Como se
puede observar en la Tabla 5.6, la gran mayoria los estudiantes (94,2%), presentaron un
mapa conceptual con los conceptos dados. S6lo ocho de los estudiantes no responden la
pregunta (5,8%). En esta tarea no se encontraron respuestas incorrectas, dado que la
tarea buscaba indagar las regularidades y relaciones que los estudiantes establecen entre

los términos que se les proporcionaron.
5.4.2.1 Analisis de las configuraciones cognitivas: tarea 2

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea dos se identificaron tres tipos de
configuraciones cognitivas, las cuales hemos denominado: sindptico-basico; sindptico-

intermedio y sinoptico avanzado.

La Tabla 5.7 presenta las frecuencias de uso de cada configuracion; en este caso, para la
tarea dos, la variable tipo de configuracién cognitiva estaba relacionada con la
organizacion de redes jerarquicas de conceptos, que actan como instrumentos de

organizacion y de representacion de conocimientos.
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Tabla 5.7
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 2

Frecuencia por grupo  Frecuenc

%

Tipos de Configuracion Cognitiva ia Total
1 2 3
Sindptico - Basico 10 13 54 77 56,2
Sinoptico - Intermedio 18 10 13 41 29,9
Sinoptico - Avanzado 4 3 4 11 8,1
No responde 5 1 2 8 5,8
Total 37 27 73 137 100

En cuanto a la variable tipo de configuracion cognitiva, en la Tabla 5.7 vemos que los
estudiantes presentaron, en su mayoria, un modelo mapa conceptual bésico (77), con los
conceptos entregados. Un grupo considerable entrego un mapa conceptual intermedio

(41). Un tercer grupo presenta un mapa conceptual avanzado (11).

Dada la globalidad de esta tarea, no se hace una descripcion de las practicas
matematicas de los estudiantes. A continuacidon se muestra un ejemplo prototipico de

cada una de las configuraciones cognitivas activadas en las soluciones de la tarea uno.

La configuracion maés utilizada en la construccién de un mapa conceptual (56,2%), se la
ha llamado configuracién cognitiva sindptico — bdsico, alli se han agrupado aquellas
respuestas en las que se establecen relaciones con pocos de los elementos lingiiisticos
dados, y no se indica ni el sentido o direccion de la conexion, ni se proporcionan
justificaciones para éstas. Un ejemplo se muestra en la Figura 5.10. En ella se puede
observar como el estudiante conecta los conceptos, lo que da una idea de memorizacion
de algtn tipo de organizacion, implicando la identificacion del objeto de estudio con los

conceptos del calculo infinitesimal.
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Figura 5.10. Respuesta del estudiante E86 a la tarea dos

La siguiente configuracion cognitiva mds activada (29,9%), fue la que denominamos
sinoptico — intermedia, la cual refiere a aquellas respuestas en las que se relacionan al
menos diez de las expresiones dadas, se indica el sentido o direccion de la conexion, y
se proporcionan justificaciones sobre dichas conexiones. Sin embargo, no se distinguen
diferencias entre la integral y la antiderivada. La Figura 5.11 muestra un ejemplo de
mapa conceptual (propuesto por un estudiante para profesor de matematicas), dado por

conexiones que relacionan de manera global conceptos del cdlculo infinitesimal.
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Figura 5.11. Respuesta del estudiante ES a la tarea dos

Por tltimo, la configuracién cognitiva sindptico—avanzado, que fue activada por el
8,1% de los estudiantes, retine aquellas respuestas que ademas de establecer las
conexiones de forma similar a las respuestas de la categoria anterior, se establecen y

justifican diferencias para las nociones de integral y antiderivada. Un ejemplo se

muestra en la Figura 5.12
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Figura 5.12. Respuesta del estudiante E37 a la tarea dos

Los diferentes mapas conceptuales presentados por los estudiantes y agrupados en las
tres configuraciones cognitivas identificadas, nuevamente nos da evidencia sobre la
concepcidn que tienen la mayoria de los estudiantes sobre la antiderivada como proceso
inverso a la derivacion, lo cual es indicador de una mala comprension de los conceptos,

tal como se describio anteriormente.

A su vez, los mapas presentados por los estudiantes nos van revelando la equivalencia

(sindbnimo) que establecen entre la integral indefinida y la antiderivada.
5.4.3. Tarea tres: calculo de la funcion primitiva

Como comentamos en el apartado 4.2.3.3 la tarea constdo de dos partes (A y B), la
primera parte (A), tenia por objetivo encontrar una funciéon que cumpliera con la una
representacion tabular y la segunda parte (B), tenia por objetivo inferir la familias de

funciones a partir de la expresion encontrada en la primera parte de la tarea. Para el
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analisis cuantitativo de las respuestas de parte A, se considerd la variable grado de
correccion (correctas, incorrectas y no responde), para esta parte de la tarea
consideramos que una respuesta es correcta si el estudiante encuentra una expresion
valida para f(x). Una respuesta incorrecta es aquella en la que el estudiante no

encuentra una expresion valida para f(x).

Para el analisis cuantitativo de las respuestas de la parte B, se considero la variable
grado de correccion (correctas, parcialmente correcta, incorrectas y no responde), para
esta parte de la tarea consideramos que una respuesta es correcta si el estudiante
encuentra una segunda expresion para f(x) y cuya justificacion es valida. Una respuesta
parcialmente correcta es aquella en la que el estudiantes hace explicita la posibilidad de
encontrar una segunda expresion para f (x) pero no se da una justificacion vélida o bien
la expresion dada es incorrecta. Una respuesta es incorrecta si el estudiante expresa de
manera explicita o implicita que no es posible encontrar una segunda funcién para f(x).
La Tabla 5.8 muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la tarea
tres (parte A y B) con sus respectivos porcentajes.

Tabla 5.8
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 3

Parte A Parte B

Grado de Correccion  Frecuencia o Frecuencia o

Total ° Total ?
Correcta 125 91,2 72 52,6
Parcialmente Correcta 0 0 24 17,5
Incorrecta 7 5,1 20 14,6
No responde 5 3,7 21 15,3
Total 137 100 137 100

Como puede observarse en la Tabla 5.8, los estudiantes no tuvieron problemas en
proporcionar una expresion simbdlica de f(x) en la parte A de la tarea, respondiendo
correctamente el 91,2% de ellos. No obstante, tal como ocurrié en el estudio de Pino-
Fan (2014), los estudiantes tuvieron mas dificultades para responder la parte B de la
tarea, pudiendo encontrar una expresion valida para f(x), pero distinta a la que dieron

en el apartado A, el 52,6% (72) de ellos.
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5.4.3.1 Analisis de las configuraciones cognitivas: tarea 3

En las resoluciones que dieron los estudiantes a la tarea 3, se identificaron para la
primera parte (A), dos tipos de configuraciones cognitivas que hemos denominado:
grafica-técnica y numérica-técnica. La Tabla 5.9 presenta las frecuencias para cada tipo
de configuracion.

Tabla 5.9
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 3-A

Tipos de Configuracion Frecuencia por grupo Frecuencia o
Cognitiva 1 2 3 Total
Grdfica-Técnica 13 5 8 26 19,0
Numérica-Técnica 23 22 61 106 77,4
No hay solucion 1 0 4 5 3,6
Total 37 27 73 137 100

Como se puede observar en la tabla 5.9, los estudiantes activaron mas la configuracion
numérica-técnica. En los apartados 5.4.3.1.1 y 5.4.3.1.2, analizaremos un ejemplo

prototipico para cada una de las configuraciones identificadas en la parte A de la tarea.

Para la segunda parte (B), se identificaron cuatro configuraciones: interpretacion erronea
sobre la unicidad de la derivada, funciones equivalentes, técnica y avanzada. La Tabla
5.10 presenta las frecuencias en cada configuracion identificada.

Tabla 5.10
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 3-B

Frecuencia por Frecuencia
Tipos de Configuracion Cognitiva grupo Total %
1 2 3
Interpretacion errénea sobre la unicidad de la 5
; 1 3 9 6,6
derivada
Funciones equivalentes 2 0 9 11 8,0
Técnica 11 9 17 37 27,0
Avanzada 18 13 238 59 43,1
No da solucion 5 2 14 21 15,3
Total 37 27 73 137 100

Como puede observar en la tabla 5.10, los estudiantes activaron mas la configuracion

cognitiva avanzada (59), en los apartados 5.4.3.1.3, 54.3.1.4, 54.3.1.5 y 54.3.1.6,
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analizaremos un ejemplo prototipico para cada una de las configuraciones identificadas

en la parte B de la tarea.
5.4.3.1.1. Configuracion cognitiva grdfica-técnica

Esta configuracion es activada por 26 de los estudiantes y reune respuestas correctas
tanto como incorrectas. El eje central de este tipo de resolucion son las respuestas en las
que a partir del conjuntos de datos se obtiene la expresion algebraica para la funcion
derivada. Posteriormente a partir de argumentaciones y procedimientos centrados en la

“reglas” de antiderivacion, se encuentra una expresion para f (x).

En la Figura 5.13, se muestra la actividad matematica desarrollada por un estudiante
(E79) para la tarea 3-A. La descripcion de la practica matemadtica del estudiante,
comienza con la representacion (algebraica) para determinar la funcion derivada
f'(x) = 2x ; la que encuentra por simple inspeccion —refiriéndose a la tabla de datos
entregada—, encuentra f(x) = x? ‘integrando’, para luego elaborar la grafica la parabola

de f(x) = x? en un plano cartesiano.

:’:‘(X) = ¥ — pov Simple msp(“(.cio'»\

{ x) = X;L — Mmicgra ndo

Figura 5.13. Respuesta del estudiante E79 a la tarea 3-A

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E79), es posible identificar
diversos elementos lingiiisticos (graficos, simbodlicos y verbales) que dan cuenta de

conceptos/definiciones y proposiciones que el estudiante utiliza en sus procedimientos y
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en sus argumentos. Ejemplo de elementos lingiiisticos son: la representacion grafica y
simbolica para la funcién cuadratica f(x) = x2, el elemento lingiiistico verbal “por
simple inspeccion”, considera la construcciéon de una funcioén a partir de una tabla de
datos. Entre los conceptos/definiciones, se encuentra la integral vista mas como
proceso. En cuanto al procedimiento que utiliza el estudiante podemos destacar la

integracion de f'(x) = 2x, que le permite obtener f(x) = x> por medio de la
n+1
propiedad implicita [ x™ dx = 9;?+ C . El argumento que utiliza el estudiante para

‘validar’ sus procedimientos (de “inspeccién” e integracion) es la elaboracion de la

grafica de la funcion f(x) = x2.
5.4.3.1.2. Configuracion cognitiva numérica-técnica

La configuracion mas activada en las soluciones de los estudiantes a la tarea 3-A (106),
y reine respuestas correctas tanto como incorrectas. El eje central de este tipo
configuracion son las respuestas en las que a partir del conjunto de datos de la tabla, se
determina el patron que permite establecer la regla de correspondencia que permite
definir la funciéon derivada. Posteriormente, a partir de argumentaciones y

procedimientos centrados en la antiderivada, se encuentra una expresion para f(x).

En la Figura 5.14 se muestra la actividad matematica desarrollada por un estudiante
(E39) para la tarea 3-A. La practica matematica del estudiante comienza con la
evaluacion numérica de los valores dados en la tabla, para encontrar una recurrencia y

determinar la funcion derivada f'(x) = 2x; funcion que integra encontrado f(x) = x2.
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Figura 5.14. Respuesta del estudiante E39 a la tarea 3-A

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante E39, es posible identificar
elementos lingiiisticos (simbodlicos) que dan cuenta de conceptos/definiciones y
proposiciones que el estudiante utiliza en sus procedimientos y en sus argumentos.
Ejemplo de elementos lingiiisticos son: la representacion simbolica particular para cada
uno de los wvalores, f/(0) =0; /(1) =1;f(1,5) =3;f(2)=4;f(25) =5, sus

procedimientos de evaluacién numérica lo llevan a generalizar en la funcion f'(x) =

xn+1

2x . En la funcién que encuentra, utiliza la propiedad de la integracion [ x™ dx = +

n+1

C, de forma implicita, obteniendo f(x) = x2, sobre ella utiliza el concepto/definicion
de integral y derivada de una funcion y sus propiedades para obtener de cuadratica
f(x) = x2, los argumentos de validacion estan dados implicitamente con el concepto de

integral como inverso de la derivada.
5.4.3.1.3. Configuracion cognitiva avanzada

En las soluciones que proporcionaron los estudiantes a la tarea 3-B, esta es la
configuracién mas activada (43,1%), y reune respuestas correctas. El eje central de este
tipo configuracion, son las respuestas en las que los procedimientos y justificaciones

realizan en forma explicita una conexion con conceptos como el de antiderivada.
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En la Figura 5.15 se muestra la actividad matematica desarrollada por un estudiante
(E105) para la tarea 3-B. La préctica matematica del estudiante comienza con el
planteamiento de la integral de una funcién derivada [ f'(x)dx , aplica algunas
propiedades de la integrales, encontrando la funcion f(x) = x% 4+ C, explica su

procedimiento “integro la funcion f’(x) para hallar f(x)”.
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Figura 5.15. Respuesta del estudiante E105 a la tarea 3-B

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E105), es posible identificar
elementos lingiiisticos (simbdlicos y verbales) que dan cuenta de conceptos/definiciones
y proposiciones que el estudiante utiliza en sus procedimientos y en sus argumentos.
Ejemplo de elementos lingiiisticos son: la representacion simbolica para [ f'(x)dx . El

lenguaje algebraico es relevante en el wuso de dos propiedades de

xn+1

integracion:1) [ kf (x)dx = k [ f(x)dx; 2) [ x"dx = + C. En sus procedimientos

n+1

el estudiante utiliza el concepto/definicion de integral. La argumentacion verbal “integro

la funcion f’(x) para hallar f(x)” validan sus procedimientos.
5.4.3.1.4. Configuracion cognitiva técnica

Esta configuracion activada en las soluciones de la tarea 3-B, fue activada por el 27% de
los estudiantes y reune respuestas correctas. El eje de esta configuracion son las

respuestas en las que los argumentos que se centran en una regla de derivacion.

En la Figura 5.16 se muestra la actividad matematica desarrollada por un estudiante
(E113) para la tarea 3-B. La préctica matematica del estudiante comienza con el
planteamiento de una familia de funciones f(x) = x? + a, indicando que al derivar esta

funcién encuentra una nueva funcién que corresponde a f’(x) = 2x ; suponemos que
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indica a la nueva funcién con la notacion de derivada, dado que es la funcién de la tarea

3-A.

e ( _ ARION- [ ) Fbr'ji‘ﬁp‘ -\' ':‘l:“!.['j' K_‘ ,.'i‘?\“)“‘n‘
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Figura 5.16. Respuesta del estudiante E113 a la tarea 3-B

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E113), es posible identificar
elementos  lingiiisticos  (simbolicos 'y  verbales) que dan cuenta de
conceptos/definiciones: funcion, familia de funciones, derivada, constante. Propiedades/
Proposiciones: posiblemente reglas de integracion (para dar la familia de funciones),
reglas de derivacion, concretamente la proposicion “la derivada de una funcion
constante es cero” de forma implicita. Para encontrar la familia de funciones f(x) =
x% + a, el estudiante claramente hizo uso de la integral indefinida. Sus procedimientos
son el calculo de la integral indefinida de la funcion 2x , para encontrar la familia de
funciones y luego justifica su respuesta mediante el procedimiento inverso de derivar la
familia de funciones para “comprobar” que efectivamente llega a la funcion derivada
2x. Por lo tanto sus argumentos estan centrados en los dos procedimientos anteriores,

con los cuales valida su respuesta.

La loégica de argumentacion de los estudiantes que movilizaron este tipo de
configuracion, se basa en la acepcion de la antiderivada como proceso inverso de la
derivacion. Y que ellos ven este proceso inverso mas desde un punto de vista
procedimental que conceptual, lo que se puede observar con el tipo de argumentos

centrados en los procedimientos descritos.
5.4.3.1.5. Configuracion cognitiva funciones equivalentes

Esta configuracion de la pregunta 3-B, es activada por el 8% de los estudiantes, retine

las respuestas incorrectas en las cuales se evidencia que no es posible hallar otra funcion
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distinta a la encontrada en la pregunta 3-A, dado que cualquier otra funcion seria

equivalente a la encontrada.

La Figura 5.17 presenta la actividad matematica desarrollada por un estudiante (E73)
para la tarea 3-B. La practica matematica del estudiante comienza con elementos
verbales para introducir una funcioén que considera igual a la encontrada en la parte A de
la tarea, luego asevera que la funcion es igual, y no encuentra otra, “no hay mas”,

sefiala.

Figura 5.17. Respuesta del estudiante E73 a la tarea 3-B

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E73), es posible identificar
elementos lingiiisticos (verbales y simbolico ) que dan cuenta del concepto/definicion de
igualdad de funciones. La proposicion del estudiante esta dada por la equivalencia
encontrada en la primera parte (A) de la tarea f'(x) = x2, y la funcion f(x) = x + x.

Argumento que ‘valida’ en la sentencia “no hay mas”.

5.4.3.1.6. Configuracion cognitiva interpretacion erronea sobre la unicidad de la

derivada

Esta configuracion de la pregunta 3-B, que retine respuestas incorrectas, fue activada por
el 6% de los estudiantes. El eje central de este tipo de resolucion son las respuestas en
las que se tiene una concepcion erronea sobre la unicidad de la derivada en un punto y la

funcidn derivada.

La Figura 5.18 presenta la actividad matematica desarrollada por un estudiante (E83),
para la tarea 3-B. La practica matematica del estudiante comienza con negacion a la
pregunta propuesta, explicando la no posibilidad de encontrar una funcioén f(x), distinta
a la planteada en la parte 3-A de la tarea, a través de argumentos centrados en la

unicidad de la funcién primitiva.
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Figura 5.18. Respuesta del estudiante E83 a la tarea 3-B

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E83), es posible identificar
elementos lingiiisticos tales como la descripcion verbal de sus argumentos, los cuales
estan basados la falsa concepcion de unicidad que se origina por la concepcion de
proceso inverso directo que tiene sobre la antiderivada, es decir, dada la funcion
f’ existe una y s6lo una f ya que la derivada es unica (pensando en que regresa a la
funcion original de la cual se parte para dar f’y no al conjunto de funciones). El
estudiante utiliza dos conceptos (funcidon primitiva y antiderivada), que lo describe
como Unicas, el sentido que el estudiante le confiere a la antiderivada es dado como el
procedimiento para hallar la primitiva, este sentido dado por el estudiante es indicador
de mala comprension del concepto matematico, tal como lo describe Hall (2010), puesto
que la antiderivada es el procedimiento para encontrar una familia de funciones a partir
de una funcion que se ha derivado, mientras que la primitiva es un elemento de dicha
familia de funciones (elemento resultado de asignar el valor cero a la constante real,

C =0).
5.4.4. Tarea cuatro: Exploracion grafica de la antiderivada

La pregunta, descrita en el apartado 4.3.2.4, tenia por objetivo identificar algunos
integrantes de una familia de funciones que componen la antiderivada de una funcion, a
partir de la grafica de una funcién derivada. Para el andlisis cuantitativo de las
respuestas, se considerd la variable grado de correccion (correctas, parcialmente
correctas, incorrectas y no responde). Consideramos que una respuesta es correcta, si el
estudiante indica las graficas correctas y argumenta la forma de encontrarlas. Una
respuesta parcialmente correcta, si el estudiante proporciona las graficas correctas y no

argumenta la forma de encontrarlas. Respuesta incorrecta es aquella donde el estudiante
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proporciona las graficas que no corresponden a las antiderivadas de la funcion dada.. La
Tabla 5.11 muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la tarea
cuatro con sus respectivos porcentajes.

Tabla 5.11
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 4

Frecuencia

Grado de Correccion %
Total
Correcta 19 13,9
Parcialmente Correcta 28 20.4
Incorrecta 60 438
No responde 30 21,9
Total 137 100

Al tratarse de una pregunta que solicita un tratamiento (Duval, 2006) sobre una gréafica,
se esperaba que los estudiantes dedujeran la antiderivada de una funcién, analizando el
comportamiento de la grafica de la funcion derivada proporcionada. Algunos estudiantes
no respondieron la tarea (21,9%); el 64,2% de los estudiantes tuvieron dificultades en
responder la pregunta (respuestas incorrectas y parcialmente correctas) como se puede
observar en la Tabla 5.11. S6lo el 13,9% de los estudiantes encontraron las graficas
solicitadas, lo que indica que este pequefio grupo de estudiantes pudo inferir, y
argumentar, el comportamiento de la grafica de la funcioén derivada para determinar las

graficas de sus antiderivadas.
5.4.4.1 Analisis de las configuraciones cognitivas: tarea 4

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 4, se identificaron tres
configuraciones cognitivas, que hemos denominado: interpretacion tabular sobre la
grafica, funcion particular y andlisis avanzado. La Tabla 5.12 presenta las frecuencias

en cada tipo de configuracion.
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Tabla 5.12
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 4

Tipos de Configuracion Cognitiva Ffecuencza 2p or sTp ;) Fre;gteczlqlcza %
Interpretacion tabular sobre la grafica 5 5 20 30 21,9
Funcion particular 24 14 15 53 38,7
Andlisis Avanzado 6 6 12 24 17,5
No da solucién 2 2 26 30 21,9
Total 37 27 73 137 100

Como se comento en el apartado 4.3.2.4, la tarea tenia por objetivo inferir algunos
miembros de la familia de funciones de una funciéon que se ha derivado, a partir de la
grafica de la funcion derivada. En la tabla 5.12 se observa que los estudiantes activaron
mas la configuracion cognitiva funcion particular (53). En los apartados 5.4.4.1.1,
544.1.2, y 54.4.1.3, analizaremos un ejemplo prototipico de cada una de las

configuraciones identificadas en las soluciones de esta tarea.
5.4.4.1.1. Configuracion cognitiva funcion particular

Esta configuracion cognitiva es la que mas activaron los estudiantes (53), y reune
respuestas parcialmente correctas e incorrectas. El eje central de este tipo de
configuracion son las respuestas en las que de forma implicita se particulariza la grafica
de la funcion derivada dada, es decir se asigna una expresion algebraica que corresponda
a la grafica dada, luego esta expresion algebraica es utilizada para que a través de
‘métodos de antiderivacion’, se identifiquen los miembros de la familia de curvas

(antiderivada) que se solicitan en la tarea.

La Figura 5.19 presenta la actividad matematica desarrollada por un estudiante (ES),
para la tarea 4. La practica matematica del estudiante inicia cuando asigna a la grafica de

la funcién con la expresion f(x) = —(x — 1)? 4+ 1, deriva esta funcién y luego la
3

integra para encontrar “— x? + x2 + C . Posteriormente, el estudiante asigna valores

particulares, con el fin de identificar las funciones dadas en la graficas (e.g., h(x) =

x3 x3
- ST+xt-1, gl = - T +x2+13).
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Figura 5.19. Respuesta del estudiante E8 a la tarea 4

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (ES8), es posible identificar
elementos lingiiisticos algebraicos tales como la expresion algebraica f(x) = —(x —
12+ 1, f'(x) = —2x + 2, entre otros. Los principales conceptos/definiciones que se
movilizaron fueron los de derivada, antiderivada, funcién, suma de expresiones

algebraicas y suma de constantes reales. Usa propiedades de la derivacion de forma

implicita ;—x[xn] =nx"1 | ;—x[k] =0, al igual que propiedades de la integral

[x™dx = J;n—: +C, y [kf(x)dx =k [ f(x)dx. Los procedimientos para encontrar

algunos de los miembros de la antiderivada consisten en la asignaciéon de valores
particulares a la ‘constante real’ para particularizar cada una de las graficas dadas en la
tarea. Los argumentos estan sustentados en el la funcion algebraica asociada a la grafica,
funcion en la que los procedimientos de integracion y asignacion de valores ‘validan’ la

identificacion de las curvas solicitadas.
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La légica de argumentacion de los estudiantes que movilizaron este tipo de
configuracion, se basa en la habilidad para el cambio de representacion grafica a la
representacion algebraica, para luego volver a la representacion grafica, es decir una
conversion (Duval, 2006), entendida como la transformacioén de una representacion, en

otro registro diferente al entregado.
5.4.4.1.2. Configuracion cognitiva interpretacion tabular sobre la grdfica

Esta configuracion de la tarea cuatro, activada por el 21,9% de los estudiantes, retine
respuestas parcialmente correctas e incorrectas, y se activd en aquellas respuestas en las
que se evidencia la construccion de tablas de valores a partir de la grafica de la funcion
dada. Procedimiento que se utiliza para interpolar los puntos encontrados, y de esta
forma aproximar a una funcioén la grafica que se entrega. Funcién que se manipula para

identificar las graficas que corresponden a la antiderivada.

La Figura 5.20 presenta la actividad matematica desarrollada por un estudiante (E47),
para la tarea 4. La practica matematica del estudiante inicia con la tabulaciéon de puntos
identificados en la grafica de la funcién dada en la pregunta, la cual con procedimientos
de interpolacion lleva a la grafica de la funcion particular f(x) = —x2 + 2x, que
corrobora evaluando en los valores que ¢l ha determinado. En la funcién encontrada

procede con la busqueda de la antiderivada por medio de integracion, con lo que

3
«y X ,
encuentra la funcion f(x) = — 5 + x2, en la cual evalua tres valores para encontrar su

respectiva imagen, procedimiento con el cual determinar la funcidon antiderivada

solicitada.
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Figura 5.20. Respuesta del estudiante E47 a la tarea 4

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E47), es posible identificar
elementos lingiiisticos (tabular, algebraico y verbal) tales como: la expresion tabular,
construida a partir de algunos puntos que forman la grafica dada en la tarea, asi como la
expresion  algebraica ¢@(x) = —x2+2x , F(x) = [ f(x)dx entre otras. Los
conceptos/definiciones de integracion, igualdad de funciones, funciéon cuadratica e
interpolacion. En los procedimientos la construccion tabular (asociada a la grafica)
satisfacen una condicion de la funcion presentada en la tarea. Esta funcion la integra, y
el resultado lo evalua en tres valores, para obtener imagenes, que son puntos

(coordenadas rectangulares), que se utilizan para ubicar en las graficas de la Figura 7b

xn+1

de la tarea. Entre las propiedades usadas en los procedimientos estan: [ x™ dx = +

n+1
C, [kf(x)dx =k [ f(x)dx,six =a y f(x) esuna funcién, f(a) es la evaluacion de
a en la funcion f(x). Los argumentos verbales “sabemos por (1) que es una funcién

cuadratica y si tomamos tres puntos de referencia...” que ‘validan’ la construccién de
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una funcion @(x), la cual es equivalente a otra funcion f(x), funcidn que usa para

aplicar la procedimientos antes descritos.

La légica de argumentacion de los estudiantes que movilizaron este tipo de
configuracion, se basa en la habilidad para el cambio de representacion grafica a la
representacion tabular, para luego volver a la representacion grafica, es decir una

conversion (Duval, 20006).
5.4.4.1.3. Configuracion cognitiva andlisis avanzado

Esta altima configuracion de la tarea 4, que agrupa las respuestas de 24 estudiantes,
reline respuestas correctas y parcialmente, y se activo en las respuestas en las que los
procedimientos y justificaciones se realizan de forma implicita dando un andlisis de la
grafica a partir de criterios de concavidad, puntos de inflexion, méximos, mininos,

dominio recorrido, entre otros.

La Figura 5.21 presenta la actividad matematica desarrollada por un estudiante (E64)
para la tarea 4. La practica matematica del estudiante inicia haciendo una descripcion
de la funcién f(x) cuando se hace cero, de esta forma en la grafica de F(x)
(antiderivada), debe haber un minimo, maximo o punto de inflexidon, de esta forma
descarta las funciones r(x),i(x) y u(x). Luego analiza donde la funcion f(x) <0,
cuando x < 0, la antiderivada F(x) es creciente en esos intervalos, lo que descarta a

s(x), quedando so6lo las funciones h(x) y t(x).

s
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Figura 5.21. Respuesta del estudiante E64 a la tarea 4
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En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E64), es posible identificar
elementos lingiiisticos (verbal y algebraico) tales como: la expresion algebraica para
iniciar el analisis de f(x), el uso de funciones r(s),t(x),u(x), h(x) y t(x), la
evaluacion de x =0, x <0, f(x)<0. Asi mismo podemos observar que el
estudiante hace uso de conceptos/definiciones tales como: concavidad, puntos de
inflexion, maximos, minimos, funcidn creciente, funcidon decreciente. Propiedades tales
como f'(x) = 0 para determinar, un punto maximo, minimo o de inflexion en F(x),
analisis de valores de f'(x) < 0 cuando x < 0, para determinar si F(x) es creciente o
decreciente. El procedimiento del estudiante segmentar la funcién dada “ f(x) es 0 en
x =0...f(x) < 0cuando x = 07, para usar las propiedades referidas anteriormente.
Los argumentos del estudiante estan basados en la verificacion de cumplimiento de las
propiedades antes descritas, para “descartar” algunas de la funciones dadas y determinar

la solucioén correcta.
5.4.5. Tarea cinco: diferencia entre integral y antiderivada

El objetivo de la tarea, tal como sefialamos en el apartado 4.3.2.5, es establecer
diferencias entres dos nociones a partir de los significados (personales e institucionales).
Para esta tarea consideramos que una respuesta es correcta, si el estudiante establece y
proporciona justificaciones validas sobre las diferencias entre la integral y la
antiderivada. Respuestas parcialmente correctas son aquellas en la que los estudiantes
seflalan que si hay diferencias entre dichas nociones, pero no se justifica o la
justificacion no es del todo valida. Una respuesta incorrecta es aquella en la que no se
encuentran diferencias entre las nociones de integral y antiderivada. La Tabla 5.13
muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la tarea cuatro con sus

respectivos porcentajes.
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Tabla 5.13
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 5

Grado de Correccion Frecuencia %
Total
Correcta 64 46,7
Parcialmente Correcta 24 17,5
Incorrecta 40 29,2
No responde 9 6,6
Total 137 100

Al tratarse de una pregunta que solicitaba establecer diferencias entres dos nociones, se
esperaba que los estudiantes pusieran en juego los significados de la antiderivada
(personales o institucionales) para encontrar la diferencia. Esto ocurri6 en 64 de los
estudiantes, quienes argumentaron esta diferencia, los otros 73 estudiantes no
justificaron la diferencia, respondiendo de forma incorrecta o simplemente no
respondieron, por lo que podriamos decir que éste 53,3% de estudiantes miran la
derivada y la integral como términos sindénimos, tal como lo encontrado por Hall (2010)
en su estudio. Al respecto Hall (2010) realiz6 un estudio para determinar los
significados que los estudiantes le confieren a términos matematicos que se usan en un
curso de calculo. En que concluye que un indicador de mala comprension de los
términos matematicos se puede encontrar cuando se establecen sinénimos a términos
distintos, como en el caso de la integral y la antiderivada, dado que una integral es
generalizacion de una suma infinita de sumandos infinitamente pequefios y la
antiderivada es el procedimiento para encontrar la familia de funciones a partir de una

funcioén que ha sido derivada.
5.4.5.1. Anadlisis de las configuraciones cognitivas: tarea 5

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 5, se identificaron tres
configuraciones cognitivas, que hemos denominado: particular-general, definiciones
para las nociones y ejemplos de uso. La Tabla 5.14 presenta las frecuencias y

porcentajes de cada configuracion.
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Tabla 5.14

Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 5

Tipos de Configuracion frecuencz;z por TVp 3 Fre;g;;;cza %
Particular-General 9 14 34 57 41,6
Definiciones para las nociones 12 9 21 42 30,6
Ejemplos de uso 13 3 13 29 21,2
No responde 3 1 5 9 6,6

37 27 73 137 100

En la tabla 5.14, se observa que los estudiantes activaron mas la configuracion cognitiva
particular-general (57), en los apartados 5.4.5.1.1, 5.4.5.1.2, y 5.4.5.1.3, analizaremos

un ejemplo prototipico para cada una de las configuraciones identificadas en la tarea.

Para el caso de la tarea cinco, la variable tipo de configuracion cognitiva estaba
relacionada con la argumentacion y justificacion en la diferencia de las nociones, previa

identificacion de elementos primarios en la respuesta entregada por los estudiantes.
5.4.5.1.1. Configuracion cognitiva particular-general

Esta configuracion de la tarea 5, activada por el 41,6% de los estudiantes, agrupa
respuestas correctas y parcialmente correctas, el eje central de esta configuracion son las
respuestas cuyas justificaciones estan orientadas en la distincion de la antiderivada (o
integral indefinida) como caso general de la integral definida. Aclaramos que la
antiderivada es sindnimo de integral indefinida, siempre que la funciones estén
establecidas en los numeros reales. Esta configuracion coincide con los resultados

descritos por Hall (2010).

La Figura 5.22 presenta la actividad matematica desarrollada por un estudiante (E66),
para la tarea 4. La practica matematica del estudiante inicia haciendo una descripcion
verbal para indicar que la antiderivada es lo mismo que una integral indefinida y un

“caso particular de la funcion integral”.
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Figura 5.22. Respuesta del estudiante E66 a la tarea 5

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E66), es posible identificar
elementos lingiiisticos (verbal) que dan cuenta de varios conceptos/definiciones como lo
son: antiderivada, integral indefinida y funcion. Entre las proposiciones estan:
‘antiderivada igual integral indefinida’ y ‘la integral indefinida es un caso particular de
una funcién integral’. El argumento principal de los estudiantes que activaron esta
configuracion esta dado por la concepcion de la integral como caso particular de la

integral indefinida (antiderivada).
5.4.5.1.2. Configuracion cognitiva: definiciones para las nociones

Esta configuracion de la tarea 5, es activada por el 30,6% de los estudiantes, agrupa
respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas, el eje central de esta
configuracion son las respuestas en las que se justifica la diferencia entre la antiderivada
y la integral, proporcionando definiciones (personales o institucionales) para ambas

nociones.

La Figura 5.23 muestra la actividad matematica de un estudiante (E73) para la tarea 5.
La préactica matematica inicia estableciendo una separacion de las nociones, y a través
de representaciones verbales para cada nocidon, expresa significados personales para

cada una de ellas.
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Figura 5.23. Respuesta del estudiante E73 a la tarea 5

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E73), es posible identificar
elementos lingiiisticos (verbal) que dan cuenta de los siguientes conceptos/definiciones:
integral, numero, antiderivada, derivada y funcion. Las proposiciones que estable el
estudiante en equivalencia entre “encontrar un numero o solucion a la integracion”, al
igual la equivalencia entre “funcién inicial o primitiva” Los procedimientos: para la
integral es la busqueda de un numero, para la antiderivada es la busqueda de la
primitiva. Los argumentos: estdn sustentados al separar los dos conceptos, para

establecer la diferencia entre estas dos nociones.
5.4.5.1.3. Configuracion cognitiva ejemplos de uso

Esta configuracion de la pregunta 5, es activada por 29 estudiantes, retine respuestas
incorrectas, el eje central de esta configuracion son respuestas en las que se argumenta
la diferencia entre ambas nociones por medio de ejemplos (situaciones/problemas)

concretos de su uso o aplicacion.

La Figura 5.24 muestra la actividad matematica de un estudiante (E30) para la tarea 5.
La practica matematica, inicia haciendo una descripcion verbal de un significado
(personal) de lo que es una integral, que ejemplifica con un uso “area bajo la curva”,
para luego expresar una significado (personal) de la antiderivada como “lo que nos da
para obtener una funcion que fue derivada”. Para aclarar la explicacion el estudiante
muestra un ejemplo grafico y algebraico de una funcion, la cual deriva e integra

(asumiendo las nociones como un proceso contrario).
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Figura 5.24. Respuesta del estudiante E30 a la tarea 5

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E30), es posible identificar
elementos lingliisticos: (verbal, grafico y algebraico), tales como: la descripcion verbal
para dar las definiciones; graficos que interpreta como area bajo la curva; algebraico en
la funcion particular f(x) = x2, f(x) = 2x, [ f'(x) = x2. Conceptos/Definiciones:
integral, antiderivada y funcion derivada. Propiedades/ proposiciones: el area de una
region dada por una curva f(x) y las lincas x = a ; x = b y el eje x se define la integral

definida f; f(x)dx cona < b (4rea bajo la curva), e implicitamente usa [ x" dx =

xn+1

d _ o :
-t Cy d—[x”] = nx™"1, Sus procedimientos muestran a la derivada como la
n X

inversa de antiderivada, al particularizar la funciéon f(x) = x?, la cual deriva y
posteriormente integra para obtener f(x) = x?, omitiendo la constante real. En sus
argumentos el estudiante ‘valida’ la definicion de integral con un uso de la integral

definida y la nocion antiderivada con proceso inverso a la derivada.
5.4.6. Tarea seis: funciones elementales

El objetivo de la tarea, tal como sefialamos en el apartado 4.3.2.6, es explorar la
identificacion de la funcion derivada (integrando), como una funcioén elemental para que
la funcion tenga antiderivada, de lo contrario se debe acudir a los métodos numéricos
para encontrar la antiderivada. Para el andlisis cuantitativo de las respuestas, se
considerd la variable grado de correccion (correctas, parcialmente correctas, incorrectas
y no responde), para esta tarea consideramos que una respuesta es correcta, en la que el

estudiante indique que si es posible encontrar una funciéon con las caracteristicas
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sefialadas, y proporcione las justificaciones vélidas para la solucion. Una respuesta
parcialmente correcta, es aquella en las que el estudiante indica que si es posible
encontrar una funcidn con las caracteristicas pedidas, pero no justifica o el argumento
no es del todo valido. Una respuesta incorrecta es aquella respuesta en la que se indica
que no es posible encontrar una funcidon que se integre pero que no tenga antiderivada.
La Tabla 5.15 muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la tarea
cuatro con sus respectivos porcentajes.

Tabla 5.15
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 6

Grado de Correccion Frecuencia %
Total
Correcta 24 17,5
Parcialmente Correcta 59 431
Incorrecta 34 24,8
No responde 20 14,6
Total 137 100

En la tarea 5, se esperaba que los estudiantes no contestaran correctamente, lo cual se
comprueba en los resultados encontrados. La forma correctas fue contestada por 24
estudiantes, los 113 estudiantes restantes estuvieron distribuidos en los otros grados de
correccion, como se puede observar en la tabla 5.15. Estos resultados concuerdan con la
recomendaciones propuestas en el estudio de Howard (2004), quien recomienda el uso
técnicas numéricas para la evaluacion de las integrales de funciones cuyas antiderivadas
son desconocidas. Dado que este tipo de funciones no tiene antiderivada pero si se

pueden integrar.
5.4.6.1 Anailisis de las configuraciones cognitivas: tarea 6

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 6, se identificaron cuatro
configuraciones cognitivas, que hemos denominado: ejemplo clasico, ejemplos
particulares contradictorios, falsa concepcion de igualdad y descripciones verbales no

validas. La Tabla 5.16 presenta las frecuencias y porcentajes en cada configuracion.
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Tabla 5.16
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 6

Frecuencia por grupo Frecuencia

Tipos de Configuracion 0 5 3 Total %
Ejemplo clasico 5 11 8 24 17,5
Ejemplos particulares contradictorios 4 1 4 9 6,6
Falsa concepcion de igualdad 6 1 30 37 27,0
Descripciones verbales no validas 10 13 24 47 343
No da solucion 12 1 7 20 14,6

Total 37 27 73 137 100

Como se coment6 en el apartado 4.3.2.6, la tarea tenia por objetivo identificar si la
funcion integrando, es una funcion elemental. En la tabla 5.16 se observa que 47
estudiantes activaron mds la configuracion descripciones verbales no validas. En los
apartados 5.4.6.1.1, 5.4.6.1.2, 5.4.6.1.3 y 5.4.6.1.4, analizaremos un ejemplo prototipico

para cada una de las configuraciones identificadas en la tarea.
5.4.6.1.1. Configuracion cognitiva descripciones verbales no validas

Es la configuracion de la pregunta 6, es la mas activada por los estudiantes (34,3%).
Reune respuestas incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas que
proporcionan justificaciones verbales, en las que se trata de articular diversas nociones
matematicas (e.g., continuidad, derivabilidad, funciones complejas). Sin embargo, dicha

articulacion no es suficiente para justificar de forma valida la solucion a la tarea.

La Figura 5.25 presenta la actividad matematica de un estudiante (E40) para la tarea 6.
La practica matemadtica inicia con una relato verbal, “si la funcion no es continua en
nimero finito de puntos y es integrable, la derivada del resultado no se puede

evaluar...”
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Figura 5.25. Respuesta del estudiante E40 a la tarea 6

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E40), es posible identificar
elementos lingiiisticos, verbales que dan cuenta de conceptos/definiciones como:
funcién continua, numero finito de puntos, derivada, conjunto de puntos, integracion,
intervalo cerrado y antiderivada. Las proposiciones descritas por, “si la funciéon no es
continua.... y es integrable la derivada del resultado no se puede evaluar”. Los
procedimientos descritos de evaluacion de la derivada para que la funcién sea

integrable, denotan la integracion como procedimiento.
5.4.6.1.2. Configuracion cognitiva falsa concepcion de igualdad

Esta configuracién de la tarea 6, es activada por el 27% de los estudiantes. Reune
respuestas incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas en las que
el estudiante sefiale que no es posible encontrar una funcién con las caracteristicas

dadas, porque la nocidn de antiderivada y de integral son iguales.

La Figura 5.26, muestra la actividad de un estudiante (E134) a la tarea 6. La practica
matematica inicia con la negacién a la pregunta, aludiendo que las nociones son

conceptos similares.
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Figura 5.26. Respuesta del estudiante E134 a la tarea 6
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En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E134), es posible identificar
elementos lingiiisticos verbal, en donde se usan los conceptos/definiciones: integral e
antiderivada. La proposicion se denota la establecer la similitud entre la integral y la

13

antiderivada, “...antiderivada e integral son conceptos similares”. El argumento de la

negacion de pregunta, es la misma proposicion.
5.4.6.1.3. Configuracion cognitiva ejemplo cldsico.

Esta configuracion de la tarea 6, es activada por el 17,5% de los estudiantes, el eje
central de esta configuracion son las respuestas que sefialan la posibilidad de encontrar

un funcidn con las caracteristicas dadas, y los argumentos se centran en explicar a través

del ejemplo ‘clasico’ que generalmente aparece en los libros de texto, f(x) = e*’,

fx) =e*".

En la Figura 5.27 se muestra la actividad matematica de un estudiante (E48). La practica
matematica inicia con la afirmacién de la pregunta, y proporcionando un ejemplo de una
funcién, concretamente f(x) =e™* ‘) que no posee antiderivada, pero si puede

integrarse.
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Figura 5.27. Respuesta del estudiante E48 a la tarea 6

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E48), es posible identificar
elementos lingiiisticos verbales y simboélicos. Entre los conceptos/definiciones destacan:
funcién, antiderivada e intervalo. La proposicion estd dada por: “...f(x) = e~ no
posee antiderivada pero si se puede integrar”. El estudiante argumenta que la funcion “si
posee un valor especifico”. El procedimiento dado por el estudiante se nota al indicar

la palabra “integrarla” asumiendo la integracion como procedimiento.
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5.4.6.1.4. Configuracion cognitiva ejemplos particulares contradictorios

Esta es la cuarta configuracion activada por el 6.6% de los estudiantes para la tarea 6.
Reune respuestas incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas que
afirman la posibilidad de encontrar una funcion con las caracteristicas pedidas, y se da

un ejemplo de una funcidn concreta que no las cumple (funcioén elemental).

La figura 5.28 muestra un ejemplo en esta configuracion dada por un estudiante (E45)
para la tarea 6, la descripcion de la practica matematica inicia con la afirmacion de
posibilidad, dando como ejemplo la funcion f(x) = |x|, argumentado que la funcién

dada es posible integrarla, pero no posee antiderivada.

Figura 5.28. Respuesta del estudiante E45 a la tarea 6

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E45), es posible identificar
elementos lingiiisticos verbales y algebraicos. Conceptos/Definiciones: funcion, integral
y antiderivada. Propiedades enunciada por la frase “propiedades de la integral”. La
Proposicion/Propiedad, dada por la funcion f(x) = |x|, funcién que no es derivable en

x = 0, propiedades de la integral de la funcién [|x|dx, que corresponden a [ x™dx =

n+1

— [ cdx = cx + c. Sus argumentos El validan la funcién propuesta por el estudiante

argumento esta en justificacion para hacer validar la funcion que el estudiante propone.
5.4.7. Tarea siete: reglas de “antiderivacion”.

La pregunta es descrita en el apartado 4.3.2.7, el objetivo de la tarea es la exploracion de
procedimientos para identificar una regla de “antiderivacion”. Para el analisis
cuantitativo de las respuestas, se considerd la variable grado de correccion (correctas,

parcialmente correctas, incorrectas y no responde), para esta tarea consideramos que una
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respuesta es correcta, cuando el estudiante identifique que la antiderivada para la
funcion h(x) es f(x)g(x) + C. Una respuesta parcialmente correcta, es aquella donde
el estudiante logra identificar que la funcioén h(x) representa la “regla” de derivacion de
un producto de funciones, f(x)g(x). Una respuesta incorrecta, es aquella en la que el
estudiante no logra identificar que la antiderivada para h(x) es f(x)g(x) + C. La Tabla
5.17 muestra los resultados en frecuencias y porcentajes del grado de correccion de la
tarea siete con sus respectivos porcentajes.

Tabla 5.17
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 7

Frecuencia

Grado de Correccion %
Total
Correcta 16 11,7
Parcialmente Correcta 47 343
Incorrecta 54 39,4
No responde 20 14,6
Total 137 100

En esta tarea se esperaba que los estudiantes contestaran correctamente, lo cual s6lo
ocurrié en 16 estudiantes que contestaron de forma correcta. De los restantes 121
estudiantes, 47 de ellos respondieron parcialmente a la pregunta, omitiendo la constante
C. Lo anterior es evidencia de que, al menos esos 47 estudiantes, piensan en la
antiderivada no desde un punto de vista conceptual (Kiat, 2005), sino mas bien como
proceso inverso a la integracion, y mdas concretamente, como procedimiento que les
permite obtener directamente el “resultado de la operacion inversa”, tal como

multiplicar y dividir.
5.4.7.1 Anadlisis de las configuraciones cognitivas: tarea 7

Como se comento en el apartado 4.3.2.7, la tarea 7 tenia por objetivo la identificacion de
una regla de ‘antiderivacion’. En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 7, se
activaron dos configuraciones cognitivas, que hemos denominado: identificacion de la
regla de derivacion y manipulacion algebraica. La Tabla 5.18 muestra los resultados en

frecuencias y porcentajes para cada configuracion.
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Tabla 5.18
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 7

. . . Frecuencia por grupo Frecuencia 0
Tipos de Configuracion I > 3 Total %
Manipulacion algebraica 14 12 43 69 50,4
Identificacion de la regla de derivacion 18 15 15 48 35,0
No da solucion 5 0 15 20 14,6
Total 37 27 73 137 100

En la tabla 5.18 se observa que la configuracion mas activada es manipulacion
algebraica. En los apartados 5.4.7.1.1 y 5.4.7.1.2, analizaremos un ejemplo prototipico

para cada una de las configuraciones identificadas en la tarea.
5.4.7.1.1. Configuracion cognitiva manipulacion algebraica.

Esta configuracion de la tarea 7, como se indicd anteriormente, es la mas activada por
los estudiantes (69), retine respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas. El
eje central de esta configuracion son las respuestas en las que se manipula

algebraicamente la funcion h(x) con la finalidad de encontrar su antiderivada.

La Figura 5.29 muestra un ejemplo de esta configuracion, dada por el estudiante E43. La
practica matematica inicia con la representacion de la funcion propuesta en la tarea,
luego separa el integrando de la funcidon en dos nuevas funciones a integrar, para
resolver una de las funciones aplicando el método de integracidon por partes, y por
ultimo sumarla a la otra funcién, obteniendo como resultado un producto de dos

funciones.

3 .
k ) qe) T 0) N W) ) dx j #) §lt) dx 1 Fyad(v) dx
\ / ' -

e ) x e

Figura 5.29. Respuesta del estudiante E43 a la tarea 7
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En la actividad matematica desarrollada por el estudiante, es posible identificar
elementos lingiiisticos algebraicos en toda la solucion de la tarea. Asi como
conceptos/definiciones: antiderivada, expresado desde el inicio de la tarea como
J(f'(x)g(x) + f(x)g'(x))dx. Proposiciones/Propiedades: utilizada para expresar la
‘integral’ indefinida de una suma, como la ‘integral’ de cada uno de los sumandos
[(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx. En sus procedimientos separa la integral
de la suma, en una suma de integrales, luego resuelve la integral en uno de los
sumandos, utilizando un ‘método’ de integracion y por ultimo suma su resultados. Los
argumentos para encontrar la respuesta ‘validan’ el procedimiento descrito

anteriormente.

La logica de los argumentos de los estudiantes que activaron esta configuracion, es
deducida al desarrollar de algebraicamente la funcidon propuesta para encontrar la

antiderivada.
5.4.7.1.2. Configuracion cognitiva identificacion de la regla de derivacion

Esta configuracion de la tarea 7, es activada por 48 de los estudiantes. Reune respuestas
correctas y parcialmente correctas. El eje central de esta configuracion son las
respuestas que identifican a la funcidén h(x), como una expresion que corresponde a la
“regla de derivacion del producto de dos funciones”, es decir, que la antiderivada

solicitada para la funcioén h(x) es el proceso inverso a la derivada.

La Figura 5.30 muestra un ejemplo de esta configuracion, dada por un estudiante (ES)
para la tarea 7. La practica matematica inicia con la identificacion de la regla de
producto para encontrar la antiderivada solicitada, indicando que las funciones deben

estar definidas
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Figura 5.30. Respuesta del estudiante ES a la tarea 7

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (ES5), es posible identificar
elementos lingiiisticos algebraicos: h(x) = f(x)g(x), H'(x) = h(x), entre otras, y
verbales para conectar logicamente las expresiones algebraicas. Asi como
conceptos/definiciones: derivada, producto de funciones. Procedimientos: identificacion
de la regla de derivacion del producto de dos funciones. Proposiciones: al establecer que
la funciones f'x) y g’(x) “solo si... estan definidas” que indica que la funciones deben
ser derivables. Los argumentos, descritos verbalmente ‘validan’ el procedimiento de la

regla de derivada de un producto, para encontrar la funcion solicitada.

5.4.8. Tarea ocho: notaciones de una funcion derivada

El objetivo de la tarea, tal como sefialamos en el apartado 4.3.2.8, es identificar dd—xy

J como operadores inversos. Para el anélisis cuantitativo de las respuestas, se considerd
la variable grado de correccion (correctas, parcialmente correctas, incorrectas y no

responde), para esta tarea consideramos que una respuesta es correcta, es aquella en la

. . . d . .
que el estudiante 1dent1ﬁca;y J como operadores inversos y se proporciona como

1 . :
—, se afiade la una constante real. Una respuesta parcialmente

respuesta la expresion ——
p p VxZi1

oy d .

correcta, es aquella respuesta en las que se identifica =Y J como operadores inversos y
1. .,

——sin la adicién de la constante. Una

VxZ+1

respuesta incorrecta, es aquella en las que no se identifica cudl es la antiderivada de la

se proporciona como respuesta la expresion

funcidon dada simbolicamente. La Tabla 5.19 muestra los resultados en frecuencias del

grado de correccion y porcentajes para cada configuracion activada en la tarea 7.
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Tabla 5.19
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 8

Grado de Correccion Frecuencia %
Total
Correcta 18 13,1
Parcialmente Correcta 52 38,0
Incorrecta 54 39,4
No responde 13 9,5
Total 137 100

Se esperaba que los estudiantes contestaran correctamente, lo cual s6lo ocurrié con 18
estudiantes. De los restantes 119 estudiantes, s6lo 52 respondieron parcialmente a la
pregunta, omitiendo la constante C. Al igual que en la tarea anterior es evidencia de que,
al menos esos 52 estudiantes, han cometido un error procedimental de acuerdo con la
clasificacion propuesta de Kiat (2005), para identificar errores cuando se resuelven

problemas que involucran la integral.
5.4.8.1 Analisis de las configuraciones cognitivas: tarea 8

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 8, se identificaron dos
configuraciones cognitivas, que hemos denominado: identificacion de los operadores
inversos 'y manipulacion algebraica de f (x). La Tabla 5.20 presenta las frecuencias y
porcentajes en cada tipo de configuracion activada en la tarea.

Tabla 5.20
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracién cognitiva de la tarea 8

Tipos de Configuracion llf“recuencmzp or §TUp (; Fre;(t)t;r;cza %
Manipulacion algebraica de f(x) 14 8 48 70 51,1
Identificacion operadores inversos 19 19 16 54 39.4
No da solucion 4 0 9 13 9,5

Total 37 27 73 137 100

Como se comentd en el apartado 4.3.2.8, la tarea tenia por objetivo la identificacion de
., . . .y . . .y d
la notacion diferencial de una funcioén y la identificacion dea y | como operadores

inversos. En la tabla 5.20 se observa que 70 estudiantes activaron mas la configuracion

manipulacion algebraica de f(x). En los apartados 5.4.8.1.1 y 5.4.8.1.2, analizaremos
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un ejemplo prototipico para cada una de las configuraciones identificadas en la tarea.
5.4.8.1.1. Configuracion cognitiva: manipulacion algebraica de f (x)

Esta configuracion de la tarea 8, es la mdas activada en los estudiantes (70). Reune
respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas. El eje central de esta
configuracion son las respuestas en la que manipulan algebraicamente la funcién f(x)
para obtener, por medio de propiedades de derivacion, una expresion simbolica para

f’(x), y posteriormente, ‘integrar’ f’(x).

La Figura 5.31 muestra un ejemplo de esta configuracion dada por un estudiante
(E7)..La practica matematica inicia con la funcion dada en la tarea, identifica que puede
hacer una sustitucion trigonométrica de la forma x = tan6, luego obtiene una nueva
expresion para el integrando y por propiedades de la integral encontrar la solucién a la

tarea propuesta.

) l _
T{(\ LMOS 1 5i ()Hm“ ({\,e N ’?'\@J :l |
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Figura 5.31. Respuesta del estudiante E7 a la tarea 8

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E7), es posible identificar
elementos lingiiisticos algebraicos en que dan cuenta de conceptos/definiciones:
integral, derivada, niimero real, expresion trigonométrica. Procedimientos: sustitucion
trigonométrica para la expresion Vx? + 1, en donde x = tano, derivacion para la

expresion x = tano .  Proposiciones/propiedades: [ secodo = secotano + C . El

: o . d
argumento para validar su procedimiento estd dado al descartar el operador — en la
X

. . d .
integral, como lo describe “s[ — sec?o do” para dar solucién y

1 1
dx (\/x2+1) f\/tan20+1

encontrar de esta forma la antiderivada.
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5.4.8.1.2. Configuracion cognitiva identificacion de operadores inversos

Esta configuracion de la tarea 8, es la mas activada por el 39,4% de los estudiantes,
reine respuestas correctas y parcialmente correctas. El eje central de esta configuracion

son las respuestas en las que el procedimiento para calcular la antiderivada de f(x) se

. D . d .
centro en la identificacion de =Y | como operadores inversos.

La Figura 5.32 muestra un ejemplo dado por un estudiante (E3). La practica matematica
inicia con la funcidn dada en la tarea, identifica que la antiderivada de la funcion dada es

la misma funcion sin notacidn diferencial.

Figura 5.32. Respuesta del estudiante E3 a la tarea 8

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E7), es posible identificar
elementos lingliisticos algebraicos, que dan cuenta de conceptos/definiciones: integral,

derivada, funciéon y familia de funciones. La proposiciones/propiedad que el estudiante

1 . .,
m) y la integracion

de funcion [ f(t)dt. Procedimientos: regla de derivacion para la funcion f'(x) y regla

e . . d
utiliza implicitamente esta es la derivada de funcion f'(x) = E(

de integracion para la funcion f(t). Sus argumentos estan centrados en la identificacion
d . . . .
de =Y [ como operadores inversos y no procedimentalmente como derivada inversa

directa de la integral. Se puede ver como el estudiante E3 si contempla la C, lo que
podria deberse a que dicho estudiante piensa en la antiderivada en términos de la familia
de funciones, a diferencia de otros estudiantes que movilizaron esta configuracion pero

no escribieron la constante C.
5.4.9. Tarea nueve: Aplicacion de la antiderivada en la economia

El objetivo de la tarea, tal como sefalamos en el apartado 4.3.2.9, es conferir un
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significado a k (constante real) que agrupa la familia de funciones de una funcion que se
ha derivado, en el contexto econdmico. Para el andlisis cuantitativo de las respuestas, se
considerd la variable grado de correccion (correctas, parcialmente correctas, incorrectas
y no responde), para esta tarea consideramos que una respuesta es correcta si el
estudiante proporciona una expresion que modela el costo total de producir g unidades.

Una respuesta parcialmente correcta es aquella en la que el estudiante proporciona una

expresion correcta que modela los costos variables (53i3 - q?z, que son parte del costo
total), pero no se agrega el costo fijo (i.e., la constante k). Una respuesta incorrecta es
aquella en la que no se proporcione una expresion simbolica vélida para la funcion de
costo total. La Tabla 5.21 muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion
de la tarea siete con sus respectivos porcentajes.

Tabla 5.21
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 9

Grado de Correccion Frecuencia %
Total
Correcta 45 32,8
Parcialmente Correcta 64 46,7
Incorrecta 23 16,8
No responde 5 3,7
Total 137 100

Debemos mencionar que las respuestas que consideramos parcialmente correctas (64),
fue porque se omitid la constante £ en la respuesta final. Sin embargo no tuvimos
evidencia suficiente para corroborar el por qué dicha constante fue omitida, pudiendo

considerar al menos las siguientes dos hipotesis:

1) los estudiantes calcularon la antiderivada de la funcion dada pues
identificaron que el cuestionario se trataba de antiderivadas. Lo cual debido a
los resultados obtenidos en las tareas anteriores sobre las concepciones de la

antiderivada que tienen los estudiantes, explicaria la omision.

2) los estudiantes no confirieron significado a & en el contexto economico.
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Esta segunda hipotesis la formulamos debido a que el 32,8% de los estudiantes
(respuestas correctas), ademas de proporcionar la antiderivada correctamente,
describieron correctamente el significado de k (costo fijo) y de los otros términos de la

antiderivada (costos variables), en el contexto econdmico.
5.4.9.1 Analisis de las configuraciones cognitivas: tarea 9

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 9, se identificaron tres
configuraciones cognitivas, que hemos denominado: cdlculo de los costos variables,
cdalculo de costo total y otras manipulaciones algebraicas. La Tabla 5.22 presenta las
frecuencias y porcentajes en cada tipo configuracion.

Tabla 5.22.
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 9

Tipos de Configuracion I Frecuencz; pOr grupo 3 Fre;g;;zlcza %
Cdlculo de los costos variables 17 11 36 64 46,7
Cdlculo del costo total 14 15 16 45 32,8
Otras manipulaciones algebraicas 4 1 18 23 16,8
No da solucion 2 0 3 5 3,7

Total 37 27 73 137 100

Como se comento en el apartado 4.3.2.9, la tarea tenia por objetivo explorar la relacion
de la antiderivada con el contexto de un problema en economia en el cual se pueda
identificar los componentes de la funcién de costo total (i.e., costos variables y costos
fijos). En la tabla 5.20 se observa que 64 estudiantes activaron mas la configuracion
cdalculo de los costos variables, en los apartados 5.4.9.1.1, 549.1.2 y 5.409.1.3
analizaremos un ejemplo prototipico para cada una de las configuraciones identificadas

en la tarea.
5.4.9.1.1. Configuracion cognitiva cdlculo de costos variables

Esta configuracion de la tarea 8, es la mas activada por el 47,6% de los estudiantes,
agrupa las respuestas parcialmente correctas. El eje central de esta configuracion son las

respuestas en las que el estudiante no identifica el uso de la constante k en el contexto
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del problema.

La Figura 5.33 muestra un ejemplo dado por un estudiante (E1). La practica matematica
inicia con una representacion algebraica, indicando un operador sobre la funcion

matematica (costo marginal), para dar como resultado una funcién matematica.

Figura 5.33. Respuesta del estudiante E1 a la tarea 9

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante El, es posible identificar

elementos lingiiisticos algebraicos. Al igual se identifica un concepto/definicion dado

xTL+

1
+ C que usa el
n+1

por la integral de una funcion. el uso de la propiedad [ x™dx =

estudiante en sus procedimientos para encontrar la funcién de costos. Procedimientos:
asocia el costo marginal con una funciébn matemdtica, que luego integra. Sus
argumentos, dados implicitamente al asociar el costo marginal con la funcion

matematica, que validan el procedimiento de integracion.
5.4.9.1.2. Configuracion cognitiva: calculo de costo total

Esta configuracion de la tarea 9, es activada por el 32,8% de los estudiantes. Agrupa las
respuestas incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas en las que
el estudiante identifica correctamente los términos que componen la funcién de costo

total (i.e., costos variables y costos fijos).

La Figura 5.34 muestra un ejemplo dado por un estudiante (E14) para la tarea 9. La
practica matematica inicia con una representacion grafica y verbal indicando cémo
puede asociar el costo total con el drea bajo la curva de la funcion C = f(q) = q¢% — q;

funcion que integra para obtener Cr(q).
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Figura 5.34. Respuesta del estudiante E14 a la tarea 9

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E14), es posible identificar
elementos lingiiisticos (graficos, verbales y algebraicos) que dan cuenta de

conceptos/definiciones: costo  total,  rectdngulo, 4area e  integracion.

X

n+1
-t C , éarea bajo la curva asociada a una

Proposiciones/Propiedades: [ x"dx = ~

funcion de costo. En los procedimientos del estudiante describe la asociacion del costo
total con el 4rea bajo la curva de la funcion f(q) = 5% — q, la cual integra para
encontrar la funcidén de costo total. En en sus argumentos descritos verbalmente como
siguen: “por que al mirar un rectangulo su area cXq = Cr por lo tanto la funcioén de

costo es...”
5.4.9.1.3. Configuracion cognitiva otras manipulaciones algebraicas

Esta configuracion de la tarea 9, es activada por el 16,8% de los estudiantes. Agrupa las
respuestas incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas en las
cuales el estudiante no le confiere significado a los objetos matematicos involucrados,

en contextos de la economia.

La Figura 5.35 muestra un ejemplo en esta configuracion dado por un estudiante (E61).
La practica matematica inicia con una representacion algebraica, indicando un operador

sobre la funcion matematica (costo marginal), la cual factoriza.
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Figura 5.35. Respuesta del estudiante E61 a la tarea 9

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E61), es posible identificar
elementos lingiiisticos algebraicos que dan cuenta de algunos conceptos/definiciones
como son: derivada, funcibon de costo 'y expresiones algebraicas.
Proposiciones/Propiedades: agrupacion de términos semejantes en expresiones
algebraicas. Procedimientos: factorizacion. Argumentos: el planteamiento de la ecuacion

que representa una derivada, que validan la factorizacion de la expresion algebraica.
5.4.10. Tarea diez: solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias

La pregunta es descrita en el apartado 4.3.2.10, tiene por objetivo explorar el proceso
para encontrar la soluciéon de una ecuacion diferencial de primer orden. El analisis
cuantitativo de las respuestas, considerd la variable grado de correccion (correctas,
parcialmente correctas, incorrectas y no responde), para esta tarea consideramos que una
respuesta es correcta, en las que el estudiante argumente de forma vélida para encontrar
la solucion de la ecuacion diferencial planteada, y que la solucion sea también correcta.
Una respuesta parcialmente correcta, en las el estudiante argumente de forma valida
para encontrar la soluciéon de la ecuacion diferencial planteada, pero la solucion
proporcionada no es del todo correcta. Una respuesta incorrecta, es aquella en que el
estudiante no proporciona, ni se explica, una forma valida para encontrar la solucion
solicitada. La Tabla 5.23 muestra los resultados en frecuencias y porcentajes del grado

de correccion de la tarea diez.
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Tabla 5.23
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 10

Grado de Correccion Frecuencia %
Total
Correcta 43 31,4
Parcialmente Correcta 26 19,0
Incorrecta 25 18,2
No responde 43 31,4
Total 137 100

La tarea no la responden 43 estudiantes, planteamos como hipdtesis que esto puede ser
por que curricularmente, el curso de ecuaciones diferenciales, es siguiente a un curso de

calculo integral.
5.4.10.1 Anadlisis de las configuraciones cognitivas: tarea 10

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 10, se identificaron tres
configuraciones cognitivas, que hemos denominado: verbal, simbdlica y verbal-
simbolica. La Tabla 5.24 presenta las frecuencias en cada configuracion.

Tabla 5.24
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 10

Ties de Confguracion—enCiapor grpo_ Frectencia
Verbal 5 2 17 24 23,9
Simbolica 14 16 29 59 30,4
Verbal-Simbdlica 1 6 4 11 8,7
No da solucion 17 3 23 43 37,0

Total 37 27 73 137 100

Como se comento en el apartado 4.3.2.10, la tarea tenia por objetivo para encontrar la
ecuacion que satisface una ecuacion diferencial. En la tabla 5.24 se observa que 64
estudiantes activaron mas la configuracion simbolica, en los apartados 5.4.10.1.1,
5.4.10.1.2 y 5.4.10.1.3 analizaremos un ejemplo prototipico para cada una de las

configuraciones identificadas en la tarea.
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5.4.10.1.1. Configuracion cognitiva simbolica

Esta configuracion de la tarea 10 es activada por el 30,4% de los estudiantes. Agrupa las
respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas. El eje central de esta
configuracion son las respuestas en las que se utiliza un lenguaje simbolico en el

procedimiento y justificacion de la solucion.

La Figura 5.36 muestra un ejemplo en esta configuracion dado por un estudiante (E27)
para la tarea 10. La practica matematica inicia con una representacion algebraica de una
ecuacion diferencial, hace una separacion de variables para luego ‘integrar’ en ambos

lados de la ecuacion.

Ay ' < = £ obs ¢ ()
= - ) p ey =) &
o)X

Figura 5.36. Respuesta del estudiante E27 a la tarea 10

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E27), es posible identificar
elementos lingiiisticos algebraicos. Asi como los conceptos/definiciones: derivada,
funcién y ecuacion diferencial. Las Proposiciones/Propiedades: estan implicitas en la
separacion de variables en la ecuacion diferencial y las propiedades de la integral
[dy =y +C, [ f'(x)dx + C. Los procedimientos: al identificar la ecuacion diferencial
procede a separar variables por el método de variables separables, luego integra en
ambos lados de la ecuacion. Los argumentos: el estudiante ‘valida’ el procedimiento en
la propiedades de la integral y en la aplicacion sucesiva de estas propiedades dado que
matematicamente es un procedimiento para la solucion de una ecuacion diferencial de

primer orden y primer grado.
5.4.10.1.2. Configuracion cognitiva verbal

Esta configuracion de la tarea 10, es activada por el 23,9% de los estudiantes. Agrupa

las respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas. El eje central de esta
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configuracién son la respuestas en las que el estudiante utiliza un lenguaje verbal
descriptivo para resolver la tarea pero no usa ninguna expresion simbolica, es decir,

describe lo que se debe hacer més no se lleva a cabo.

La Figura 5.37 muestra un ejemplo en esta configuracion dado por un estudiante (E137)
para la tarea 10. La practica matematica inicia con una descripcion verbal “separando

los diferenciales e integrando”.
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Figura 5.37. Respuesta del estudiante E137 a la tarea 10

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E137), es posible identificar
un elementos lingiiisticos verbales que dan cuenta de los conceptos/definiciones:
diferenciales e integral. Proposiciones: implicitamente método de variables separables
para la soluciébn de ecuaciones diferenciales de primer orden y primer grado.
Procedimientos: integracion de los términos de la ecuacion diferencial. Argumentos:
implicitamente el procedimiento se justifica dado que la solucién de una ecuacion

diferencial de primer orden y primer grado se obtiene por ‘integracion’ sucesiva.
5.4.10.1.3. Configuracion cognitiva verbal-simbolica

Esta configuracion de la tarea 10, es activada por el 8,7% de los estudiantes. Agrupa las
respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas. El eje central de esta
configuracion son las respuestas que explican la forma de encontrar una solucion para la

ecuacion planteada, mediante descripciones verbales y simbolicas.

La Figura 5.38 muestra un ejemplo en esta configuracion dado por un estudiante (E47)
para la tarea 10. La practica matematica inicia con una descripcion verbal para
indicando el método de separacion de variables y de esta forma expresar la ecuacion
diferencial de primer orden de la forma lineal g—z +p(x)y = g(x) y tomar algunos
elementos de esta ecuacion de la forma lineal como factor integrante, para dar solucion a
la ecuacion.
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Figura 5.38. Respuesta del estudiante E47 a la tarea 10

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante E47, es posible identificar

elementos lingiiisticos verbales, para describir procedimientos, y algebraicos, dado por
., 0 .. .
la ecuacion % +p(x)y = g(x). Los conceptos/definiciones dados por variable

dependiente, derivada, integral y ecuacion diferencial. Las proposiciones/propiedades
dadas por la ecuacion diferencial de la forma lineal con una variable independiente, en
la que se pueden identificar un factor integrante. Los procedimientos dados el método de
variables separables en la ecuacion diferencial, del cual el estudiante identifica la
variable independiente y el método de factor integrante para la solucion de la ecuacion
diferencial. Los Argumentos dados por el estudiante ‘validan’ el procedimiento descrito
anteriormente, cuando expresa una nueva forma de la ecuacion diferencial de la forma

lineal.
5.4.11. Tarea once: aplicacion de la antiderivada en la fisica

La pregunta es descrita en el apartado 4.3.2.11, tiene como objetivo explorar el proceso
que los estudiantes usan para encontrar una funcidon de posicion a partir de una funcion
de velocidad. Para el analisis cuantitativo de las respuestas, se considerd la variable
grado de correccion (correctas, incorrectas y no responde), en esta tarea consideramos
que una respuesta es correcta, si el estudiante logra describir de forma valida como
encontrar la funcién de posicion del objeto. Una respuesta incorrecta, en las que el
estudiante no logre describir de forma valida como encontrar la funcién de posicion del
objeto. La Tabla 5.25 muestra los resultados en frecuencias del grado de correccion de la

tarea siete con sus respectivos porcentajes.
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Tabla 5.25
Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la tarea 11

Grado de Correccion Frecuencia %
Total
Correcta 121 88,3
Incorrecta 11 8,0
No responde 5 3,7
Total 137 100

En general, como se muestra en la Tabla 5.25, los estudiantes no tuvieron dificultades

para proporcionar una respuesta correcta, solo 5 estudiantes no respondieron a la misma.
5.4.11.1 Anadlisis de las configuraciones cognitivas: tarea 11

En las soluciones que dieron los estudiantes a la tarea 10, se identificaron dos
configuraciones cognitivas que hemos denominado: descripcion verbales y relaciones
fisicas. La Tabla 5.26 presenta las frecuencias y porcentajes en cada configuracion.

Tabla 5.26.
Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva de la tarea 11

Tipos de Solucién frecue"c’azp or sTup 03 F reencia. o
Descripciones verbales 21 11 48 80 58,4
Relaciones de fisica 16 14 22 52 38,0
No da solucion 0 2 3 5 3,6

Total 37 27 73 137 100

En la tabla 5.26 se observa que la configuracion mas activada por los estudiantes (80),
es la configuracion descripciones verbales. En los apartados 5.4.11.1.1 y 5.4.11.1.2
analizaremos un ejemplo prototipico para cada una de las configuraciones identificadas

en la tarea.
5.4.11.1.1. Configuracion cognitiva descripciones verbales.

Esta configuracion de la tarea 11, es la mas activada por los estudiantes (58,4%), agrupa
respuestas correctas e incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas

en las que se utiliza un lenguaje verbal descriptivo para resolver la tarea.
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La Figura 5.39 muestra un ejemplo en esta configuracion dado por un estudiante (E121)
para la tarea 11. La practica matematica inicia con una descripcion verbal narrativa para

explicar un procedimiento “devolver” un proceso de derivacion con una integral.
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Figura 5.39. Respuesta del estudiante E121 a la tarea 11

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante E121, es posible identificar
elementos lingiiisticos verbales en toda la solucidon. Los conceptos/definiciones que
estan inmersos en la solucion son: derivada, tiempo, posiciéon, y velocidad.
Proposiciones/Propiedades que aplica para el desarrollo de la tarea esta dado por: la
derivada de la velocidad es la posicion. Los Procedimientos para dar solucion a la tarea
son: ‘“usar una integrar y asi devolver el proceso” usado en la funcion de velocidad. Los
argumentos que validan sus procedimiento esta en una accién contraria “devolver”

entendido como proceso inverso de la derivada.
5.4.11.1.2. Configuracion cognitiva relaciones de fisica

Esta configuracion de la tarea 11 es activada por el 38% de los estudiantes. Agrupa
respuestas correctas e incorrectas. El eje central de esta configuracion son las respuestas
en las se evidencien formulas (o reglas) propias de la fisica para justificar la solucion de

la tarea.

La Figura 5.40 muestra un ejemplo en esta configuracion dado por un estudiante (E73)
para la tarea 11. La practica matematica inicia al establecer varias formulas, para
orientar la narrativa verbal en el procedimiento “integro a ambos lados” en la funcién de

velocidad.
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Figura 5.40. Respuesta del estudiante E73 a la tarea 11

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante (E73), es posible identificar
elementos lingiiisticos verbales para describir el proceso, y algebraicos tales como
v(t) = S—tt), [v(t) - t = [ s(t).Conceptos/Definiciones: integral, velocidad, distancia,
tiempo y posicion. Proposiciones/Propiedades: expresa la velocidad como cociente de la

distancia y el tiempo, representar estas magnitudes fisicas en forma matematica.
.. ., . ., s(t .
Procedimientos: separacion de variables, en la ecuacion v(t) = % , luego integra cada

uno de los lados de la ecuacion. Argumentos: ‘valida’ los procedimientos en la

descripcion verbal que hace “integro a ambos lados para hallar la posicion”.
5.5. CONSIDERACIONES FINALES

En general, el cuestionario CNM-Antiderivada aplicado a estudiantes universitarios,
tuvo una dificultad mediana, la cual se obtuvo a partir del indice de dificultad'’ de cada
uno de las preguntas tal y como se ilustra en la Tabla 5.27. Como se observo en las
secciones dedicadas al analisis cuantitativo y cualitativo de las respuestas, las tareas del

cuestionario que les resultaron mas dificiles de resolver, fueronla 4, 6y 8.

'7La dificultad de un item se entiende como la proporcién de personas que responden correctamente un
reactivo de una prueba, Entre mayor sea esta proporcion, menor sera su dificultad. a mayor dificultad del
item, menor sera su indice (Wood, 1960).
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Tabla 5.27
Indice y nivel de dificultad de las tareas del cuestionario CNM-Antiderivada

Tarea gz;l;:l ZZ, Nivel de Dificultad
Tarea 1: Significados de la antiderivada 0,96 Fécil
Tarea 2: Modelo sinoptico estructurado 0,96 Facil
Tarea 3: Cdlculo de la funcion primitiva 0,80 Medianamente Facil
Tarea 4: Exploracion grafica de la antiderivada 0,14 Medianamente Dificil
Tarea 5: Diferencia entre integral y antiderivada 0,47 Dificultad Mediana
Tarea 6: Funciones elementales 0,18 Medianamente Dificil
Tarea 7: Reglas de “antiderivacion” 0,46 Dificultad Mediana
Tarea 8: Notaciones de una funcion derivada 0,13 Medianamente Dificil
Tarea 9: Aplicacion de la antiderivada en la economia 0.80 Medianamente Facil
Tarea 10: Solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias 0,50 Dificultad Mediana
Tarea 11: Aplicacion de la antiderivada en la fisica 0,88 Medianamente Facil

Media =0,59

El analisis de ontosemiotico realizado para cada una de las tareas muestran que los
objetos matematicos y sus significados identificados en las soluciones plausibles de las
tareas (ver capitulo 4), se adaptan a los objetos matematicos, sus significados y los
procesos involucrados en las configuraciones cognitivas asociadas a las practicas. Asi, la
técnica de analisis denominada andlisis ontosemiotico (Godino, 2002; Malaspina &
Font, 2010; Godino, Font, Wilhelmi &Lurduy, 2011) y el andlisis de contenido realizado
previo a la aplicacion del cuestionario, nos permitid observar y describir de manera
sistematica tanto la actividad matematica realizada por estudiantes al resolver tareas,
como los objetos matematicos primarios (elementos lingiiisticos, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos) que intervienen en las practicas que

permiten la resolucion de las tareas (Godino, Batanero & Font, 2007).

Por otra parte y al como se ha podido constatar con los andlisis realizados para cada una
de las tareas, aunque en principio éstas fueron planificadas para activar un significado
parcial concreto para la antiderivada (ver capitulo 4), los estudiantes que participaron en
el estudio confirieron a la antiderivada el significado de “proceso inverso a la

derivacion”.

No obstante, tal como se reflejo en los resultados de las Ultimas cinco tareas del

cuestionario, el “proceso inverso” que confieren los estudiantes a la antiderivada, es
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desde un punto de vista més operacional (procedimiento) que conceptual, es decir, los
estudiantes perciben un “proceso inverso directo”. Esto es, cuando los estudiantes
aplicaban las “reglas de integracion” para obtener la antiderivada de cierta funcion
(funcién derivada), muchos de ellos lo hacian pensando en que obtendrian la funcidén
concreta (i. e., el elemento particular de la familia de funciones de las antiderivadas) de
la cual provino dicha funcion derivada, sin comprender realmente lo que sucede con el

“proceso inverso” (Figura 5.41).

A B

Fx)=g((x)-4
Fx)=g(x)—1.23

>

\'4

Fx)=gx)+'%

F(x)=g(x)+10°

Fx)=g(x)+C

Figura 5.41. La antiderivada como proceso inverso de la derivada

Por ejemplo, si consideramos A el conjunto de los elementos de la familia de funciones
del tipo F(x) = g(x) + C, donde C pertenece a los numeros reales, y tomamos un
elemento de este conjunto, por ejemplo F(x) = g(x) — 4, para someterlo al proceso de
derivacidn, entonces obtenemos F'(x) = g'(x), que es el Ginico elemento que conforma
el conjunto B (derivadas de los elementos del conjunto A). Si seguidamente sometemos
al proceso de antiderivacion a F'(x) = g'(x), obtenemos como resultado el conjunto 4
y no ¢l elemento particular F(x) = g(x) — 4. Es decir, la antiderivada como “proceso

inverso” a la derivada, es un proceso mas conceptual que procedimental u operatorio, es
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un proceso inverso no directo.

Lo anterior ya habia sido indagado por Kiat (2005) quien en su estudio sefiala que
aquellos estudiantes que omiten la constante de “antiderivacién” C, no son consientes
que una constante debe ser escrita para especificar la funcion antiderivada dentro de una
familia de funciones, en otras palabras, los estudiantes no son consientes de que una
integral estd constituida por un conjunto de antiderivadas con C como constante que

varia.
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CAPITULO 6

Conclusiones e Implicaciones

6.1. INTRODUCCION

En este ltimo capitulo presentaremos una sintesis de los resultados que se han obtenido
con el desarrollo de cada uno de los capitulos que conforman esta investigacion. Dichos
resultados son producto de las preguntas de investigacion, planteadas en el Capitulo 2, y
de los objetivos especificos que nos propusimos para la consecucion de las respuestas a
dichas preguntas. En las siguientes secciones vinculamos los resultados obtenidos con
los objetivos especificos de nuestra investigacion y de esta forma se responde hasta qué

punto se han respondido las preguntas de investigacion planteadas.

Asi mismo, presentamos perspectivas de investigacion y con ellas, posibles vias de

continuidad del presente trabajo.
6.2. UN BREVE RESUMEN DE NUESTRO PROBLEMA DE INVESTIGACION

Como lo senalamos en el Capitulo 1, las investigaciones sobre la comprension de la
antiderivada son escasos, resaltando la investigacion de Metaxas (2007) que explora las
dificultades en la comprension de la integral indefinida. En los otros trabajos referidos,
se indican, en general, como sugerencias, la importancia de separar los estudios de la
integral definida de los de la integral indefinida, lo que conlleva dar independencia y

relevancia a este objeto matematico.

En ese sentido nos propusimos vincular el objeto matemdtico antiderivada con un
modelo de compresion. Para hacer estos, nos apoyamos sobre los posicionamientos

pragmatistas del EOS, que llevan a entender la comprension basicamente como
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competencia y no tanto como proceso mental. Este posicionamiento nos amplia la
perspectiva vinculando el término conocimiento, en el sentido de constructo epistémico—
cognitivo general que incluye comprension, competencia y disposicion (Pino-Fan,

Godino & Font, 2010, p. 209).

En este sentido y apoyados por el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento e
instruccion matematicos, nos planteamos las siguientes preguntas generales de

investigacion (ver seccion 2.3.1):

PI-1: ;Comprenden los estudiantes universitarios la nocion de

antiderivada?

PI-2: ;Qué aspectos o criterios, se deben contemplar en los procesos
de enserianza y aprendizaje de la antiderivada, para lograr que

los estudiantes comprendan esta nocion matemdtica?

Para dar respuesta a preguntas de investigacion PI-1 y PI-2, nos propusimos el objetivo

general de esta investigacion:

Evaluar y caracterizar el conocimiento matemadtico (el cual
vincula comprension, competencia y disposicion) de estudiantes

universitarios sobre la nocion antiderivada.

Con la finalidad de lograr este objetivo general y, en consecuencia, las respuestas a las
preguntas generales de nuestra investigacion, en la seccion 2.3.1, planteamos objetivos
especificos cuya consecucion contribuirian a dicho fin. En las siguientes secciones,
presentamos los resultados y discutimos en qué medida se lograron cada uno de esos

objetivos especificos.

6.3. SOBRE EL LOGRO DE LOS OBJETIVOS ESPECIFICOS Y SU REPERCUSION
EN LAS RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Para la consecucion del objetivo general, y asi dar respuesta a la preguntas de
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investigacion PI-1 y PI-2, fue necesario el planteamiento de una serie de objetivos
especificos (OE). Estos objetivos se derivaron de preguntas de investigacion mas
concretas (PCI), cuyas respuestas contribuyeron a la consecucion del objetivo general, y

por ende, a responder las preguntas de investigacion PI-1 y PI-2.
6.3.1. Sobre la pregunta de investigacion PCI-1

Como sefialamos en la seccion 2.3, nuestra intencion era analizar la comprension del
objeto matemadtico antiderivada en estudiantes universitarios, para esto fue primordial
revisar investigaciones que orientaran nuestra investigacion. Al respecto nuestra primera

pregunta de investigacion (PCI-1) fue:

;Qué sugiere la literatura de investigacion en Educacion
Matematica, sobre los factores involucrados en la comprension
de wuna nocion matemdtica, y particularmente sobre la

antiderivada?

Para responder a esta pregunta nos planteamos un objetivo especifico. A continuacion lo

describimos.

6.3.1.1. Sobre el objetivo especifico OE-1

El primer objetivo especifico que nos propusimos para entender como abordar la
compresion del objeto matematico antiderivada y poder determinar criterios para nuestra

investigacion, fue:

Estudiar y caracterizar las investigaciones en torno a la
problematica sobre la comprension de los objetos matematicos,
particularmente aquellas que tratan sobre la antiderivada, con
el fin de determinar criterios especificos para la comprension de
dicha nocion matemdatica. sobre la derivada, para identificar los

distintos significados parciales de dicho objeto matemdtico.

Para lograr este objetivo, y como primera fase de nuestro estudio (Fase 1), en el
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Capitulo 1 (ver seccion 1.3) se realizd una revision, clasificacion y caracterizacion de la
literatura especifica del campo de Didactica de la Matemadtica, y concretamente de
aquellos estudios orientados a la comprension de la antiderivada, con la finalidad de
determinar antecedentes especificos (criterios, pautas, directrices...) para la

comprension de dicha nocidon matematica.

Esta revision exhaustiva de estudios revelo la importancia de nuestro objeto matematico
antiderivada, asi como la escasez de investigaciones realizadas en torno a este objeto
matematico. Es asi, como Metaxas (2007), da identidad al objeto antiderivada en un
estudio que involucra conocimiento matematico sobre la integral indefinida
(antiderivada). El estudio de Metaxas (2007) aborda la perspectiva tedrica de la
abstraccion reflexiva y el esquema de comprension (interiorizacion-condensacion-
reificacion), propuesto por Sfard (1991). Sus conclusiones afirman, que los estudiantes
del estudio alcanzan una comprension procedimental para manejar la integral indefinida

como herramienta o una ‘técnica’.

Por su lado, Kiat (2005) presentd un estudio que caracteriza errores en la resolucion
problemas de integraciéon (definida e indefinida). La clasificacion de Kiat (2005)
describe una categoria en la que pueden ubicarse los errores que cometen los estudiantes
cuando abordan dichos problemas los cuales resultan en tres tipos de errores:
conceptuales, procedimentales y técnicos. La Figura 6.1 muestra el tipo de error, la
descripcion del error y algunos ejemplos en antiderivadas en cada una de estas

categorias.
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Tipo de Error Descripcion Ejemplo
* No comprender los
conceptos en el problema. La antiderivada de la funcién f(x) = Inx
Conceptual * Falta de apreciaciones en El estudiante no entiende el concepto de
las relaciones en el antiderivada
problema.
* Errores de falta de [ Inxdx = ::
manipulaciones o
M ol B AEe El estudiante confunde la diferenciacion
entienden conceptos del ooat | Integracica
problema. El estudiante omite la C
* Los errores debidos a la falta
de conocimiento del J2(3x - 2)°dx = [(6x — 4)°dx
contenido matemético en El estudiante no tiene conocimientos
otros temas. algebraicos
Técnico * Los errores debidos a la falta -3 1
de cuidado f de T f ;dx
* No responder cuando El estudiante no tiene cuidado de escribir
curricularmente se han el signo
abordado los contenidos

Figura 6.1. Clasificacion de errores en la antiderivada

La clasificacion hecha por Kiat (2005) es orientadora en la investigacion, dado que nos
indica de como categorizar las respuestas de los estudiantes cuando abordan problemas

con antiderivadas.

Otro de los trabajos relevantes encontrado en la revision de esta investigacion, es el
presentado por Hall (2010), investigaciébn sobre algunos términos matematicos y
significados matematicos, que generalmente se usan en la ensefianza del célculo, en

particular con la integral indefinida. Entre la diversidad de respuestas que encuentra Hall

193



Capitulo 6. Conclusiones e Implicaciones

(2010), concluye que respuestas como, “la integral definida es més precisa que la
integral indefinida y la integral indefinida es un termino vago”, “la primitiva”, “la
inversa de la derivada”, son respuestas que funcionan como indicativo de la mala
comprension del concepto matematico, y a su vez evidencian un conflicto entre el

conocimiento de términos matematicos.

Como respuesta a este primer objetivo especifico, se estudiaron y caracterizaron las
investigaciones en torno a la problematica sobre la comprension de la antiderivada, se
dio realce a las investigaciones que le dan independencia y relevancia a este objeto
matematico, y se identificaron directrices para el disefio de nuestro instrumento de
evaluacion, respecto a los tipos de representaciones y principales errores y dificultades

que presentan los estudiantes de cara a la comprension de la antiderivada.
6.3.2. Respuesta a la pregunta de investigacion PCI-1

En la seccion anterior hemos presentado en qué medida se ha logrado responder a la
pregunta ;Qué sugiere la literatura de investigacion en Educacion Matemdtica, sobre
los factores involucrados en la comprension de wuna nocion matematica, y
particularmente sobre la antiderivada? Para dar respuesta a dicha pregunta se propuso
un objetivo especificos el cual fueron logrados en las Fase 1 de nuestra investigacion
(ver seccion 2.4.1). En respuesta a la pregunta podemos decir que se reunieron y
caracterizaron investigaciones sobre la comprension de objetos matematicos desde el
PMA, y particularmente sobre la antiderivada, relevando las sugerencias propuestas en

las investigaciones
6.3.3. Sobre la pregunta de investigacion PCI-2

Como sefialamos en la seccion 2.3, el objetivo general de esta investigacion es evaluar y
caracterizar la comprension de la antiderivada, en este sentido, si lo que queremos es
evaluar, inicialmente se debe delimitar qué se entiende por dicha nocién matematica. Al

respecto nuestra segunda pregunta de investigacion (PCI-2) fue:
;Qué es, o cudl es el significado, de la antiderivada?
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Para responder a esta pregunta nos planteamos dos objetivos especificos. A continuacion

describimos cada uno de ellos.
6.3.3.1. Sobre el objetivo especifico OE-2

El segundo objetivo especifico que nos propusimos para entender la naturaleza del

objeto antiderivada y poder entender qué es, fue:

Identificar y  caracterizar  los  pares  <Prdcticas,
Configuraciones ontosemioticas epistémicas activadas en
dichas  prdcticas>, mediante un estudio  historico-
epistemologico de tipo documental sobre la antiderivada, lo
cual permitira la identificacion de los distintos significados

parciales de dicho objeto matematico.

Para lograr este objetivo, y como segunda fase de nuestro estudio (Fase 2), en el
Capitulo 3 (ver seccion 3.2) realizamos un estudio histérico-epistemologico del objeto
antiderivada, recogiendo informacion sobre las problematicas relevantes que
contribuyeron tanto para el surgimiento de dicho objeto matematico, como para su
fundamentacion. Dicho estudio se llevod a cabo considerando que la determinacion del
significado global, u holistico, de un objeto matematico, requiere realizar un estudio
historico-epistemologico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como

tener en cuenta la diversidad de contextos de uso donde se pone en juego dicho objeto.

Una vez identificadas las practicas que dieron paso al origen y evolucién de la derivada,
mediante la nocidon de configuracion epistémica que nos proporciona el EOS, en la
seccion 3.3, describimos sistematicamente dichas préacticas en términos de las
configuraciones de objetos matematicos primarios que se activaron mediante los
desarrollos de las mismas. De esta forma, para cada practica nos dimos a la tarea de
identificar los elementos lingliisticos utilizados, los conceptos, propiedades y
procedimientos a los que refieren dichos elementos lingiiisticos, y los argumentos

mediante los cuales se vinculan los objetos matematicos primarios anteriores.
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Como respuesta a este segundo objetivo especifico, se identificaron cuatro sistemas de
practicas cada uno de los cuales, siguiendo los supuestos tedricos del enfoque
ontosemiotico, representan un significado parcial para el objeto antiderivada, y por
tanto, cada uno de esos sistemas de practicas llevan implicita la activacion de una
configuracidon epistémica de objetos matematicos primarios. La descripcion sistematica,
que da cuenta del logro de este segundo objetivo, de las cuatro configuraciones
epistémicas que dan lugar a los cuatro significados parciales de referencia para el objeto

antiderivada puede encontrarse en la seccion 3.3 del Capitulo 3.
6.3.3.2. Sobre el objetivo especifico OE-3

Cuando nos planteamos la reconstruccion del significado global u holistico de la
antiderivada, sabiamos que era necesaria la identificacién de los significados parciales
de dicha nocion, pues dentro del EOS se entiende que el significado global, también
denominado significado holistico u holo-significado, comprende o esta compuesto de
los diferentes significados parciales de un objeto matematico (Pino-Fan, Godino & Font,

2011). Asi, nuestro tercer objetivo especifico fue:

Reconstruir el significado global de referencia para la
antiderivada, mediante la consideracion de los significados

parciales obtenidos con el objetivo anterior.

El logro de este tercer objetivo especifico se evidencia con el esquema de la Figura 3.6
ubicada en la seccion 3.4 del Capitulo 3. Dicho esquema muestra la complejidad del
significado global de la antiderivada, mostrando las relaciones entre los distintos
significados parciales y el nivel de generalizacion referente a las configuraciones
epistémicas asociadas a cada significado parcial. Nuestra propuesta de significado
global de referencia queda recogido con el esquema que presentamos en la Figura 3.6.
El cumplimiento de este objetivo era importante para los fines generales de esta
investigacion y, en general, ha resultado ser un avance significativo y relevante para la
educacion matematica (concretamente para quienes estamos interesados en la didactica

del célculo), evidencia de ello son los trabajos sobre este tema que se han publicado en
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revistas del alto impacto. Por esta razon, la reconstruccion del significado holistico de

referencia de la antiderivada es uno de los aportes importantes de esta tesis doctoral.
6.3.4. Respuesta a la pregunta de investigacion PCI-2

En las secciones 6.3.31 y 6.3.3.2, hemos discutido en alguna medida un acercamiento a
responder a la pregunta ;Qué es, o cudl es el significado, de la antiderivada? Para dar
respuesta a dicha pregunta se propusieron dos objetivos especificos los cuales fueron
logrados en las Fase 2 de nuestra investigacion (ver seccion 2.4.1). En respuesta a la
pregunta podemos decir que se logr6é reconstruir tanto el significado holistico de la

antiderivada, y la identificacion de significados de referencia.
6.3.5. Sobre la pregunta de investigacion PCI-3

Una vez identificados y caracterizados los significados de referencia de la antiderivada,
un aspecto relevante fue determinar qué es lo que conocen los estudiantes universitarios

sobre dichos significados. Asi, nuestra tercera pregunta de investigacion fue:

;Cual es el conocimiento sobre la antiderivada, que
efectivamente tienen los estudiantes universitarios de carreras

de matemadticas y afines?

Para responder a esta pegunta nos propusimos cuatro objetivos especificos. A

continuacion describimos cada uno de ellos.
6.3.5.1. Sobre el objetivo especifico OE-4

El cuarto objetivo especifico que nos propusimos para realizar una aproximacién a la

comprension de la antiderivada, fue:

Disefiar un cuestionario que sea representativo de la
complejidad del significado holistico de la antiderivada. Dicho
cuestionario debe contemplar los criterios identificados a

partir de los objetivos OE-1, OE-2 y OE-3.
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Para lograr este objetivo, y como parte de la tercera fase de nuestro estudio (Fase 3), se
disefid un instrumento para realizar una aproximacion a la comprension de la
antiderivada. Disefio que busca obtener, observar y analizar respuestas de los estudiantes
a diferentes tareas propuestas, que ayuden a determinar si comprenden los significados
de la antiderivada, y si a través de diversas representaciones presentadas en las tareas, el
estudiante coloca en el escenario ‘conocimiento matematico’ en el sentido de constructo
epistémico—cognitivo general que incluye comprension, competencia y disposicion
(Pino-Fan, Godino & Font, 2010, p. 209) para la nocién de antiderivada, el cual se

abordo en la seccion 2.2.6 del capitulo 2.

A partir del banco de tareas elaborado, se eligieron aquellas tareas que cumplieran,

basicamente con tres aspectos clave:

1) Uso de diversos significados del objeto antiderivada.
2) Uso de diversidad de representaciones para la antiderivada.
3) Las relaciones matematicas entre la antiderivada y otros objetos

matematicos.

En este sentido, el cuestionario disefiado se compone de once tareas, ver seccion 4.3 del
Capitulo 4. Cada una de las tareas estd en estrecha relacion con alguno de los cuatro
significados parciales de la antiderivada que se identificaron por medio del estudio de
tipo histdrico-epistemologico realizado en el Capitulo 3. En la Figura 6.2 presentamos

un resumen de las caracteristicas y fines que se persiguen con cada una de las tareas.
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.- Significado
Tarea Fuente Objetivo Represent.acmn Parcial
que activa .
activado
Badillo (2003); Hihkidniemi
Tarea 1- (2006); Habre & Abboud Explorar significados
o (2006); Bingolbali & personales yacepciones . .
Significadesde 1a | ngonaghan (2008): Badillo, conferidasa la Verbal/ Escrita Global
antiderivada Azcirate & Font (2011); antiderivada.
Pino-Fan (2014).
Tarea 2- Relacion de la
o Bencomeo, Godino & antiderivada con otros Mapa conceptual
Mbdelo sindptico Withelmi (2004). objetos matemadticos del v grafos Global
estructurado cilenlo.
Tarea 3: c ion de famili
Cileulo de 1a Delos Santos (2006): Pino- onstruccion de famihia Simbélica, Diferencial-
= s it Fan (20149 de funciones a parfir de grafica v tabular Sumatoria
funcidn primitiva - una funcién derivada. g 3 -
(partes A vB)
Tarea 4: Tratamiento de la
. " - . . . Tangentss -
Exploracién grifica | Gerdillo & Pino-Fan 2015). representacion grafica Grifica =
S 4 . Cuadraturas
de la antiderivada de la antiderivada
_ Explorar s se
Tarea 5: establecen diferencias Verbal/escrita v Funciones
Diferencia integral - Gordillo & Pino-Fan Q015). conct.aptualt.as entre las Smbolica. clementales
antiderivada nociones integral y
antiderivada.
Tarea s Identificacion de la Verbal/escrita ¥ Funciones
Funciones Gordillo & Pino-Fan Q015). functot? _denvada como cimbolica elementales
elementales funcion elemental
Tarea 7 Haeussler, Paul & W a:t?:r:?:;: :—m de' 1ad.e Tangentes
Reglas de 008): Pinzon, Riafio & } partr Simbélica s -
. A Gordillo (2014) una regla bdsica de Cuadraturas
Antiderivacion - desivacién
Tarea 8: Haeussler, Paul & Wood Identificacion de una Tancentes
Notaciones de una (2008); Pinz=6n. Riafio & forma de denotar una Simbdlica Cuairaturas
funcion derivada Geordillo (2014). funcion derivada
Tarea 9: . Aplicacién del objeto
Apli ién d=1a Haeussler, Paul & Wood matemdtico Verbal/escrita ¥ Tangentss
¥ cacién 2 - A ‘ Y -
antiderivada en (2008); £ ’(-)34‘&): Lardner antiderivada en las simbolica. Cuadraturas
economia = ) ciencias economicas
Tarea 10:
. Uso de la antiderivada
Solucion de Stewart (2013); Pinzén, en 1a solucién de Verbal/escrita v Fluentes-
?MC‘?“es Riafio & Geordillo (2014). ecuaciones simbdlica Fluxiones
diferenciales diferenciales
ordinarias
Tarea 11: Aplicacién del objeto
Aplicacién de la Stewart (2013); Pinzon, matemdtico Verbal/escrita ¥ Fluentes-
antiderivada en la Riafio & Gordillo (2014). antiderivada en simbolica. Fluxiones
fisica contsxtos de la fisica.

Figura 6.2. Resumen de las tareas del cuestionario

Para cada tarea incluida en el cuestionario se realiz6 un analisis detallado del contenido
que evaluan. Para realizar dicho andlisis se presentd inicialmente, para cada tarea, una
descripcion general de los aspectos que evaluan, atendiendo a los criterios mencionados
en la seccion 4.3.1. del Capitulo 4. Luego se realizé de manera detallada el anélisis del
contenido de cada una de las tareas en dos niveles. El primer nivel refiere al contenido

ontosemiotico, el cual se obtiene mediante un analisis epistémico exhaustivo en el cual
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se hace uso de la herramienta tedrica configuracion ontosemiotica en su version
epistémica que proporciona el EOS, y que fue presentado en el Capitulo 2. El segundo
nivel refiere al contenido curricular, que son los conocimientos que evalian las tareas y
que pueden ser medidos con los conocimientos sobre antiderivada pretendidos en una

institucion, plasmado a través del plan de estudios.

Como respuesta a este cuarto objetivo especifico, se construyd un instrumento, que
contiene once tareas, cada una de las tareas estd en estrecha relacion con alguno de los
cuatro significados parciales de la antiderivada. El andlisis a priori realizado, junto con
la determinacion de las posibles dificultades en la resolucion de cada una de las tareas,
permite observar, describir y predecir la actividad matematica como un conjunto
complejo de practicas en las cuales se movilizan y articulan una serie de objetos
matematicos (elementos lingiiisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos Yy
argumentos) y sus significados, a los cuales idealmente se deberan aproximar las
practicas matemadticas de los estudiantes cuando resuelvan cada una de dichas tareas.
Asi mismo, tanto con los andlisis a priori de contenido, como el estudio mediante juicio

de expertos como se detalla en la seccion 4.4 del Capitulo 4, se garantizd y consolido la
validez de contenido de nuestro cuestionario, dando evidencia de que las tareas del

cuestionario, en efecto evallan aspectos representativos de la comprension de la
antiderivada. El cuestionario en si mismo constituye otro de los aportes relevantes de

nuestra investigacion.
6.3.5.2. Sobre el objetivo especifico OE-5

El quinto objetivo especifico que nos propusimos para realizar una aproximacion a la

comprension de la antiderivada, fue:

Implementar el cuestionario diseniado, para evaluar la
comprension de la antiderivada, en muestras intencionales de

estudiantes universitarios colombianos.

Para lograr este objetivo, y como parte de la tercera fase de nuestro estudio (Fase 3), de
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manera estricta, podemos decir que la evaluacion, y por ende el logro de este objetivo,
se realizo al aplicar el cuestionario a una muestra de 137 estudiantes universitarios de
carreas de matematicas o afines a las matematicas en diferentes universidades en
Colombia. El condicionante para la aplicacion de la prueba a los estudiantes que
participaron, fue el haber tomado el curso de calculo integral o célculo II (momento

curricular donde se aborda la nocién).

Es de senalar que estos estudiantes se reagruparon para el estudio en tres grupos,

discriminados de la siguiente forma:

* Grupo 1: 27.01% (37) estudiantes de Licenciatura en Matematicas
* Grupo 2: 19.71% (27) estudiantes de Matematica.
* Grupo 3: 53.28% (73) estudiantes de Ingenieria.

Cada cuestionario aplicado permiti6é profundizar en la exploracion y descripcion de las
configuraciones cognitivas utilizadas por los estudiantes universitarios al resolver las

tareas del cuestionario.
6.3.5.3. Sobre el objetivo especifico OE-6

El sexto objetivo especifico que nos propusimos para realizar una aproximacion a la

comprension de la antiderivada, fue:

Caracterizar, a partir de los resultados obtenidos con la
implementacion del cuestionario, el conocimiento sobre la

antiderivada de los estudiantes universitarios colombianos.

Para lograr este objetivo, y como parte de la tercera fase de nuestro estudio (Fase 3),
Como resultado de la aplicacion del cuestionario, lo cual se puso de manifiesto a lo
largo del Capitulo 5. Los tres grupos en estudio presentaron ideas similares en las
respuestas, y en varias ocasiones cometieron errores que se caracterizaron de acuerdo a
la categoria propuesta por Kiat (2005), asi como las concepciones erradas que se tienen

de la antiderivada, que son indicador -tal como lo afirma Hall (2010)- de mala
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comprension de las ideas basicas del célculo o de confusion de términos matematicos.
Estos indicadores de “mala comprension” adquirieron énfasis cuando los estudiantes se
enfrentaron a tareas tales como la Tarea 5 y, en general, de aquellos items que requerian
la movilizacidn del significado —proceso para encontrar una familia de funciones a partir
de una funciéon derivada—. Del mismo modo, esta limitada comprension se evidencid
mediante la desconexion de los significados parciales de la derivada en los futuros
profesores, desconexion de la que dan cuenta las dificultades que presentaron para
resolver la tarea 6. Ademas esta falta de asociacion entre los significados parciales, y en
consecuencia en la carente comprension del objeto antiderivada, se reflejo a lo largo del

cuestionario.

En general, los resultados obtenidos a partir de los analisis cuantitativos y cualitativos de
las soluciones que los estudiantes dieron a las tareas incluidas en el cuestionario,
exhiben ciertas dificultades para resolver tareas que relacionan la antiderivada. Por
ejemplo, los resultados obtenidos con la tarea 9 desvelan que los estudiantes usan la
antiderivada en su acepcion de “proceso inverso de la derivada”, y no dan sentido a la
constante C real. Esta acepcion de “proceso inverso” también es observada en las tareas
7 y 8 esta forma equivocada, es vista mds concretamente, como procedimiento que les
permite obtener directamente el ‘resultado de la operacion inversa’, tal como multiplicar
y dividir. Como menciona Hitt (2005, p. 82), podriamos hallar la razén de esto en que
“... generalmente, se restringen a una manipulacion algebraica que produce una
limitaciéon en su comprension”. Los resultados de la tarea 4 pone de manifiesto este
argumento de Hitt (2005) cuando al solicitar encontrar la antiderivada de una funcién a

partir de una gréfica, los resultados muestran preferencia por las manipulaciones

algebraicas al realizar un tratamiento (Duval, 2006) sobre la grafica.

La tarea 6, dan cuenta de insuficiencias o falta de conocimiento matematico en los
estudiantes, asi como de la desconexion entre los distintos significados parciales de la
antiderivada. Los resultados apoya la necesidad de mejorar el conocimiento matematico,
que les faculte de competencias para resolver tareas con caracteristicas similares a las

que se les plante6 con el cuestionario.
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El cuestionario sobre la compresion de la antiderivada (Cuestionario CNM-
Antiderivada) ha permitido evidenciar aspectos relevantes del conocimiento matematico
que ponen en juego los estudiantes en la resolucion de tareas sobre antiderivadas con
diversas caracteristicas. Podemos decir que hemos alcanzado el objetivo especifico 6,
puesto que se logré identificar, con la ayuda de las configuraciones cognitivas, tipos de
respuestas y significados personales sobre la antiderivada que los estudiantes activan

para resolver los problemas (ver seccion 5.4.1.1).
6.3.5.4. Sobre el objetivo especifico OE-7

El séptimo objetivo especifico que nos propusimos para realizar una aproximacion a la

comprension de la antiderivada, fue:

Identificar, a partir de los resultados de los objetivos OE3 y OEG6, los
aspectos que, a futuro, se deberan tener en cuenta para el disefio de

procesos de instruccion sobre la antiderivada.

Para lograr este objetivo, y como parte de la tercera fase de nuestro estudio (Fase 3),
podemos decir que nuestro trabajo de investigacion si contribuye teorica y
metodologicamente al campo de investigaciones sobre la comprension de nociones
matematicas, mediante el planteamiento de pautas y criterios especificos que
permitieron la exploracion y andlisis de la faceta epistémica y cognitiva sobre la
antiderivada. Por una parte, nuestra variable tipo de configuracion cognitiva, asociada a
las respuestas de los estudiantes, es de suma importancia si queremos “comprender” la
naturaleza de los conocimientos matematicos que éstos efectivamente “poseen”. De
manera especifica, en el trabajo que hemos desarrollado, la nocién de configuracion
cognitiva nos ayud6 a profundizar en aspectos relevantes del conocimiento de

estudiantes sobre la antiderivada.

Una de las caracteristicas fundamentales de los items sobre el conocimiento matematico,
incluidos en el cuestionario, es la reflexion, de los estudiantes, sobre los objetos

matematicos, sus significados y las relaciones complejas entre ellos, que se ponen en

203



Capitulo 6. Conclusiones e Implicaciones

juego en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Las relaciones entre objetos y
significados se concreta y se operativiza mediante la nocion de configuracion de objetos
y procesos (Godino, et al., 2007). Dicha nocion favorece no solo la identificacion
sistemdtica de diferentes procedimientos de resolucion, modalidades de expresion,
conceptos y propiedades que se ponen en juego en su formulacion, sino también la
identificacion de argumentaciones o justificaciones de los procedimientos y las
propiedades. Ademads, el andlisis del tipo de tarea propuesta y de las variables que
intervienen en la misma, orientan la reflexion sobre posibles generalizaciones, o

particularizaciones, y las conexiones con otros contenidos matematicos (Godino, 2009).

De esta manera, en este trabajo hemos puesto de manifiesto que la herramienta
“configuracion de objetos matemadticos primarios y procesos” facilita el andlisis y la
categorizacion de algunas caracteristicas de la faceta epistémica y cognitiva del
conocimiento matematico de los estudiantes universitarios. El objetivo de un plan de a
futuro, se deberan tener en cuenta para el disefio de procesos de instruccion sobre la
antiderivada serd que las configuraciones cognitivas (como las identificadas en la
seccion 5.4.3.1), se adapten progresivamente a las configuraciones epistémicas
identificadas a priori (como las del seccion 4.3.2), tal y como lo sugiere Pino-Fan (2014,

p. 347), para la derivada.

El modelo ontoldgico y epistemologico propuesto por el EOS revela la complejidad
inherente a los significados (conocimientos) institucionales y personales que se ponen
en juego en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. La evaluacion de los
conocimientos que un estudiante debe comprender requerird el uso de una variedad de

instrumentos (tareas) y representaciones.
6.3.5. Respuesta a la pregunta de investigacion PCI-3

En la seccion anterior hemos discutido en qué medida se ha logrado responder a la
pregunta ;Cudl es el conocimiento sobre la antiderivada, que efectivamente tienen los
estudiantes universitarios de carreras de matematicas y afines? Para dar respuesta a

dicha pregunta se propusieron cuatro objetivos especificos los cuales fueron logrados en
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la Fase 3 de nuestra investigacion (ver seccion 2.4.1). En respuesta a la pregunta
podemos decir que se logrd construir y disefiar un cuestionario que se validd por
expertos (ver Capitulo 4). El cuestionario se aplicO6 a una muestra intencional de
estudiantes, los resultados se analizaron cuantitativamente y cualitativamente (ver
Capitulo 5). De esta forma, se logro caracterizar y determinar el conocimiento que

efectivamente tienen estudiantes universitarios sobre la antiderivada.

6.4. RESPUESTA A NUESTRAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Para dar respuesta a nuestras preguntas de investigacion ;Comprenden los estudiantes
universitarios la nocion de antiderivada? ;Qué aspectos o criterios, se deben
contemplar en los procesos de ensenianza y aprendizaje de la antiderivada, para lograr
que los estudiantes comprendan esta nocion matemdtica? Se propuso un objetivo
general y siete objetivos especificos, los cuales fueron logrados en las tres fases de
nuestra investigacion (ver seccion 2.4.1). Esta investigacion evidenci6 las insuficiencias
del conocimiento matematico de los estudiantes universitarios, las cuales fueron
detectadas con el cuestionario y justifican la pertinencia de disefiar acciones formativas
especificas para desarrollar del conocimiento matematico de los estudiantes. El
desarrollo de estas acciones formativas debe tener en cuenta la complejidad del
significado global de la antiderivada (ver Capitulo 3). Ademas deben tenerse, en el
disefio de dichas acciones formativas, la vinculaciéon de competencias que le permitan
articular las diversas representaciones en las cuales se puede presentar el objeto
matematico, asi como la vinculacion con otros objetos matematicos cercanos a la

antiderivada.

6.5. RESUMEN DE LOS APORTES Y CUESTIONES ABIERTAS

A continuacion presentamos un resumen de las principales aportes de nuestra
investigacion. Debemos sefialar que no profundizaremos en ellas dado que han sido

ampliamente comentadas a lo largo del desarrollo de este trabajo de investigacion.

205



Capitulo 6. Conclusiones e Implicaciones

Reconstruccion del significado holistico de la antiderivada. Para poder explorar
el conocimiento matematico sobre la antiderivada, inicialmente debiamos tener
una “vision amplia” sobre lo que es la antiderivada o sobre cual o cuéles son sus
significados. Asi, en el Capitulo 3 realizamos un estudio historico-
epistemologico que nos permitid, a partir de la identificacion de las
configuraciones epistémicas activadas en los sistemas de practicas que dieron
paso al surgimiento de la antiderivada, los significados parciales que constituyen
el significado global u holistico. Esta reconstruccion es de interés puesto que los
significados de la derivada pretendidos por una institucion, o profesor como
representante de la institucion, deben ser representativos de este significado
global. Ademads, las configuraciones epistémicas primarias (ver seccion 3.4)
podrian orientar el disefio de acciones formativas que permitan ‘“construir” o
“lograr comprension” sobre el objeto antiderivada hasta llegar a su
formalizacion.

Criterios para activar cada significado parcial en la actualidad. Actualmente no
se puede hacer uso de todos los elementos primarios identificados en cada
significado parcial, sin embargo, adaptando algunas situaciones/problema,
planteadas en cada uno de los significados, pueden ser llevados al aula en forma
de tareas, y activar en los estudiantes un significado parcial especifico. A
continuacion se describe como se identifica la activacion de un significado
parcial:

a) Tangentes-Cuadraturas: Utiliza definiciones matematicas de dominio de
una funcion, simetria, puntos de corte con los ejes, asintotas, intervalos
de crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos, concavidad,
convexidad y puntos de inflexion. Argumenta a través de los criterios
matematicos la construccion de una curva (grafica). Para encontrar la
antiderivada de una funcién, dada la curva (gréafica) de una funcion.

b) Fluxiones—Fluentes: El estudiante, utiliza lenguaje, definiciones propias
de la fisica para argumentar el cambio entre magnitudes fisicas

(aceleracion, velocidad, posicion), para resolver situaciones que
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impliquen fenémenos fisicos de variacion o rapidez.

c) Sumatorias-Diferencias: Utiliza, lenguaje propio de las matematicas y
definiciones que refieren al uso de alguna “regla de integraciéon” o
“método de integracion” para resolver situaciones matematicas
simbdlicas (algebraico).

d) Funciones elementales: Utiliza, lenguaje propio de la matematicas y
definiciones que refieren a un andlisis detallado de funciones
transcendentes, o uso de algin ‘método numérico’ para expresar
funciones como series y asi resolver situaciones matematicas simbolicas
(algebraico).

Diserio de un cuestionario que evalua comprension de la antiderivada. El disefio
de cuestionarios nos llevo a utilizar una metodologia existente para el disefio de
cuestionarios (Pino-Fan & Font, 2015; Pino-Fan ef al., 2015). Metodologia que
parte desde un andlisis a priori de las tareas propuestas, junto con la
determinacion de las posibles dificultades en la resolucion, hasta el contenido
curricular que se evalua. Esta metodologia permite observar, describir y predecir
la actividad matematica como un conjunto complejo de practicas en las cuales se
movilizan y articulan una serie de objetos matematicos (elementos lingiiisticos,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) y sus significados, a los
cuales idealmente se deberdn aproximar las practicas matematicas de los
estudiantes cuando resuelvan cada una de dichas tareas. Asi mismo, los analisis a
priori de contenido, evallian una muestra representativa de aspectos parciales de
los objetos matematicos, en nuestro caso la antiderivada.

La metodologia utilizada y descrita nos llevd un disefiar un cuestionario que
puede ser util de diferentes maneras:

1) Se puede utilizar para evaluar la comprension de la antiderivada que
tienen los estudiantes universitarios.

2) Las tareas que integran el cuestionario podrian ser adaptadas para
potenciar, en los estudiantes de los primeros cursos universitarios, la

comprension de la antiderivada, o bien, para introducir dicha nocion.
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* La identificacion configuraciones cognitivas. Una variedad de configuraciones
cognitivas de los estudiantes se identificaron en el capitulo 5. Mediante éstas se
pueden describir habilidades que ponen en juego los estudiantes en la resolucion
de tareas sobre la antiderivada, y pueden ser replicadas para determinar la
complejidad de los objetos y procesos requeridos para la resolucion de las tareas
en la antiderivada. La caracterizacion de las configuraciones cognitivas
reflejaron los significados personales que movilizan los estudiantes cuando

resuelven problemas sobre antiderivadas.

A continuacidn presentamos algunas cuestiones abiertas que podrian estudiarse con la
finalidad de seguir avanzando en el sentido de nuestro estudio y, por ende, en el
desarrollo de metodologias didacticas que permitan la exploracion y desarrollo de la
ensefianza y aprendizaje de la antiderivada, y en general, de cualquier tema matematico,
siempre y cuando se consideren las adecuaciones necesarias relativas al topico

matematico en cuestion.

1. Exploracion de la compresion con el uso de tecnologia. En este trabajo hemos
abordado la comprension de la nocidn antiderivada, aplicando un cuestionario
para cuya solucion no se contempld el uso de la tecnologia. Sin embargo, se
deberia seguir avanzando en aspectos como: (haciendo las adecuaciones
necesarias sobre las tareas de nuestro cuestionario), ;coémo abordan los
estudiantes la resolucion de las tareas con el uso de la tecnologia?

2. Indagar sobre el objeto matematico en los profesores. Nuestro estudio refleja
una serie de carencias en cuanto a los conocimientos matematicos que
evidencian los estudiantes universitarios. En varias de esas “carencias” nos
preguntamos, /se deberan, quizd, al tipo de instruccién recibida? Para poder
responder a esta pregunta, seria conveniente estudiar el objeto matematico desde
el conocimiento del profesor. Se hace necesario indagar en el conocimiento
sobre la antiderivada que tienen tanto futuros profesores como profesores en

servicio.
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6.6. NUESTRA CONTRIBUCION A LA COMUNIDAD DE INVESTIGACION

Para finalizar este trabajo de investigacion, hemos querido recoger en este ultima
seccion, las aportaciones que hemos realizado al campo de investigacion de Educacion
Matematica, a partir de los desarrollos y resultados obtenidos a lo largo de nuestra
investigacion. A continuaciéon se hace mencion a cada uno de los aportes por orden

cronolédgico descendente:
Articulos

Gordillo, W., & Pino-Fan, L. (En prensa). Una propuesta de reconstrucciéon del

significado holistico de la antiderivada . BOLEMA.

Gordillo, W., Pino-Fan, L., Font, V., & Ponce-Campuzano, J. C. (Enviado). Disefio de
un cuestionario para evaluar la comprension sobre el objeto matematico

antiderivada. Enserianza de las Ciencias.

Pino-Fan, L., Gordillo, W., & Larios, V. (Enviado). Meanings of the antiderivative
activated by engineering students. International Journal of Science and

Mathematics Education. Article under review.

Conferencias en eventos especializados

Gordillo, W., & Pino-Fan, L. (2015, Noviembre). Un ejemplo de andlisis ontosemiotico
para una tarea sobre la antiderivada. Paper presentado en IXX Jornadas

Nacionales de Educaciéon Matematica — SOCHIEM, Villarrica, Chile.

Gordillo, W., & Pino-Fan, L. (2015, Mayo). Reconstruccion del significado holistico de
la antiderivada. Paper presentado en XIV Conferencia Interamericana de

Educacion Matematica, Tuxtla Guerrero, México.

Gordillo, W., & Pino-Fan, L. (2014, Noviembre). Significado de referencia del objeto
matemdatico antiderivada. Paper presentado en XVIII Jornadas Nacionales de

Educacion Mateméatica — SOCHIEM, Santiago, Chile.
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Gordillo, W. (2013, Noviembre). Comprendiendo la antiderivada. Paper presentado en
XVII Jornadas Nacionales de Educacion Matemdatica — SOCHIEM, Santiago,
Chile.
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