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Resumen

Esta investigacion busca disefiar una Ingenieria Didactica, cuyo fin es remediar
la debilidad de los conocimientos geométricos presentados por estudiantes en
formacion inicial docente, de modo que tengan una sélida formacién en el area
para enfrentar su labor de profesor en Educacion Bésica. Para ello, se optd por
la resolucion de problemas como estrategia de ensefianza. Por eso, las
actividades propuestas refieren a los conocimientos disciplinares que ellos
necesitan movilizar para enfrentar problemas de construccion con utilizacion de
instrumentos fisicos, digitales e intelectuales. La investigacion identifica las
operaciones cognitivas que ponen en juego y los paradigmas geométricos en
gue se sitban para validar sus producciones. El estudio se apoya en la Teoria
de Situaciones de Brousseau, en los Aprendizajes Intelectuales de Duval, y en
los Paradigmas Geométricos de Gonseth-Houdement-Kuzniak. La metodologia
de investigacion es la Ingenieria Didactica, de enfoque cualitativo con estudio
de casos. Se trabajé una ficha de con seis actividades de tres o cuatro tareas
cada una en dos sesiones e individualmente por ocho estudiantes. Utilizaron
instrumentos para la construccion en la primera sesion y un procesador
geométrico en la segunda. Entre los resultados, algunas de las respuestas a las
tareas estaban condicionadas por la precisibn con que representaban la
configuracion solicitada; dificultad superada al usar el procesador. Se ubicaban
en la geometria fisica para verificar o probar una propiedad. Evocaban sus
conocimientos previos al poner en juego las definiciones, propiedades y
teoremas. Consideran el uso del procesador como una instancia para validar y
visualizar propiedades. En cuanto a los procesos cognitivos, muestran
diferentes niveles de razonamiento, privilegiando el discurso natural, aunque
deficientemente.

Palabras clave: Formacion docente, operaciones cognitivas, paradigma

geometrico, construccion geomeétrica.



Abstract

This research seeks to design a Didactic Engineering, whose purpose is to
remedy the weakness of the geometric knowledge presented by students in
initial teacher training, so that they have a solid formation in the area to face
their work as teacher in Basic Education. For this, it was decided to solve
problems as a teaching strategy. Therefore, the proposed activities refer to the
disciplinary knowledge that they need to mobilize to deal with construction
problems using physical, digital and intellectual instruments. The research
identifies the cognitive operations that they put into play and the geometric
paradigms in which they are placed to validate their productions. The study is
based on Brousseau's Theory of Situations, Duval's Intellectual Learning, and
the Gonseth-Houdement-Kuzniak Geometric Paradigms. The methodology of
investigation is Didactic Engineering, of qualitative approach with case study. A
token was worked out with six activities of three or four tasks each in two
sessions and individually by eight students. They used construction tools in the
first session and a geometric processor in the second. Among the results, some
of the answers to the tasks were conditioned by the precision with which they
represented the requested configuration; Difficulty overcomes when using the
processor. They were located in physical geometry to verify or prove a property.
They evoked their prior knowledge by putting definitions, properties and
theorems into play. They consider the use of the processor as an instance to
validate and visualize properties. As for the cognitive processes, they show

different levels of reasoning, privileging the natural discourse, although poorly.

Key words: Teacher training, cognitive operations, geometric paradigm,

geometric construction.



INTRODUCCION

Este trabajo de investigacion se inscribe en la linea de la geometria y la
formacién de profesores. Es conocida la debilidad en esta linea que presentan
los futuros docentes en educacion basica, y que se ha observado en distintos
estudios nacionales relacionados con la Evaluacion INICIA, e internacionales
como Teacher Education Study in Mathematic (TEDS-M), lo que se ha
comprobado en estudios preliminares con estudiantes de la carrera de
Pedagogia en Educacién Béasica con Especialidad en Educacion Matemética de
la Universidad del Bio-Bio (Rosales y Diaz, RELME 26-2012; Rosales,
SOCHIEM USS-2012; Rosales, RELME 27-2013).

Las investigaciones que preceden a ésta estuvieron centradas en el estudio de
las percepciones y concepciones preconcebidas de estos estudiantes y de las
dificultades que se les presentan al abordar problemas geométricos, en

particular de construccion en geometria plana (Rosales y Guzman, 2016).

Cuando los estudiantes resolvieron los problemas propuestos en esas
investigaciones, Se encontraron en sus producciones las siguientes dificultades
de orden matematico y cognitivo: falta de descripcion de los pasos de
construccion de las tareas propuestas,

no respetando el orden de construccion, falta de validacion de sus
razonamientos matematicos, y falta de argumentacién de los procedimientos

realizados. La causa de esto es la debilidad de sus aprendizajes geométricos.



Lo anterior plantea una interrogante en relacion al problema de superacion de
esas dificultades: ¢,con qué estrategias se podria ayudar a sobrepasarlas? Esta
cuestion relacionada, desde nuestra Optica, con los tipos de problemas que se
les propone en los procesos de formacion. Por esto, la idea es que al cambiar la
presentacion de los problemas, los estudiantes podran generen las condiciones
para desarrollar las habilidades y conocimientos necesarios para abordar la

tarea de profesor en esta area y en el nivel de desemperio.

En este contexto esta investigacion busca disefiar una Ingenieria Didactica,
cuyo fin es remediar la debilidad de los conocimientos geométricos presentados
por estudiantes en formacion inicial docente, de modo que tengan una sdlida

formacion en el area para enfrentar su labor de profesor en Educacion Basica.

Desde esta perspectiva, la propuesta estéd focalizada en el aprendizaje de la
geometria a través de la resolucion de problemas geométricos cuyas
caracteristicas son: tienen enunciados no rutinarios, son abordables con
instrumentos de construccién geométrica, tanto tradicionales como la regla y el
compas, como digitales como los procesadores geométricos, y permiten
manifestar habilidades argumentativas matematicas. De esta manera, se puede

remediar la falta de conocimientos geométricos.

Para realizar esta tarea, se han establecido los siguientes objetivos especificos:
identificar las estrategias actuales, los procesos de representaciéon y las
relaciones geométricas que los estudiantes estan poniendo en juego al resolver
problemas geométricos; detectar pistas para fortalecer los disefios actuales de
enseflanza de la geometria; y establecer el rol del uso los procesadores
geométricos en beneficio del aprendizaje de la geometria de estudiantes en

formacioén inicial.



La metodologia de investigacion utilizada es la ingenieria didactica, que se
caracteriza por: ser un esquema experimental basado en las “realizaciones
didacticas” en el aula (es decir, sobre la concepcidn, realizacion, observacion y
analisis de secuencias de ensefianza), por el registro de los estudios de caso y
por la validacibn que es esencialmente interna, basada en la confrontacion

entre el andlisis a priori y a posteriori.

De esta manera, esta tesis pretende aportar al aprendizaje significativo de los
estudiantes de profesorado a través de la metodologia de la Ingenieria
Didactica, que pone en juego actividades que permiten a los estudiantes
apropiarse de conocimientos y saberes geométricos, respetando las
operaciones cognitivas que privilegian el encuentro con estos saberes. En otras
palabras, la novedad y relevancia de esta propuesta reside en que haga
emerger en los futuros profesores el sentido y la estructura de los conceptos

geométricos a nivel de ensefianza basica.

La informacién contenida en el presente trabajo se estructura en siete capitulos

que resumimos a continuacion:

En el Capitulo I se expone la motivacion y ubicacion del problema de
investigacion, y se revisa la literatura cientifica. Se formula el problema, la
pregunta de investigacion, el objetivo y los especificos, y la hipotesis. Para

terminar se indica la relevancia de esta investigacion.

El Capitulo Il describe el marco tedrico de esta investigacion, que esta
constituido por la Teoria de Situaciones Didacticas de Guy Brousseau, los
Aprendizajes Intelectuales de Raymond Duval, y los Paradigmas Geométricos

trabajados en el Proyecto Ecos-Conicyt por Kuzniak, Guzman et al. (2006).



El Capitulo Il presenta el enfoque metodoldgico utilizado en la investigacion,
especificamente la Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion. Es
el capitulo mas extenso, ya que en él se van presentando los andlisis
establecidos en cada una de sus fases. Es una metodologia cualitativa con
validez interna, producto de la contrastacion de los andlisis a priori y a
posteriori, en torno a la informacion correspondiente a los ocho estudiantes

participantes en la experiencia didactica

En el Capitulo IV, se exponen las conclusiones organizadas en torno a los
objetivos de la investigacion, con las aportaciones mas relevantes y se indican
perspectivas de investigacion que derivan del trabajo asi como algunas

limitaciones del estudio.

Por ultimo, se finaliza la presentacion de la investigacion con las referencias

bibliograficas utilizadas en la misma, y los anexos.



CAPITULO |

PROBLEMA DE INVESTIGACION



CAPITULO I: PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 Ambito del estudio de la investigacion

La importancia de en la ensefianza y aprendizaje de la mateméatica escolar, en
la formacion de profesores de las carreras vinculadas a la educacion basica y
educacidon media impartidas por la Universidad del Bio-Bio. Abarca una
formacién disciplinar, didactica y pedagdgica, en cada una de las areas
prescritas en los programas de estudios oficiales y, particularmente, en el area
de la geometria. Esta area es tan relevante, tanto desde el punto de vista de la

docencia como desde la investigacion en Didactica de las Matematicas.

En los dltimos afios, el &rea de la geometria se ha potenciado al ser separada
en dos partes para la educacion basica: geometria propiamente tal, y en
medida. Asi se establece una importancia singular, ya que ahora se podra
potenciar su caracter formativo del pensamiento de los escolares; mas aun al
incorporar las tecnologias de la informacién y comunicaciones (TIC), a través

del uso de procesadores geométricos.

Se valora esta iniciativa, ya que la Universidad tiene que replantearse su
caracter formador, entregando nuevas herramientas a los futuros profesores
para responder a estos nuevos desafios del sistema escolar. De esta manera,
esta investigacion esta centrada en la formacién de profesores que se
desempafaran en la asignatura de matematica en educacion basica, e
impartiran docencia en geometria. Por esto, se propone el disefio de una
secuencia didactica sobre estrategias de resolucion de problemas que ponen en
juego figuras fundamentales de la geometria plana, a través de una ingenieria

didactica.



1.2. Antecedentes

En la actualidad, existe un creciente interés por la problemética planteada en
torno a la formacion de profesores de educacion béasica, debido en parte al
fracaso escolar, sefialado por diferentes mediciones nacionales e
internacionales. Esto ha dejado de manifiesto una insatisfaccion, a pesar de que

en los ultimos afios ha mejorado, pero no lo suficiente.

Como respuesta a esta situacion, en forma paralela se establecié una serie de
iniciativas ministeriales e institucionales relacionadas con la Formacion Inicial
Docente, las cuales se vieron concretadas en la formulacion de la nueva Ley
General de Educacion (LGE), que establece pardmetros como los ciclos de
formacion escolar y Bases Curriculares, los cuales debieron ser considerados

por las instituciones formadoras de profesores.

Asi se dio comienzo a una serie de proyectos con financiamiento estatal
(MECESUP, MECESUP2, y Convenios de Desempefio) con el objeto de
mejorar la “calidad” en la formaciéon de los futuros profesores, tanto para
Educacibn Basica como para Educacion Media. Esto involucraba
perfeccionamiento de las dotaciones académicas y renovaciones curriculares
en cada una de las carreras de pedagogia, en particular en las universidades
gue conforman el CRUCH. Posterior a estas iniciativas siguieron otras,
relacionadas con la implementacion de un sistema de medicion de la calidad de
la formacién, denominado Evaluacion Inicia, la que al ir siendo implementada
fue corroborando una formacion deficitaria. Hoy, dicha prueba ha derivado en la
Evaluacion Nacional Diagndstica para la Formacién Inicial Docente, la que se

aplicé en diciembre de 2016, a los estudiantes que cursan el penultimo afio de
7



formacién. Dicha evaluacién, considera los Estdndares Disciplinarios y
Pedagdgicos para egresados de carreras pedagogicas, segun su especialidad.
En el caso de la formacion en Educacion Basica, considera los ejes curriculares
de a) Lenguaje y Comunicacion, b) Matematica, c) Historia, Geografia y

Ciencias Sociales, y d) Ciencias Naturales.

Esta articulacion, hoy en dia aun en transito, ha permitido a las instituciones
formadoras hacer un analisis de sus ofertas académicas, llegando a
discontinuar o adecuar programas de formacion, de modo de satisfacer los
requerimientos actuales del sistema escolar vigente, y considerando nuevos
requisitos de ingreso y durabilidad de las carreras, de acuerdo a nuevas

normativas ministeriales.

Algunas universidades han implementado carreras de Pedagogia en Educacion
Basica con Especialidades o con Menciones, las que tienen el propdésito de
formar profesionales altamente calificados, de modo de mejorar los
aprendizajes de nifios, nifias y jévenes de nuestro pais, los cuales han de ser

evidenciados en futuras mediciones.

En este marco de especializacion, la Universidad del Bio-Bio implementé
iniciativas curriculares con énfasis en lo disciplinar, didactico y pedagdgico. Su
desarrollo curricular disciplinar y didactico en la especialidad Educacion
Matemética se ha focalizado en cuatro ejes: Nimeros, Geometria, Algebra, y
Estadistica y Probabilidades. Cada uno de estos ejes considera su didactica
especifica. De esta manera, el eje Geometria, termina con Didactica de la

Geometria.

Por otro lado, es bien sabido que los profesores tienden a reproducir los

mismos modelos que ellos experimentaron cuando fueron estudiantes, a pesar
8



de que durante su formacion hayan sido expuestos a diferentes puntos de vista.
Entonces, cabe preguntarse ¢como es posible motivar la necesidad de cambios
en la perspectiva de ensefianza disciplinar, tanto del punto de vista de los

contenidos como el metodoldgico?

Dar respuesta a esta pregunta resulta dificil, en cuanto, a intervenir un modelo
preexistente en el joven que ingresa a estudiar pedagogia, por lo cual se
requiere de un trabajo focalizado que evidencie la necesidad de intervencion.
Desde esta perspectiva, es apropiado poner la debida atencion a las principales
variables que intervienen en un proceso coherente de ensefanza - aprendizaje.
Inicialmente se podria focalizar en uno de los ejes de formacién, el que es

menos abordado por los profesores en ejercicio, la Geometria.

Las carencias disciplinares de los estudiantes en torno al eje Geometria, el
fortalecimiento del eje respecto al nuevo curriculum, tanto escolar (Bases
Curriculares) como de formacion inicial docente (Estandares Pedagdgicos vy
Disciplinares), y el sistema de medicion (Evaluacion Nacional Diagndstica para
la Formacién Inicial Docente) hacen plausible el investigar el proceso de
aprendizaje de la geometria en los estudiantes de Pedagogia en Educacion

Béasica de la Universidad del Bio-Bio.

1.2.1. Investigaciones afines sobre la ensefianza y el aprendizaje de la

geometria

Para abordar este apartado, es necesario dividir el contexto de las
investigaciones desde la perspectiva del interés del investigador. Inicialmente,
como fuente primaria, esta su interés por conocer cdmo aprenden geometria

sus estudiantes; asi, la primera mirada se centra en la forma en que ellos se
9



desempeiian en las tareas que se les presentan y en la forma en que utilizan
sus conocimientos previos en la resolucion de problemas geométricos. A partir
de esta mirada, se recurre a fuentes secundarias, que ponen la base de los
antecedentes que sustentan esta investigacion. A continuacion, se describen

algunos de estas.

La primera fuente de informacion fue el Documento de Discusion del Estudio de
la Comisién Internacional de Instruccion Matematica (ICMI, 1995), “Perspectivas

de la Ensefianza de la Geometria para el Siglo XXI"!

, elaborado por Vinicio
Villani. EI documento establece que la ensefianza de la geometria no es facil, y
gue se debe aprovechar y aplicar nuevos métodos de ensefianza. También
indica que aun persisten fuertes desacuerdos acerca de los propdsitos,
contenidos y métodos para la enseflanza de la geometria en los diversos
niveles, desde la escuela primaria hasta la universidad. En algunos casos la
geometria estd completamente ausente en sus curriculos matematicos. Por otro
lado, se indica que las preguntas de las evaluaciones tienden a ser confinadas
a algunos "hechos" elementales sobre figuras simples y sus propiedades.
Ademas, establece que se debiese estudiar desde diversas dimensiones:
social, cognitiva, epistemoldgica y didactica. En cuanto a las tecnologias, indica
que las computadoras también pueden ser usadas para obtener un
entendimiento mas profundo de las estructuras geométricas, gracias al software

especificamente disefiado para fines didacticos.

La investigacion en el campo del aprendizaje de la geometria (Herscowitz y
Vinner (1987), Duval (1998), de Villiers (1999), Moreno (2002), en Castiblanco
et al. (2004)) ha llevado a reconocer que el aprendizaje de la geometria es un

! Traduccién de Victor Hernandez y Matha Villalba, PMME-UNISON, 2001.
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proceso complejo, tal como se habia mencionado en el estudio de la ICMI
(1995), y como ademas se habia corroborado en la ICME-2008, en México.

En su trabajo titulado “Algunos desarrollos en la ensefanza de la geometria”,
De Villiers (1999) describe sintéticamente cuatro de los cinco niveles de
pensamiento en el desarrollo de la comprensién geométrica de los alumnos,
establecidos en la teoria de Van Hiele, e indica anecdéticamente que los
esposos Van Hiele atribuian el fracaso del curriculo tradicional de geometria al
hecho de que el curriculo se presentaba a un nivel méas alto del de los alumnos.
En este contexto el autor presenta una serie de investigaciones rusas en la
enseflanza de la geometria; muestra que el curriculo ruso en geometria
consiste en dos fases: la fase intuitiva de 1° a 5° grado, y la fase sistematica
desde 6° grado. Indica que los investigadores rusos buscaban establecer por
qué los escolares presentaban poco progreso en geometria; las investigaciones
rusas, que se apoyaron en la teoria de Van Hiele, concluyen que antes de
comenzar la fase de sistematizacion se requiere por lo menos el nivel 3 de
comprensién ya que solo entre un 10 y 15% se encontraban en el nivel 2. Van
Hiele reporta ademas, que los rusos disefiaron un curriculo experimental de
geometria muy exitoso basado en su teoria, y que descubrieron que un factor
importante era la secuencia y desarrollo continuo de conceptos desde el grado
1.

Moreno (2002), en su trabajo “Cognicion y Computacién: el caso de la
geometria y la visualizacion”, da cuenta de cémo va evolucionando la
ensefianza de la geometria desde la indagacion sobre coémo entendian los
estudiantes los conceptos matematicos, pasando por las formas de
conocimiento que desarrollan éstos y que no coinciden con los que se les
ensefa, hasta llegar a delinear su objeto de estudio y con ello las metodologias

de investigacion. En ese contexto, plantea estudiar diversas situaciones de la
11



constituciéon de la geometria, y posteriormente describe una estrategia de
reconstruccibn de este conocimiento usando la computadora como un
instrumento para lograr una experiencia cognitiva necesaria para acceder a la
comprension de estos conocimientos. Indica que los entornos informaticos
promueven una transformacion a nivel epistemoldgico de la experiencia
matematica del estudiante. Por ejemplo, en geometria el programa Cabri-
Géometre permite manipular directamente las figuras construidas mediante el
arrastre de ciertas partes de ellas, sin alterar las relaciones estructurales entre
las partes constitutivas de éstas. En cuanto a la visualizacion, sostiene que ésta
y las representaciones externas permiten validar los enunciados matematicos.
Ademas indica que la manipulacién directa de los objetos geométricos hace
posible la experimentaciébn en dominios que anteriormente eran inaccesibles
para el estudiante. Concluye que para el estudiante, su conocimiento queda
marcado por la relacion dialéctica entre percepcién y conceptualizacién durante

la interaccion con la interface del sistema.

En cuanto a Duval (2008), presenta un apartado titulado “La geometria desde
un punto de vista cognitivo”®, en el Estudio ICMI “Perspectivas de la Ensefianza
de la Geometria para el Siglo XXI” editado por Mammana y Villani. En el
documento el autor indica que la geometria involucra tres procesos cognitivos:
de visualizacién, de construccion y de razonamiento. Presenta ademas, algunos
aspectos que dan cuenta cOmo estos tres procesos deben ser desarrollados por
separado, e indica que existe diferenciacion entre los procesos de visualizacion
y los de razonamiento, y que la coordinacion entre estas tres clases de
procesos ocurre después de dicha diferenciacion. En la presentacion de su
analisis caracteriza las operaciones de aprehensiones relacionadas con la

visualizacion y el razonamiento, como lo son la aprehension perceptual y

% Traduccién de Victor Hernandez y Matha Villalba, PMME-UNISON, 2001.
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aprehension discursiva. Analiza como trabaja la vision en la solucion de
problemas geométricos, caracterizando la aprehension operativa. También
aborda el razonamiento en geometria, distinguiendo tres procesos cognitivos:
puramente configural (como aprehension operativa), discursivo natural
(comunicacion ordinaria a través de la descripcion, explicacion, argumentacion),
y discursivo tedrico (realizado a través de la deduccién). Plantea que: (a) No
hay una correspondencia significativa entre el desarrollo del pensamiento y la
construccion de cualquier conocimiento disciplinar, y consecuentemente entre
un nivel de pensamiento y un nivel de conocimiento. (b) No existe una jerarquia
de desarrollo entre las diferentes clases de actividades cognitivas: visualizacion,
razonamiento discursivo natural, razonamiento deductivo teorico, pruebas
axiomaticas formales, procesos analiticos o sintéticos. (c) Desde un punto de
vista cognitivo el desarrollo del pensamiento y el aprendizaje son logrados a
través de una interiorizacion de varias representaciones semioticas. Por ultimo,
establece que el desarrollo cognitivo implica una diferenciacion de los primeros
registros semioéticos, el lenguaje natural y la representacién icénica de formas, y

su coordinacion.

Ademas, se ha consultado el trabajo realizado por Aravena y Caamafio (2013),
en que se analiza el nivel de razonamiento geométrico que presentan los
alumnos de establecimientos municipalizados de la Region del Maule con altos
indices de vulnerabilidad. En este trabajo se implementd un diagnostico
considerando las tematicas de 6° Afio Basico hasta 2° Aflo de Ensefianza
Media, tomando como base el modelo de los Van Hiele y los atributos distintivos
en los procesos de razonamiento propuesto por Gutiérrez y Jaime (1998). La
metodologia fue de corte cuantitativa. Los resultados a que llegaron los
investigadores dejan en evidencia que el alumnado se encuentra en el nivel
mas basico del razonamiento geométrico y con un grado de adquisicion bajo

respecto de los procesos de razonamiento.
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1.2.2. Investigaciones sobre formacion de profesores de educacion basica

En el contexto de la formulacion del problema, es necesario abordar la
investigacién también desde la perspectiva de la formacion inicial docente, pues
el estudiante que ingresa a estudiar una carrera de pedagogia en educacion
basica se encuentra en una etapa de transicion en torno a la actualizacion del
curriculum de formacién. Esta mirada no solamente se focaliza en nuestro pais,
sino en la gran mayoria, a raiz de la globalizacién en que estamos inmersos.
Los gobiernos tratan de satisfacer estandares que se establecen en las
comunidades mas avanzadas, incluso para pertenecer a ciertas agrupaciones y
organismos internacionales, como es Organizacion para la Cooperacion y el

Desarrollo Econémicos (OCDE).

Las politicas publicas han cambiado, y han propuesto diversas iniciativas y
marcos regulatorios, que las entidades de educacién superior deben considerar,
particularmente las instituciones de formacion inicial docente. En paralelo a esta
situacién, se han ido realizando diversas investigaciones en torno a la formacion
de profesores. Cisternas (2011) informa que este tipo de investigaciones en
Chile se focalizan en problemas unidimensionales, es decir, donde la
aproximacion al fenémeno se realiza observando solo uno de los componentes
involucrados en la formacion. En el analisis bibliografico de dicho estudio, da
cuenta que diversas investigaciones son una critica a la formacién docente, y
una de las razones que se esgrimen es “que la preparacion de profesores
articula débilmente la formacion pedagdgica y la formacion en la especialidad;
que el nivel de aprendizaje de los contenidos curriculares y la comprension de
la naturaleza tedrico-practica de la accién pedagdgica resultan insuficientes;
gue las relaciones con el sistema educativo son aun incipientes y que pese a

las mediciones externas (como era la prueba INICIA), no se ha avanzado en
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procedimientos internos confiables de monitoreo y evaluacién a los programas

de formacion” (p 134).

En virtud de los antes sefialado, es imperativo abordar una investigacion de
como los estudiantes de profesorado aprenden, tanto la disciplina como los
aspectos pedagoégicos y didacticos que involucran los procesos de ensefianza y

aprendizaje, sin dejar de considerar el desarrollo cognitivo de los mismos.

Un primer acercamiento a estos antecedentes, lo aporta el trabajo doctoral de
Tatiana Cisternas Ledn (2011), quién establece que los focos més relevantes
de investigacion en la formacion de profesores en nuestro pais, previo analisis
internacional, esta en “(a) los sujetos , es decir, los distintos actores de la
formacién: futuros profesores, formadores y sus competencias, actitudes,
representaciones; (b) los conocimientos profesionales, es decir, disciplinares,
pedagogicos, didacticos, sociales: competencias y conocimientos a desarrollar,
lugar en los programas, etc.; y (c) los dispositivos o procesos de formacion, es
decir, estrategias de formacion, estructuras curriculares, modos de construccion
de saberes, etc.”. La informacion recabada para su estudio estuvo centrada en
diversos criterios, como estudios difundidos y publicados, investigaciones
financiadas por organismos que apoyan la investigacion (Fondecyt, Fonide,
CSE, CPEIP), Encuentros Nacionales de Investigadores en Educacion,
Universidades y otros. ClasificO las investigaciones segun el numero de
investigadores; tipo de formacion de profesores; segun niveles educativos;
segun los componentes estudiados (actores, conocimientos profesionales y
dispositivos). Establece que en las investigaciones predomina un interés por el
estudiante de pedagogia en su proceso de formacion inicial por sobre los

egresados y el profesor en ejercicio.
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Es relevante indicar que establece que las investigaciones “menos frecuentes
son las investigaciones que seleccionan al estudiante de pedagogia para
conocer sus procesos de aprendizaje o la forma en que se convierte en
profesor”. En este contexto, se pretendié que la presente investigacion sea un

aporte.

Otra de las investigaciones importantes en el contexto de la formacion de
profesores y geometria se refiere al estudio TEDS-M (Teacher Education Study
— Mathematics) realizado entre 2006 y 2009, cuyos resultados nacionales
indican que la formacion en Matematica de docentes que se desempefiaran de
1° a 8° basico es insatisfactoria. Chile, Unico pais latinoamericano participante
aparece por debajo de la media. En cuanto al curriculo de formaciéon en
Matematicas, indica que "los programas de estudio cubren principalmente
tépicos de las Matematicas escolares correspondientes al primer ciclo basico en
Numeros y, en menor escala, tépicos de Geometria y Algebra” (Avalos, 2010,
pag. 13). Por otro lado, los futuros profesores, “Demuestran mejor conocimiento
en los tépicos referidos a Numeros y Datos y Azar, que con respecto a topicos
de Geometria y Algebra” (Ibid., pag. 14). Entre los resultados mas preocupantes
para el nivel primario estuvieron los relacionados con los desempefios en
geometria, pues solo el 23,4% de los 657 futuros profesores de ese tiempo
respondieron correctamente los 12 items considerados en el topico (ibid., pag.
92). Incluso, mas bajo estuvieron los resultados de los 757 futuros profesores
del nivel secundario, ya que su desempefio en geometria alcanzé solo el 20,5
% de respuestas correctas en igual numero de items. En resumen, si bien este
estudio abarca cuatro ejes tematicos en lo disciplinar, el eje de Geometria era el

mas bajo entre los futuros profesores de ese entonces.
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Otra de las fuentes consideradas se refiere a la Evaluacion INICIA, cuyo
proposito es verificar la calidad de la Formacion Inicial Docente. Los resultados
de la prueba de matematica de los egresados generalistas de 2008 indicaban
que el promedio de respuestas correctas era menos del 50%, y de los
egresados con mencién en matematica, era de menos de 30% en geometria,
con un 39% global, evidenciando los aprendizajes deficientes en este Ultimo eje
tematico, pese a que los egresados con mencién tienen una preparacion mayor
en la especialidad. Los resultados del 2009 indicaban que el promedio de
respuestas correctas era en ese entonces de un 33% global en estos
egresados, lo que agrava méas esta situacion. No obstante lo anterior, los
resultados de la prueba del 2010, indican que el porcentaje de respuestas
correctas es del 42% global, para este tipo de egresados, siendo el mas bajo de
todas las menciones. Ademas, el informe ministerial para esta prueba indica
que los resultados son preocupantes, porque: (a) la mayoria de los egresados
de Pedagogia Basica no tiene los conocimientos requeridos para un buen
desemperiio profesional, (b) existe concordancia con el SIMCE (evaluacién
externa que mide la calidad de la educacion en los escolares) y estudios
internacionales como TEDS-M (los resultados mas pobres son en
conocimientos de Matematica), y (c) quienes ingresaron a pedagogia con mas
alta PSU tienen mejores resultados en INICIA. En una nota periodistica de la
época, el ministro de Educacion de entonces indicaba que los resultados de la
prueba INICIA-2010 sugieren que la brecha de aprendizaje que se le exige
superar a las escuelas, parece extenderse directamente a la ensefanza
superior en la formacion del profesorado; y en la prueba SIMCE-2010 la
geometria es una de las areas mas débiles de nuestros nifios, que también lo

es para los jovenes gque egresan de pedagogia. (MINEDUC, 2010).

Otros trabajos de investigacion consultados son los de Jiménez, J. (1997) y

Barrantes y Blanco, (2005) en torno a problemas en el aprendizaje de la
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geometria que presentan los estudiantes de profesorado; éstos se refieren a
dificultades en la identificacion de conceptos geométricos, recuerdos limitados y
vocabulario geométrico escaso. También sefialan que en clases son preferidos
la resolucion de problemas clasicos con medidas y los ejercicios simples de
identificacion de caracteristicas en figuras, aspectos que también persisten en

nuestro pais.

Tal como lo expresa el estudio ICMI, la geometria ha perdido progresivamente
su posicion formativa central en la ensefianza de las mateméticas de la mayoria
de los paises, y nuestro pais no es la excepcion. Por otro lado, investigaciones
como las descritas anteriormente subrayan la necesidad de recuperar la
ensefianza de los contenidos geométricos con el fin de ayudar a conocer mejor
el espacio y crear situaciones problematicas favorables para el aprendizaje de
la matemética. La geometria bien abordada, por sobre otros tépicos de la

matematica, propicia el desarrollo cognitivo de todos los estudiantes.

1.3. Formulacion del problema y preguntas de investigacion

Como se ha sefalado anteriormente, evaluaciones estandarizadas nacionales e
internacionales realizadas a escolares y a estudiantes de pedagogia han
revelado que en clases de geometria la mayoria presenta dificultades ante

situaciones probleméticas simples (Avalos, 2010).

En el caso de las carreras de pedagogia relacionadas con la docencia en
matematica y que son impartidas por la Universidad del Bio-Bio, las actividades
geométricas que se presentan a los estudiantes habitualmente estan

relacionadas de manera directa con la visualizacion, la construccion y la
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demostracion (argumentacion), y aun asi siguen presentando algunos

problemas en la resolucion de los problemas geométricos planteados.

Partiendo de la base de que en el segundo afo de la carrera de Pedagogia en
Educacién Bésica con Especialidad en Educacion Matematica el estudiante
debe conocer objetos geométricos fundamentales y sus propiedades, ponerlas
en juego en la construccion de configuraciones a mano alzada o usando
instrumentos, como la regla y el compas, o algun procesador geométrico, no se
ha podido superar las dificultades que emanan de la resolucion de los
problemas geométricos que se les presentan.

Entre las dificultades que se han detectado estan aquellas relacionadas con: a)
hallar condiciones para la existencia de un objeto, b) deduccion de propiedades
a partir de una configuraciébn geométrica simple, c) verificacion o demostracion

de una propiedad a partir de hipétesis.

En este contexto se considera esencial en la ensefianza de la geometria la
concepcion de Guzman (2009), que define como actividades geométricas a
aguellas que ofrecen diferentes tipos de tareas tales como: visualizacion,
construccion y demostracion; ademas de las exigencias cognitivas que deben
ponerse en juego Yy en consecuencia las habilidades que se permiten

desarrollar.

Para explicar lo anterior presentamos dos tareas planteadas en clases, las que

dejaron en evidencia las dificultades ya mencionadas:

1. ¢Es posible construir un triAngulo ABC rectangulo cuyo angulo ABC tenga

una amplitud de 60°? Explique y justifique.
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2. En un tridngulo rectdngulo cuyos angulos agudos miden 30 y 60 grados ¢ Es
posible relacionar un cateto con la hipotenusa? Si la respuesta es no,
justifica, y si es afirmativa explica por escrito la o las propiedades que

utilizas.

En la primera tarea todos los estudiantes visualizaron que faltaba el tercer
angulo, y rapidamente determinaron la medida, apoyandose en el teorema
sobre la suma de los angulos interiores de un triAngulo, o bien en que los
angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios, para afirmar

que si es posible construir el tridngulo.

La segunda tarea no fue respondida por la mayoria de los estudiantes, que al
parecer no recordaron que el cateto menor mide la mitad de la hipotenusa. Con
esta informacién y el Teorema de Pitagoras, hubieran podido responder con
éxito. También esta tarea se hubiera podido responder s6lo con compas,

trazando arcos de circunferencia.

Este ejemplo evidencia que los estudiantes de Pedagogia en Educacion Basica
con Especialidad en Educacion Matematica no reconocieron propiedades
elementales ante situaciones sencillas y claves. En otros ejemplos presentan
dificultades en la asignacion de rétulos, tanto para identificar lados, angulos,
segmentos notables del triangulo u otras figuras geométricas; no disponen de
los conocimientos previos que han estudiado y que deberian estar adquiridos, lo

gue les impide argumentar o fundamentar sus procedimientos y afirmaciones.

En consecuencia, este recorrido por las investigaciones estudiadas y las
evidencias presentadas por los estudiantes de profesorado, dejan en evidencia

grandes problemas en el aprendizaje de la geometria en los distintos niveles

20



escolares. Entonces cabe preguntarse qué ocurre con las actividades que les
son propuestas a los estudiantes durante las clases.

¢ Son verdaderamente geométricas, o son actividades que focalizan solo
calculos de medidas angulares, de longitud, de perimetros y areas, 0

reconocimiento y clasificacion de figuras?

e ¢ Qué estrategia metodoldgica permitiria favorecer y optimizar el proceso

de aprendizaje de saberes en geometria en la formacion inicial docente?

e ¢ Qué estrategias permiten favorecer una formacion didactico-pedagogica

en matematicas y en particular en geometria?

e ¢ Qué factores habria que considerar en el disefio de estrategias para la
ensefianza de la geometria en la escuela basica distintas al modelo

tradicional (definicién, ejemplo, ejercicios)?

1.4. Hipotesis

Los estudiantes de Pedagogia en Educacién Béasica, en el area de la
geometria, presentan debilidades en sus conocimientos geométricos, los cuales
pueden en alguna medida ser revertidos mediante el disefio de una Ingenieria
Didactica (ID), basada en la visualizacion y la construccion de los objetos de la
geometria plana, que permita desarrollar el razonamiento argumentativo

matematico de fondo de los estudiantes.

1.5. Objetivos
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Objetivo General:

Disefiar una Ingenieria Didactica (ID), cuyo fin es remediar la debilidad de los
conocimientos geométricos presentados por estudiantes en formacion inicial
docente, de modo que tengan una solida formacién en el &rea de la geometria

para enfrentar su labor de profesor en Educacion Basica.

Objetivos Especificos:

¢ l|dentificar las estrategias actuales, los procesos de representacion y las
relaciones geométricas que los estudiantes estan poniendo en juego al

resolver problemas geométricos.

e Detectar pistas para fortalecer los disefios actuales de ensefianza de la

geometria.

e Establecer el rol del uso los procesadores geométricos en beneficio del

aprendizaje de la geometria de estudiantes en formacion inicial.

1.6. Relevancia del estudio

Queda justificada por diversos documentos ministeriales. En las Bases
Curriculares de la Educacion Basica de Matematica (2012) se delimitan los
tratamientos de la Geometria y la Medida, a pesar de que clasicamente se han
tratado en conjunto y se ha menospreciado lo geométrico, al privilegiar un
desarrollo algoritmico en los ambitos aritmético y algebraico, por lo cual es
necesario abordar la enseflanza de la geometria con una nueva mirada que

involucre lo disciplinar y lo didactico con diversos recursos como, en particular,
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el uso de tecnologias, con clara distincion entre lo “estatico” y lo “dinamico” de
los procesadores geométricos.

De igual manera, también es abordado por los Estandares Orientadores para
los Egresados de Carreras de Pedagogia en Educacion Basica (2011), lo que
viene a corroborar la necesidad de implementar nuevas estrategias de la
ensefianza de la geometria, el eje mas descendido del -curriculum,
especialmente en la formacién de profesores de educacién basica que se
desemparfaran en la asignatura de matemética, de modo que tengan una

formacion sélida disciplinar y didactica.

De esta manera, esta tesis pretende aportar al aprendizaje significativo de los
estudiantes de profesorado a través de la metodologia de la Ingenieria
Didactica, que pone en juego actividades que permitan a los estudiantes
apropiarse de conocimientos y saberes geométricos, respetando las
operaciones cognitivas que privilegian el encuentro con estos saberes. En otras
palabras, la novedad y relevancia de esta propuesta reside en que haga
emerger en los futuros profesores el sentido y la estructura de los conceptos

geométricos a nivel de ensefianza basica.
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CAPITULO I

MARCO TEORICO
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CAPITULO II: MARCO TEORICO

2.1 Marco tedrico para el estudio

El marco tedrico de esta investigacion se apoya en la Teoria de Situaciones de
Guy Brousseau, y en los Paradigmas Geométricos de Gonseth, Houdement y
Kuzniak, y es complementada con los Aprendizajes Intelectuales de Raymond

Duval.

2.1.1. De la Teoria de Situaciones Didacticas del Dr. G. Brousseau

De la TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS de Brousseau, consideramos
el modelo de gestion didactica en clases que pone en practica las situaciones
de accion, formulacion y validacién, asi como actividades centradas en los
alumnos y los procesos de devolucidon e institucionalizacion a cargo de los

profesores.

Respecto a los diferentes tipos de situaciones podemos decir que:

e Las situaciones de accion son aquellas en las que se genera una interaccion
entre los estudiantes y el problema situado en un medio. Esta fase involucra
tanto aspectos cognitivos como cuestiones de indole practica, ambos
dirigidos a la solucion de problemas que es preciso resolver en condiciones

especificas y con recursos limitados.
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e Las situaciones de formulacién tiene por objetivo la comunicacion de
informaciones, entre estudiantes y los aportes del medio, sean
cuestionamientos o apoyos. Concretar la solucién exige al estudiante que
explicite los conocimientos en un lenguaje que los demas puedan entender.
Para ello se utilizan medios convencionales de representacion que permiten
la comunicacion.

e Las situaciones de validacion son aquellas en las que se trata de convencer
a uno o varios interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen.
Es una fase de balance y representacion de resultados, y de confrontacion

de procedimientos.

En cada una de estas situaciones, los profesores pueden pedir tareas

especificas de acuerdo con los contratos didacticos preestablecidos.

Una de las tareas principales en el desarrollo de estas situaciones es el proceso
de devolucién consistente en respetar la actividad matematica de los
estudiantes, planteandoles preguntas que no impidan la busqueda de

soluciones frente a las tareas propuestas.

Respecto al proceso de institucionalizacion, en éste se intenta que el conjunto
de estudiantes de una clase asuma socialmente la significacién establecida del
saber que ha sido elaborado durante el desarrollo de las distintas situaciones
trabajadas en la o las clases. En este proceso el profesor tiene que constatar lo
gue los estudiantes han aprendido o lo que tenian que aprender. Aceptando su

responsabilidad en los resultados, y posteriormente actuando en consecuencia.

2.1.2. De los Paradigmas Geométricos de Gonseth-Kusniak-Houdement
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Esta investigacion también se apoya en la teoria de Gonseth, Houdement y

Kuzniak, que considera tres paradigmas, los que se resumen a continuacion:

* Geometria Natural o Fisica, Geometria | (Gl): Sus objetos son fisicos,
concretos existentes en la realidad. Se representan por dibujos o figuras
concretas. Se opera con material concreto, plantillas, pliegues, reglas, etc.
La validacion se realiza por: a) verificacion mediante acciones vy
manipulacion de instrumentos, y b) por medicion. El razonamiento es el
pragmatico.

* Geometria Axiomatica Natural o Geometria Il (Gll): (Geometria Euclidiana).
Sus objetos son las figuras ideales (no concretas). Son representaciones de
objetos de la realidad. Por ejemplo, una circunferencia es el modelo de una
rueda de bicicleta. La validacion de propiedades se realiza a través
definiciones y teoremas (instrumentos teoricos).

* Geometria Axioméatica Formal o Geometria Il (GlIl): Sus objetos son figuras
ideales sin ninguna relacién con el mundo real. La validacion de relaciones
se realiza a través de definiciones y teoremas. El razonamiento es logico-

formal.

En esta tesis, se consideran especialmente los paradigmas de la Geometria | y
Geometria I, puesto que la formacion del estudiante de pedagogia en
educacién basica necesita profundizar los conocimientos de estas dos

geometrias.

2.1.3. De los Aprendizajes Intelectuales o las Actividades Cognitivas en el

Aprendizaje de la Geometria del Dr. R. Duval
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Los trabajos de Duval sobre las ACTIVIDADES COGNITIVAS necesarias en el
aprendizaje de la geometria ayudan en la eleccion de las situaciones de
aprendizaje previstas segun el modelo de gestion de la clase de Brousseau, en
especial privilegiando actividades de visualizacién, de construcciéon y de

razonamiento.

En cuanto a la visualizacién, Duval plantea que son procesos con referencia a
las representaciones espaciales para la ilustracion de proposiciones, para la
exploracion heuristica de una situacion compleja, para echar un vistazo

sindptico sobre ella, o para una verificacion subjetiva. (Duval, 1998).

La actividad de visualizacion de una figura o configuracion asocia dos tipos de

representacion:

e Configuracion de formas que constituye todo lo visual (imagen o dibujo).
e Enunciado verbal que informa sobre las propiedades de la figura o de la
configuracion (Guzman, 2012).

Respecto a la construccion geométrica, Duval afirma que los procesos de
construccion se realizan mediante herramientas. La construccion de
configuraciones puede servir como un modelo en el que la accion sobre los
representantes y los resultados observados esta relacionada con los objetos
matematicos que éstos representan. (Duval 1998).

Asimismo, Guzman (2009) sefiala que el procedimiento de construccion exige la
elaboracion de un programa de construccion, es decir, escribir una secuencia

de instrucciones que permitan a otra persona reproducirla. Esto requiere de un
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andlisis de la figura en funcion de los instrumentos que se utilizaran. Para

describir el programa de construccién es necesario tener en cuenta dos cosas:

e Un orden en la ejecucién de los trazados segun las propiedades y las
caracteristicas del instrumento.

¢ Una designacion clara de las unidades figurales, para lo cual se necesita
emplear los términos que describen las caracteristicas del objeto a construir.

Por ultimo, Duval afiade que el razonamiento, en su relacién con los procesos
discursivos, sirve para la extensién del conocimiento, para la demostracion,
para la explicacién. (Duval, 1998). Consecuente con esto, Guzméan (2009),
respecto a la deduccién de propiedades a partir de una figura, manifiesta que
“es una actividad esencial para favorecer la toma de conciencia de lo que
significa justificar lo que se afirma, expresar por qué se afirma aquello, y ello
lleva consigo también el tomar conciencia de la necesidad de no aceptar
afirmaciones sin comprender la razén, o realizar o aceptar declaraciones sin
control”. En este sentido, el estudiante puede argumentar sus procedimientos,
a la luz de sus conocimientos, lo que Duval (2001) ya indicaba al decir que “si la
visualizacion es un recurso intuitivo que algunas veces es necesario para
encontrar una demostracion, el razonamiento depende exclusivamente del
corpus de proposiciones (definiciones, axiomas, teoremas) de los que se

dispone”.
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CAPITULO 1l

METODOLOGIA INVESTIGACION
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CAPITULO IIl: METODOLOGIA INVESTIGACION

3.1. La ingenieria didactica como metodologia de investigacion

La metodologia usada en esta investigacion es la ingenieria didactica, la que se

caracteriza por:

1. Un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en el
aula, es decir, sobre la concepcién, realizacién, observacion y analisis de
secuencias de ensefanza.

2. El registro de los estudios de caso; y la validacion que es esencialmente

interna, basada en la confrontacion entre el andlisis a priori y a posteriori.
¢ LA VALIDACION NO DEBERIA SER EL PUNTO 3?

El proceso experimental de la ingenieria didactica consta de cuatro fases:

Primera fase: Analisis preliminares.
Segunda fase: Concepcién y andlisis a priori de las situaciones didacticas.
Tercera fase: Experimentacion.

A

Cuarta fase: Andlisis a posteriori y confrontacion.

En esta tesis se desarrollan a continuacion cada una de estas fases:

3.2. Andlisis preliminar

3.2.1. Andlisis epistemoldgico: Los elementos de Euclides
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La obra de Euclides es una coleccion de trece libros, relacionados con la
geometria y otras areas de la matemética, escrito cerca del afio 300 a. C. en
Alejandria, hoy Egipto. Ya en la Edad Media, era parte del curriculum educativo
superior de esa época. Gran parte de esta coleccion se sigue incorporado en
los curriculos modernos, incluso hoy se puede ver un resurgimiento de esta
disciplina al incorporar las nuevas tecnologias, como por ejemplo los
procesadores geométricos que permiten visualizar y deducir propiedades de

diferentes niveles de complejidad.

Euclides recopila gran parte del saber matemético de su época y anteriores
(Thales, Pitagoras, Arquita, Eudoxo, Dindstrato, Menecmo); ademas formula un
sistema axiomatico a través de cinco postulados que dan un desarrollo 16gico a

la geometria y a otras areas de la matematica.

Los Elementos de Euclides se pueden considerar como la primera obra

didactica.

El contenido de los libros es el siguiente:

Libros 1 al 4 tratan sobre geometria plana.
Libros 5 al 10 tratan sobre razones y proporciones.
Libros 11 al 13 tratan sobre geometria de los cuerpos solidos.

En concordancia con esta investigacion, se ha focalizado en el libro |, en el cual
se abordan los fundamentos de la Geometria, la teoria de los triangulos, las

paralelas y el area.

El libro | esta compuesto por 5 “nociones comunes” que corresponden a la

relacion de igualdad, 5 postulados, 23 definiciones, y 48 proposiciones. Cabe
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hacer notar que para los griegos los términos axioma y postulados son
diferentes. Para ellos un axioma es una verdad evidente, mientras que un

postulado es un enunciado razonable que podia ser aceptado sin demostrar.

Las 48 proposiciones estan divididas en tres partes. Las primeras 26 estan
referidas a las propiedades de los triangulos. De la proposicién 27 a la 32 se
establece la teoria de las paralelas y se demuestra que la suma de los angulos
interiores de un triangulo es lo mismo que dos angulos rectos. De la proposicion
33 a la 48 se tratan los paralelogramos, triangulos, cuadrados, y el Teorema de
Pithdgoras y su inverso.

En cuanto al alcance de este apartado, y en particular de esta investigacion, se
ha limitado a los enunciados de los axiomas, postulados, definiciones y

proposiciones, pero no a las demostraciones de estas Ultimas.

NOCIONES COMUNES DEL LIBRO |

Nocion comun | Cosas iguales a una tercera son iguales entre si.
1.

Nociébn comdun | Si a cosas iguales se afiaden cosas iguales, los totales son

2. iguales también.

Nociébn comdudn | Si a cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son

3. iguales también.

Nocion comun | Las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.

Nocion comdun | El todo es mayor que la parte.
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POSTULADOS DEL LIBRO |

Postulado | Por dos puntos diferentes pasa una sola linea recta.
1.

A B
Postulado | Un segmento rectilineo puede ser siempre alargado.
2.

C A B D
Postulado | Hay una sola circunferencia con un centro y un radio dados.
3.

B

Postulado | Todos los angulos rectos son iguales.
4.
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Postulado
5.

Si una recta secante corta a dos rectas formando a un lado

angulos interiores, la suma de los cuales sea menor que dos

angulos rectos; las dos rectas, suficientemente alargadas se

cortaran en el mismo lado.

DEFINICIONES DEL LIBRO |

Definicién 1. | Un punto es lo que no tiene partes.

Definicién 2. | Una linea es una longitud sin anchura.

Definicién 3. | Los extremos de una linea son puntos.

Definiciéon 4. | Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los
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puntos que estan en ella.

Definicién 5. | Una superficie es aquello que soélo tiene longitud y anchura.

Definicidén 6. | Los extremos de una superficie son lineas.

Definicién 7. | Una superficie plana es aquella superficie que yace por igual
respecto de las lineas que estan en ella.

Definicion 8. | Un angulo plano es la inclinacion mutua de dos lineas que se
encuentran una a otra en un plano y no estan en linea recta.

Definicion 9. | Cuando las lineas que comprenden el angulo son rectas, el
angulo se llama rectilineo.

Definicién Cuando una linea recta que esta sobre otra hace que los angulos

10. adyacentes sean iguales, cada uno de los angulos es recto, y la
recta que esta sobre la otra se llama perpendicular a la otra recta.

Definicién Un angulo obtuso es un angulo mayor que un angulo recto.

11.

Definicion Un angulo agudo es un angulo menor que un angulo recto.

12.

Definicion Un limite es lo que es extremo de algo.

13.

Definicion Una figura es aquello que esta contenido por cualquier limite o

14. limites.

Definicion Un circulo es una figura plana comprendida por una sola linea

15. (lamada circunferencia) de tal modo que todas las rectas

dibujadas que caen sobre ella desde un punto de los que estan
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dentro de la figura son iguales entre si.

Definicion Y el punto se llama centro del circulo.

16.

Definicion Un diametro de un circulo es una recta cualquiera que pasa por

17. el centro y que acaba en ambas direcciones en la circunferencia
del circulo; esta linea recta también divide el circulo en dos
partes iguales.

Definicién Un semicirculo es la figura comprendida entre el didmetro y la

18. circunferencia cortada por él. El centro del semicirculo es el
mismo que el del circulo.

Definicion Figuras rectilineas son aquellas que estan comprendidas por

19. lineas rectas, trilateras las comprendidas por tres, cuadrilateras
les comprendidas por cuatro y multilateras las comprendidas por
mas de cuatro lineas rectas.

Definicién De los triangulos, el equilatero es el que tiene los tres lados

20. iguales; is6sceles el que tiene dos lados iguales y uno de
desigual; y escaleno el que tiene los tres lados desiguales.

Definicion De los triangulos, triangulo rectangulo es el que tiene un angulo

21. recto, obtusangulo el que tiene un angulo obtuso y acutangulo el
gue tiene los tres angulos agudos.

Definicion De los cuadrilateros, cuadrado es el que tiene los lados iguales y

22. los angulos rectos; rectangulo el que es rectangular pero no

equilatero; rombo el que es equilatero, pero no tiene los angulos
rectos; y romboide el que tiene los lados y los angulos opuestos

iguales, pero ni es equilatero ni tiene los angulos rectos. Los
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otros cuadrilateros se llaman trapecios.

Definicién

23.

Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo plano y
siendo prolongadas indefinidamente en ambos sentidos, no se

encuentran una a otra en ninguno de ellos.

PROPOSICIONES DEL LIBRO |

Proposiciones 1 a 26

Las proposiciones tratan fundamentalmente de

triangulos.

las propiedades de los

Las proposiciones 4, 8 y 26 constituyen los criterios de congruencia de

triangulos.

NO

Enunciado original

Enunciado en lenguaje actual

1. Construir un tridngulo equilatero | Construir un triangulo equiléatero
sobre una recta finita dada. sobre un segmento de recta dado.

2. | Colocar una linea recta igual a otra | Dado un punto y un segmento
recta dada con un extremo en un | construir a partir del punto un
punto dado. segmento igual al dado.

3. | Dadas dos rectas desiguales tomar | Dados dos segmentos, uno mayor
de la mayor una recta igual a la | que el otro, construir sobre el mayor
menor. un segmento igual al menor.

4. | Si dos triangulos tienen dos lados | Si dos lados de un triangulo y el

iguales a dos lados

angulo comprendido son
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respectivamente, y tienen iguales
los angulos contenidos por los
lados iguales, entonces también
tienen la base igual a la base, el
triangulo igual al triangulo, y los
angulos restantes iguales a los
angulos restantes respectivamente,
a saber aquellos opuestos a los

lados iguales.(LAL).

respectivamente iguales a dos
lados y el angulo comprendido de
otro triangulo, entonces los dos

triangulos son congruentes. (LAL).

En triangulos isosceles los angulos
de la base son iguales entre si, vy, si
las rectas iguales se prolongan, los
angulos debajo de la base seran

iguales entre si.

En todo triangulo is6sceles los
angulos en la base son iguales, y si
los lados iguales se prolongan, los
angulos por debajo de la base

seran también iguales.

Si en un triangulo dos &ngulos son

iguales entre si, los lados que

subtienden los &ngulos iguales

también seran iguales entre si.

Si dos angulos de un tridngulo son

iguales, entonces los lados

subtendidos por tales angulos, son

también iguales.

Dadas dos rectas construidas a
partir de los extremos de una recta
y encontrandose en un punto, no
pueden ser construidas desde los
extremos de la misma recta, y
sobre el mismo lado de ella, otras
dos rectas juntandose en otro punto
e iguales a las dos primeras

respectivamente, a saber cada una

Dos segmentos respectivamente
iguales a otros dos con los mismos
extremos en el mismo lado de un
mismo segmento, no se juntan en

dos puntos distintos.
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igual con aquella que parte del

mismo extremo.

Si dos triangulos tienen los dos

lados iguales a dos lados
respectivamente, y tienen también
la base igual a la base, entonces
también tendran los angulos iguales
a aquellos que estan contenidos

por los lados iguales. (LLL).

Si los tres lados de un triangulo son
respectivamente iguales a los tres
lados de otro, entonces los dos
triangulos son congruentes. (LLL ).

Bisecar un angulo rectilineo dado.

Dividir en dos angulos iguales un

angulo rectilineo dado.

10.

Bisecar una recta finita dada.

Dividir en dos partes iguales un
segmento rectilineo dado.

11.

Dada una recta trazar desde un
punto en ella una linea recta que

forme angulos rectos.

Dado un segmento y un punto en él
del

segmento perpendicular dado.

trazar a partir punto un

12.

Dada una recta indefinida trazarle,
desde un punto dado que no esté
en la recta

misma, una

perpendicular.

Dado un segmento y un punto fuera

de él trazar un segmento
perpendicular al dado que pase por

dicho punto.

13.

Si una recta es levantada sobre

otra, entonces se crean dos

angulos rectos o dos angulos igual

a dos angulos rectos.

Si un segmento trazado sobre otro
forma angulos, entonces se forman
dos angulos rectos o dos angulos

cuya suma es igual a dos rectos.
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14. | Si con cualquier recta y a partir de | Dado un segmento y uno de sus
uno de sus puntos, dos rectas que | puntos, Si dos segmentos
no estan colocadas del mismo lado | levantados a partir del punto no
de ella hacen que la suma de los | estan del mismo lado del segmento
angulos adyacentes sea igualados |y forman angulos adyacentes
angulos rectos, entonces las dos |iguales a dos rectos, entonces
rectas estaran en linea recta la una | ambos segmentos estan alineados.
con la otra.

15. | Si dos rectas se cortan entre si, | Si dos segmentos se cortan entre
entonces se crean angulos | si, los &angulos opuestos por el
opuestos por el vértice, iguales | vértice son iguales.
entre si.

16. | En todo triangulo, si uno de los | En todo triangulo, si uno de sus
lados es prolongado, entonces el | lados es prolongado, el &angulo
angulo exterior es mayor que | externo es mayor que cada uno de
cualquiera de los angulos interiores | los angulos internos y opuestos a
y opuestos. el.

17. | En todo triangulo la suma de | En todo triangulo la suma de
cualesquiera dos angulos es menor | cualesquiera dos angulos internos
que dos angulos rectos. es menor que 180°.

18. | En todo triangulo el lado mayor | En todo triangulo al lado mas
subtiende el angulo mayor. grande se opone el angulo mas

grande.

19. | En todo tridngulo el angulo mayor | En todo triangulo al angulo mas

es subtendido por el lado mayor.

grande se opone el lado mas
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grande.

20.

En todo triangulo dos lados
tomados a la vez, en cualquier
forma, son mayores que el lado

restante.

En todo triAngulo la suma de
cualesquiera dos de sus lados es

mayor que el tercero.

21.

Si sobre uno de los lados de un
triangulo, desde sus extremos, se

construyen dos rectas que se

encuentran dentro del triangulo, las

rectas asi construidas seran

menores que los dos lados

del

contendran un angulo mayor.

restantes triangulo, pero

Si dos segmentos que parten de los
extremos de uno de los lados de un
triangulo se encuentran dentro de
él, la suma de tales segmentos es
menor que la suma de los lados
restantes del

triangulo, pero el

angulo que comprenden es mayor.

22.

Con tres rectas, que son iguales a

tres rectas dadas, construir un
triangulo: asi es necesario que dos
de las rectas tomadas a la vez en
cualquier forma deberan ser mayor

gue la restante.

Construir un tridngulo con tres

segmentos iguales a otros tres
dados. Necesariamente la suma de
cualesquiera dos de  estos
segmentos debe ser mayor que el

restante.

23.

Sobre una recta dada y en un punto
sobre ella construir un é&ngulo

rectiineo igual a un angulo

rectilineo dado.

Construir un angulo rectilineo igual
a otro angulo rectilineo dado sobre
un segmento dado en uno de sus

puntos.

24.

Si dos triangulos tienen los dos

lados iguales a dos lados

respectivamente, pero tienen uno

Si dos triangulos tienen dos de los

lados de uno respectivamente

iguales a dos de los lados del otro,

42




de los angulos contenido por las
rectas iguales mayor que el otro,
tendran la base

ellos también

mayor que la base.

pero de los angulos comprendidos
por los lados iguales es uno mayor
gue el otro, entonces la base en

uno es mayor que la del otro.

25.

Si dos triangulos tienen los dos

lados iguales a dos lados

respectivamente, pero tienen la
base mayor que la base, entonces
también tendran uno de los angulos
contenido por las rectas iguales

mayor que el otro.

Si dos triangulos tienen dos de los

lados de uno respectivamente
iguales a dos de los lados del otro,
pero la base de uno es mayor que
la del otro, entonces el angulo
comprendido por los lados iguales

en uno es mayor que el del otro.

26.

Si  dos

angulos

triangulos tienen dos
iguales a dos angulos
respectivamente, y un lado igual a
un lado, a saber, el lado adyacente
a los angulos iguales o aquel que
subtiende uno de los angulos
iguales, entonces también tendran
los lados restantes iguales a los
lados restantes y el angulo restante

igual al angulo restante.(ALA).

Si  dos tienen dos

angulos de uno respectivamente

triangulos

iguales a dos angulos del otro y un
lado de uno igual a un lado del otro,
a saber, el lado adyacente a los
angulos iguales, o el lado opuesto a
los angulos iguales, entonces los
dos triangulos son congruentes.
(ALA).

Proposiciones 27 a 32

Las siguientes proposiciones establecen la teoria de las paralelas y demuestran

gue la suma de los angulos interiores de un triAngulo es igual a dos angulos

rectos.
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Enunciado original

Enunciado en lenguaje actual

27.

Si una recta al caer sobre dos

rectas hace angulos alternos

internos iguales entre si, entonces

tales rectas seran paralelas entre si.

Si una transversal a dos rectas
forma con éstas angulos alternos
internos iguales entre si, entonces

las rectas son paralelas.

28.

Si una recta al caer sobre dos
rectas hace el angulo externo igual
al angulo interno y opuesto del
mismo lado, o los dos &ngulos
internos del mismo lado suman dos
angulos rectos, entonces las rectas

seran paralelas entre si.

Si una transversal a dos rectas
forma con éstas un angulo externo
igual al &ngulo interno no adyacente
del mismo lado, o si los dos angulos
internos del mismo lado suman
180°,

paralelas entre si.

entonces las rectas son

29.

Una recta al caer sobre dos rectas
paralelas hace los angulos alternos
internos iguales entre si, el angulo
externo igual al angulo interno y
opuesto del mismo lado, y la suma
de los dos angulos internos del
mismo lado igual a dos é&ngulos

rectos.

Una transversal a dos rectas
paralelas forma con éstas angulos
alternos internos iguales entre si, un
angulo externo igual al interno no
adyacente del mismo lado, y los dos
angulos internos del mismo lado

suman 180°.

30.

Dos rectas paralelas a una misma

recta, son paralelas entre si.

Rectas paralelas a una misma recta

son paralelas entre si.

31.

Dibujar una recta que pasa por un

punto dado paralela a una recta

Trazar por un punto una recta

paralela a otra recta dada.
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dada.

En cualquier triangulo, si uno de sus | En  cualquier triangulo, si se
32. | lados es prolongado, entonces el | prolonga uno de sus lados, el
angulo externo es igual a la suma | angulo externo es la suma de los
de los dos angulos opuestos e | dos angulos internos no
internos, y la suma de los tres | adyacentes, y los angulos internos
angulos internos del triangulo es | del triangulo suman 180°.

igual a dos angulos rectos.

Proposiciones 33 a 48

Las proposiciones que se presentan en este apartado tratan de las propiedades
de los paralelogramos, triangulos y cuadrados, haciendo referencia especial a

las relaciones de area.

En la Proposicién 34, Euclides usa el término "area paralelogramica" en lugar
de la palabra "paralelogramo”, ésta por primera vez aparece en la Proposicion
35.

Proclus indic6 que la palabra "paralelogramo" fue creada por Euclides.

Con la Proposiciéon 34 se inicia el estudio de areas de figuras rectangulares.

En varios de los enunciados de las proposiciones, se habla de "igualdad de
paralelogramos”, o "igualdad de triAngulos”, o "un paralelogramo igual a un
triangulo", etc. El concepto de igualdad al que se hace referencia, esta dado en

términos de las areas de las figuras rectilineas que se mencionan.

45




Es importante mencionar que la Proposicion 47 es el Teorema de Pitdgoras y la

Proposicidn 48 es el reciproco del Teorema de Pitagoras.

NO

Enunciado original

Enunciado en lenguaje actual

33.

Lineas rectas que unen los extremos
de rectas iguales y paralelas en la
direccidn, también

misma son

iguales y paralelas.

Los segmentos que unen los

extremos de segmentos iguales y
son también

paralelos, iguales 'y

paralelos.

34.

En areas paralelogramicas los lados
y los angulos opuestos son iguales, y
el didmetro biseca las areas.

En todo paralelogramo los lados y
los angulos opuestos son iguales, y
area del

la diagonal divide el

paralelogramo en dos areas iguales.

35.

Los paralelogramos que estan sobre
la misma base y contenidos en las
mismas paralelas, son iguales entre

Ve

SI.

Los paralelogramos que tienen la
misma base y estan contenidos en
las mismas paralelas, tienen éareas

iguales.

36.

Los paralelogramos que estan sobre
bases iguales y estan contenidos en
las mismas paralelas, son iguales

entre si.

Los paralelogramos que tienen
bases iguales y estan contenidos en
las mismas paralelas, tienen éareas

iguales.

37.

Los triangulos que estan sobre la
misma base y estan contenidos en
las mismas paralelas, son iguales

entre si.

Los triangulos que tienen la misma

base y estan contenidos en las

mismas paralelas, tienen areas

iguales.

38.

Los triangulos que estan sobre

Los triangulos que tienen bases
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bases iguales y estan contenidos en
las mismas paralelas, son iguales

entre si.

iguales y estan contenidos en las

mismas paralelas, tienen areas

iguales.

39.

Triangulos iguales que estan sobre
la misma base y sobre el mismo
lado, también estdn contenidos en

las mismas paralelas.

Triangulos con éareas iguales y que
tienen la misma base y estan del
mismo lado, estan contenidos en las

mismas paralelas.

40.

Triangulos iguales que estan sobre
bases iguales y sobre el mismo lado,
también estdn contenidos en las

mismas paralelas.

Triangulos con éareas iguales y que
tienen bases iguales y estan del
mismo lado, estan contenidos en las

mismas paralelas.

41.

Si un paralelogramo tiene la misma
base que wun tridngulo y esta
contenido en las mismas paralelas,
entonces el paralelogramo es el

doble del triangulo.

Si un paralelogramo y un triangulo
tienen la misma base y estan
contenidos en las mismas paralelas,
entonces el area del paralelogramo

es el doble del &rea del triangulo.

42.

Construir un paralelogramo igual a
un triangulo dado en un &ngulo

rectilineo dado.

Construir un paralelogramo de igual
area a la de un triangulo dado en un

angulo dado.

43.

En cualquier paralelogramo los

complementos de los
paralelogramos situados en torno al

diametro son iguales entre si.

En cualquier paralelogramo los

complementos de los
paralelogramos alrededor de la

diagonal tienen areas iguales.

44,

A una linea recta dada en un angulo

rectilineo dado, aplicar un

Construir sobre un segmento dado

en un angulo dado un paralelogramo
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paralelogramo igual a un triangulo
dado.

de igual area a la de un triangulo
dado.

45.

Construir un paralelogramo igual a
una figura rectilinea dada en un

angulo rectilineo dado.

Construir en un angulo dado un
paralelogramo de igual area a la de

una figura rectilinea dada.

46.

Construir un cuadrado sobre una

recta dada.

Construir un cuadrado sobre un

segmento dado.

47.

En los tridngulos rectangulos el
cuadrado sobre el lado opuesto al
angulo recto es igual a la suma de
los cuadrados sobre los lados que

comprenden el angulo recto.

En los triangulos rectangulos el area
del cuadrado sobre el lado opuesto
al angulo recto es igual a la suma de
las &reas de los cuadrados sobre los
lados que comprenden el angulo
recto.

48.

Si en un triangulo el cuadrado sobre
uno de los lados es igual a la suma
de los cuadrados sobre los dos lados
restantes del triAngulo, entonces el
angulo comprendido por los dos
restantes del

lados triangulo es

recto.

Si en un tridngulo el é&rea del

cuadrado de uno de los lados es
igual a la suma de las areas de los

cuadrados de los dos lados

restantes, el &ngulo comprendido por

esos dos lados restantes del

triangulo es recto.

En el contexto de esta investigacion es necesario hacer notar que gran parte de

los enunciados anteriores, en su version actual, son aprendidos y utilizados

progresivamente a lo largo de la educacion escolar, es decir desde educacion

bésica a educacion media.
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3.2.2. El analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

3.2.2.1. La importancia de la geometria en la ensefianza

Los procesos de ensefianza y aprendizaje estdn condicionados por la
naturaleza del saber, a su logica interna, al nivel de madurez de los estudiantes
a los que se pretende ensefiar, como también al curriculum prescrito y vigente,
a las competencias profesionales de los profesores, etc. Para hacer un analisis
en torno a un saber escolar especifico, es necesario establecer un punto de
referencia que permita hacerlo; consecuente con esto, el presente apartado
sera abordado desde una triple dimensién: desde lo curricular, desde los
procesos de ensefianza y aprendizaje, y desde la formacion inicial docente, en

torno a la geometria euclidiana para Educacion Basica.

3.2.2.2. El curriculum escolar

La actual Ley General de Educacion (LGE) establece que la educacion basica
comprendera de 1° a 6° afo, y la educacion media tendra 6 afios en vez de
cuatro (cuatro de formacion general y dos de formacion diferenciada). En vista
de este cambio curricular, que entrara en vigencia en 2017, la Unidad de
Curriculum y Evaluacion (UCE) del Ministerio de Educacion (MINEDUC) elaboré
nuevas Bases Curriculares para el sistema escolar, en las que se formularon

estandares pedagdgicos y disciplinarios para los egresados de carreras de
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pedagogia en educacion béasica. Para satisfacer las nuevas exigencias, las
instituciones formadoras de docentes también iniciaron procesos de renovacion

curricular.

En las Bases Curriculares de Matematica (2012) se establece que los

principales focos a ser considerados en la asignatura son:

a) Transito de lo COncreto a lo Plctoérico (iconico) y a lo Simbdlico (abstracto)
(COPISI)

b) Construir bases sélidas para la educacion continua

c) Resolucion de problemas como foco en la ensefianza

d) Uso de TICs

e) Destrezas de calculo

La organizacion curricular del nuevo marco considera: habilidades, ejes

tematicos y actitudes.

Respecto a las Habilidades, establece que: “en la educacién basica se busca
desarrollar el pensamiento matematico. En este desarrollo, estan involucradas
cuatro habilidades interrelacionadas: resolver problemas, representar, modelar

y argumentar y comunicar.” (BC-2012, p 4).

Respecto a los ejes tematicos o conceptuales, establece que son cinco:
nameros y operaciones, patrones y algebra, Geometria, medicion, datos y

probabilidades.
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Respecto a las actitudes, son cinco: a) manifestar un estilo de trabajo ordenado
y metodico, b) abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones
a problemas, c) Manifestar curiosidad e interés por el aprendizaje de las
matematicas, d) manifestar una actitud positiva frente a si mismo y sus

capacidades, e) demostrar una actitud de esfuerzo y perseverancia

La ensefianza de la geometria euclidiana y el tratamiento de la medida son
ejes tematicos principales que se desarrollan progresivamente a lo largo de los
doce afios de escolaridad. Su importancia es innegable, y su pertinencia en el
curriculum esta plenamente justificada en el Marco Curricular de 1998, asi
como en las Bases Curriculares 2012, en particular para las de Educacién

Basica.

Los ejes Geometria y Medicion estan intimamente ligados, y son establecidos

de la siguiente manera en las Bases Curriculares de Matematica:
“Geometria

En este eje se espera que los estudiantes aprendan a reconocer, visualizar y
dibujar figuras, y a describir las caracteristicas y propiedades de figuras 3D y
figuras 2D en situaciones estaticas y dinAmicas. Se entregan conceptos para
entender la estructura del espacio y describir con un lenguaje mas preciso lo
gue ya conocen en su entorno. El estudio del movimiento de los objetos —la
reflexion, la traslacion y la rotacion— busca desarrollar tempranamente el

pensamiento espacial de los alumnos.
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Medicién

Este eje pretende que los estudiantes sean capaces de identificar las
caracteristicas de los objetos y cuantificarlos, para poder compararlos y
ordenarlos. Las caracteristicas de los objetos -ancho, largo, alto, peso,
volumen, etc.- permiten determinar medidas no estandarizadas, Una vez que
los alumnos han desarrollado la habilidad de hacer estas mediciones, se espera
gue conozcan y dominen las unidades de medida estandarizadas. Se pretende
gue sean capaces de seleccionar y usar la unidad apropiada para medir tiempo,
capacidad, distancia y peso, usando las herramientas especificas de acuerdo

con lo que se esta midiendo.” (BC-2012, p 6).

Por otro lado, las cuatro habilidades propuestas en las Bases Curriculares de
Matematica (resolver problemas, representar, modelar y argumentar, y
comunicar) estan directamente relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje
de la geometria, que tradicionalmente las utiliza para desarrollar el pensamiento

matematico, en forma progresiva y articulada.

3.2.2.3. Los procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria en

educacion basica

Para ser abordados estos dos ejes (geometria y medida) es necesario tener en
cuenta que “la geometria colabora en el desarrollo del nifio y en su
perfeccionamiento. De manera especial, en las capacidades relacionadas con la
comunicaciéon, su relacion con los objetos y las personas que le rodean,

favoreciendo una serie de habilidades, entre las que se destacan:
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e Habilidades visuales.

e Habilidades de comunicacion.

e Habilidades de dibujo.

e Habilidades de razonamiento logico.

e Habilidades de aplicacion y transferencia.” (Lopez, O. y Garcia, S., 2008)

De igual manera Nortes Checa (1993) sugiere que estas cinco habilidades
desarrollan el pensamiento matematico de los nifios a través del estudio de la
geometria. Lo anteriormente dicho no se contraviene con lo propuesto por la
Unidad de Curriculum del MINEDUC en torno a que estas habilidades deben

ser desarrolladas en la sala de clase.

Si analizamos lo declarado en el eje geometria, claro estd que el inicio del
estudio de la geometria se focaliza en el desarrollo de un lenguaje geométrico
basico y el desarrollo de la imaginacion y la orientacion espacial; entonces la
importancia de reconocer, visualizar y dibujar figuras, y describir las
caracteristicas y propiedades de figuras 3D y figuras 2D, se manifiesta al ser
desarrolladas estas cinco habilidades, propias de la geometria. Las habilidades
propuestas en las Bases Curriculares, son mas genéricas y abordan

globalmente cada uno de los ejes teméticos.

Segun Nortes Checa (1993), y en concordancia con lo propuesto por el eje
tematico de geometria, “la apreciacion espacial se circunscribe a dos grandes
bloques, por un lado al mundo real, constituido por el ambiente que nos rodea, y
por otro, a las representaciones del mundo real, que hacen uso de figuras y

diagramas.” De alli la importancia de abordar en primer lugar una “geometria
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visual’, en 3D, para luego pasar a una 2D. Lo que viene a ser desarrollado en
los cuatro primeros cursos de Educacion Basica, al caracterizar las formas de
una, dos y tres dimensiones: lineas curvas y rectas, la relacion entre ellas, los
triangulos y cuadrilateros, los prismas rectos, piramides, cilindros, conos y

esfera.

Respecto a la medicion, y en concordancia a lo propuesto por la Bases
Curriculares, se puede entender a la medicion como una comparacion. Cuando
se comparan dos objetos, se buscan propiedades comunes que permitan
efectuar la comparacion, sea cualitativa o cuantitativamente. Se inicia el
proceso de adquisicion de la nocién de medicion tempranamente, en los
primeros cursos, a través de patrones no estandarizados y con comparaciones
gruesas, y muchas veces dicotomicas: grande-pequefio, alto-bajo, etc., y otras
mas finas: chico, mediano, grande, enorme. Se introducen patrones no
estandarizados, a partir de elementos concretos, que por lo general son los
Utiles escolares. Asi, por ejemplo, se puede medir el largo de una mesa escolar
con un lapiz como patron de medida. El proceso sigue con la introduccion de
patrones estandares, como es el mm., el cm., y el m. Si bien, a lo largo del
desarrollo escolar se introducen diferentes procesos de medicion (de longitud,
de superficie, de volumen, de tiempo), la accion de medir en Educacion Béasica
esta relacionada con el concepto de nuamero, pero estrechamente ligado a la
geometria, en el calculo de perimetros, areas y volimenes, de figuras y cuerpos

geomeétricos, y a lo largo de toda la educacion escolar.

3.2.2.4. Posturas de algunos autores e investigadores en torno a la

ensefianza de la geometria escolar en educacion basica.
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Muchos investigadores que han centrado su estudio en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de la geometria escolar (Plunkett, Dickson, Jaulin-
Mannoni, Piaget, Dienes, Golding, Mongeau, Lunkenbeim, Orton, Alsina,
Choquet), citados por Nortes Checa (1993), concuerdan en que el estudio de
esta rama de la matemética desarrolla el pensamiento matematico del nifio; y
que se debe iniciar tempranamente, a través de la apreciacion espacial, la
representacion a través de figuras y diagramas. Ademas, afirman que debe
tener una determinada consideracion en la estructuracion espacial que da
cuenta de la orientacion espacial o de un sistema de coordenadas relativo

correspondiente a nociones de situacion, las que incluyen:

a) Orientacion: delante-detras, derecha-izquierda, arriba-abajo.
b) Proximidad: cerca-lejos.
c) Interioridad: dentro fuera, abierto-cerrado.

d) Direccionabilidad: hacia y desde-hasta.

Segun este autor, después de la ubicacién espacial, es necesario introducirse
en las nociones geométricas fundamentales que van desde las nociones de
punto, linea y superficie, hasta las figuras y cuerpos geométricos, con sus

propiedades y caracteristicas.

El proceso de construccién del pensamiento geométrico sigue una evolucion
muy lenta desde las iniciales formas intuitivas hasta las formas deductivas
finales, aunque los niveles finales corresponden a niveles escolares mas
avanzados que los que se dan en la educacion basica, e incluso mas alla de la

educacion media.
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Segun lItzcovich y Broitman (2001), la ensefianza de la geometria en la
educacion basica apunta a dos grandes objetivos: el estudio de las propiedades
de las figuras y de los cuerpos geométricos; y por la otra, al inicio en un modo

de pensar propio del saber geométrico.

El estudio de las propiedades de las figuras y los cuerpos implica mucho mas
gue reconocerlas perceptivamente y saber sus nombres. Implica conocer, cada
vez con mayor profundidad, sus propiedades y poder disponer de ellas para
resolver diversos tipos de problemas geométricos.

El “modo de pensar geométrico” permite apoyarse en las propiedades
estudiadas para poder dilucidar relaciones no conocidas, es decir, obtener un

resultado en principio desconocido a partir de relaciones ya conocidas.

En geometria, el modo de demostrar la validez de una afirmacién no es
empirico (por ejemplo midiendo o dibujando) sino racional (a través de
argumentos). Segun ltzcovich y Broitman (2001), estos aspectos del estudio de
la geometria se inician en los primeros afos, pero son mas propios de los

cursos superiores, particularmente de los cursos de educacion media.
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3.2.2.5. El mapa de progreso de geometria

El curriculum nacional anterior a las Bases Curriculares 2012 consideraba
mapas de progreso para cada uno de los ejes tematicos de los sectores de
aprendizaje (hoy asignaturas). Los Mapas de Progreso (segun el investigador,
instrumentos valiosos para el profesor como ruta orientadora para lograr un
aprendizaje significativo de sus estudiantes) buscan describir el crecimiento del
aprendizaje como competencia a lo largo de 12 afios de trayectoria escolar. En
el curriculum anterior de Matemadtica, los contenidos estaban organizados en
cuatro ejes tematicos, con su correspondiente Mapa de Progreso: NUmeros y
Operaciones, Algebra, Geometria, y Datos y Azar. El Razonamiento Matemaético
constituye una dimensién que era abordada transversalmente en estos cuatro

Mapas de Progreso.

El Mapa de Progreso de Geometria describe el progreso de las competencias
relacionadas con la comprensiéon, medicion y el modelamiento de las formas,
las transformaciones, la posicion y el espacio. Los aprendizajes descritos en él
consideran cuatro dimensiones que se desarrollan de manera interrelacionada:
Comprension de la forma, Medicién, Descripcion de posicion y movimiento, y

Razonamiento matematico.

Este Mapa parte de la base de que durante la trayectoria escolar los
estudiantes desarrollan conocimientos y habilidades relacionados con diferentes

enfoques para el tratamiento de la forma, el tamafio y la posicion.
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Particularmente, los primeros niveles estan relacionados con el aprendizaje de
la geometria euclidiana, con énfasis en la comprension de las figuras
geométricas en el plano y el espacio, el descubrimiento de relaciones
matematicas entre sus elementos y la capacidad de medir los diversos

parametros de estas figuras.

La Mediciébn es un componente central de la formacion del pensamiento
espacial, que permite relacionar lo aprendido en matematica con el entorno y
con otras areas del conocimiento. Esta dimension incluye también el calculo de

longitudes, perimetros, areas y volimenes.

En este Mapa, el Razonamiento Matematico incluye:

e el reconocimiento de patrones y regularidades en la forma, el tamafio o el
lugar;

¢ la formulacién y verificacion en casos particulares de conjeturas acerca
de figuras, cuerpos y sus relaciones, en el plano y en tres dimensiones,

e laresolucién de problemas,

¢ laformulacion y andlisis de estrategias,

e la deduccién geométrica y

¢ la verificacion de resultados, relaciones y conjeturas.

La demostracion se introduce en los primeros niveles (correspondientes a la
educacién basica) como verificacion en casos particulares, luego como
justificacion de construcciones o de relaciones entre objetos geométricos, para

luego avanzar en formalidad de acuerdo con la madurez de los estudiantes.
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Tal como se indico al inicio de este apartado, el investigador considera que
estos instrumentos son valiosisimos, ya que muestra un panorama general del
desarrollo del eje tematico, y que es abordable por cada profesor, de modo de

lograr una secuenciacion de los contenidos sin repetirlos.

3.2.2.6. Los procesadores geométricos

En el curriculum actual, es decir en las Bases Curriculares (2012), una de las
principales prescripciones es la integracion de las Tecnologias de la
Informacién y las Comunicaciones (TIC), ya que el uso de recursos digitales
permite abordar especialmente las formas geométricas. Esta integracion se
condice con el Mapa de Progreso de Geometria, ya que éste se puede articular
con el Mapa de Progreso de las TIC —que es transversal a todas las
asignaturas-. Los procesadores geométricos (una TIC), también llamados
procesadores de geometria dindmica, constituyen verdaderos laboratorios que
permiten explorar y representar distintas formas geométricas, admiten su
modificacion y, por lo tanto, el estudio de propiedades generales y la busqueda

de relaciones y regularidades.

Para Michael De Villiers (1999), “la geometria euclidiana esta experimentando
un renacer excitante en gran parte debido al desarrollo reciente del software de
geometria dinamica como Cabri y Sketchpad.” Si bien ambos software son con
licencia comercial, hoy existen otros gratuitos como por ejemplo GeoGebra, y

Regla y Compés (CaR).
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Entre las tareas mas importantes que estos procesadores geomeétricos pueden
hacer estan: construccion de figuras geométricas a partir de relaciones vy
propiedades, modificacion de la construccibn geométrica "moviendo” objetos
que forman parte de ésta, medicion de magnitudes, establecimiento de un
protocolo de construccion, repeticion de construcciones, opcion de guardar y
recuperar las construcciones almacenadas en carpetas, opcion de exportar las

construcciones a otros programas.

El uso de este tipo de software ha permitido a investigadores encontrar nuevas
propiedades de figuras geométricas clasicas como el triangulo. Por ejemplo,
Adrian Oldknow (1995, 1996), citado por De Villiers (1999) “utilizé Sketchpad
para descubrir el hasta ahora desconocido resultado que establece que el
centro de Soddy, el incentro y el punto de Gergonne de un triangulo son
colineales”. Muchos otros descubrimientos realizados recientemente con el uso
de los procesadores geométricos, asi como la pertinencia de éstos a la realidad
tecnolégica actual de los estudiantes, y el beneficio que implica para los
alumnos el paso a una geometria dinamica en que la representacion grafica no
distorsiona la figura geométrica, hacen interesante y util su inclusion como

recurso pedagdgico en el aula.

3.2.2.7. La formacién de profesores de educacion basica en la Universidad

del Bio-Bio y la geometria

La Universidad del Bio-Bio, a través de su Facultad de Educacion y
Humanidades, imparte ocho carreras de pedagogia, de las cuales tres tienen

directa relacion con la formacion de profesores que ejerceran en el area de la
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matematica. Una de ella para Educacion Media —Pedagogia en Educacion

Matemética-, y dos carreras para Educacion Bésica.

Las mallas curriculares incluyen asignaturas que abordan la geometria con

diferentes profundidades y modalidades. Las asignaturas son las siguientes:

Carrera de Pedagogia en

Asignaturas relacionadas con la geometria

Educacion Matematica

e Algebray Geometria Analitica
e Geometria Plana
e Geometria del Espacio

e Didéactica del Algebra y la Geometria

Educacion General

Basica

e Matematicas |

e Matematicas Il

e Matematicas Il

e Didactica de la Matematica

Educacién Béasica con
Especialidad en Lenguaje
y Comunicacion o

Educacion Matematica

e Geometria: Generalidades, Triangulos y
Cuadrilateros

e Poligonos y Cuerpos Geométricos

e Geometria Proporcional
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e Vectores y Transformaciones Isométricas
e Didactica de la Geometria

e Didacticay TIC

La geometria euclidiana escolar en Pedagogia en Educacion Mateméatica es
vista practicamente en dos asignaturas, Geometria Plana y Geometria del
Espacio, y su Didactica es tratada y mezclada con el algebra. Por lo que no es
presentada extensivamente ni con la profundizacion que se requiere, pues el
énfasis de la formacion de un profesor de Educacion Media, est4 en el andlisis
matematico, el &lgebra lineal, las estructuras algebraicas, la estadistica e

inferencia, etc.

En Pedagogia en Educacion General Basica, cada asignatura de Matematicas
esta dividida en unidades tematicas, de las cuales, una de éstas esta dedicada
a la geometria. Asi, se sigue el mismo patrén de la ensefianza escolar basica,
en la que se encuentran la aritmética, el tratamiento de la informacion o datos y
azar, y la geometria. En la asignatura de Didactica se trabaja involucrando cada
uno de los ejes tematicos, por lo que al igual que en Pedagogia en Educacion
Matematica, no existe una profundizacion y dedicacion exclusiva a la

Geometria.

En el caso de Pedagogia en Educacion Basica con Especialidad en Lenguaje y
Comunicacion o Educacion Matematica, carrera donde se realiza esta
investigacion, para aquellos estudiantes que eligieron la especialidad de

Educacion Matematica, la malla curricular les presentan cuatro ejes tematicos
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disciplinarios: Numeros y Operaciones, Geometria, Tratamiento de la
Informacién, y Modelizacion Algebraica, con al menos cuatro asignaturas por
eje. En el caso del eje Geometria, la carrera consta de seis asignaturas
progresivas, que abordan desde las generalidades a lo mas complejo, con la
una mirada simil a lo expresado en el Mapa de Progreso de Geometria, y
articuladamente con las TIC, a través del uso de software de Geometria
Dindamica. Ademas, se promueve un aprendizaje cooperativo con la estrategia
de Taller, en la que se busca desarrollar el pensamiento geométrico de los

futuros profesores de matematicas para la Educacion Basica.

Comparativamente, existe una diferencia sustantiva entre un profesor
especialista y un profesor con mencion, ya que el primero tiene una formacion
disciplinar profunda en cada uno de los ejes disciplinares, y a la formacion del
segundo se le afiaden otras dos asignaturas complementarias al plan de la
carrera en la disciplina de la mencion. El maximo de asignaturas de la disciplina
de la mencidn seria cuatro mas cuatro, es decir ocho asignaturas, mas un afio
opcional de formacién (que corresponde a la mencién); dentro de su formacion,
el especialista tiene al menos veintisiete asignaturas de la misma especialidad,

sin extenderse de la duraciéon de la carrera.

3.2.2.8. Pedagogia en Educacién Basica con Especialidad en Lenguaje y

Comunicacion o Educacion Matematica

La carrera de Pedagogia en Educacion Basica con Especialidad en Lenguaje y
Comunicacion o Educacion Matematica fue la concrecion del Proyecto

MECESUP UCV0402 en Consorcio que data de 2004, y hecho realidad en
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2009, recibiendo en 2010 su primera cohorte. Producto de las nuevas politicas
ministeriales, la carrera alcanz6 a tener cuatro cohortes, 2010 a 2013, ya que
tuvo que cerrar el ingreso de nuevos estudiantes, al instituirse la Evaluacion
INICIA, la que media contenidos disciplinarios en cuatro areas (Lenguaje y
Comunicacion; Matematica; Historia, Geografia y Ciencias Sociales; y Ciencias
Naturales), siendo que la carrera preparaba en una sola &rea, Lenguaje y
Comunicacion, o Educacion Matematica. Para esta investigacion se considero
la altima promocién de la especialidad de Educacion Matematica (2013), cuyos

estudiantes egresan el 2016.

Los estandares disciplinarios y programas de estudio por competencias que
fueron generados en la realizacion de este proyecto terminaron siendo insumos
para la elaboracién de los Estandares Orientadores para Egresados de
Carreras de Pedagogia en Educacion Matematica que fueron publicados por el
MINEDUC el afio 2012. Paralelamente, se establecié el Programa INICIA,
consistente en una evaluacién diagnostica y formativa para estudiantes de
carreras de pedagogia egresados o proximos a egresar. Dicha evaluacion,
vigente entre 2008 y 2015, hoy ha sido reemplazada por la Evaluacién
Diagnéstica de la Formacion Inicial Docente, vigente desde 2016, y es aplicada
a los estudiantes que se encuentran en el pendltimo afio de formacion. Esta
iniciativa impulsada por el Ministerio de Educacién para avanzar integralmente
en el mejoramiento de la formacion inicial docente estd centrada en

conocimientos disciplinares y pedagoégicos.

3.2.2.9. Estandares pedagogico-disciplinares de desempefio
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Los estdndares ministeriales (2012) son pedagogicos y disciplinares, y para los
sectores de aprendizaje: a) Lenguaje y Comunicacion, b) Matematica, c)

Historia, Geografia y Ciencias Sociales, y d) Ciencias Naturales.

En lo que respecta a los Estandares de Matematica para Educacion Basica, se

consta de:

a) seis estandares para el eje Numeros,
b) cinco estandares para el eje Geometria,
c) tres estandares para el eje Algebra, y
d) tres estandares para el eje Datos y Azar.

Los cuatro ejes tematicos concuerdan con los ejes tematicos disciplinares de la
carrera de Pedagogia en Educacion Béasica con Especialidad en Lenguaje y
Comunicacion o Educacion Matematica, lo que vino a fortalecer la carrera, por
el alineamiento curricular de lo que ofrecia la Universidad del Bio-Bio, y los
requerimientos curriculares del Ministerio de Educacion, a pesar de que la

carrera se debio cerrar por las razones expuestas anteriormente.

Los Estandares de Geometria establecidos por el Ministerio de Educacién son:

Estandar 7 | Es capaz de conducir el aprendizaje de las formas geométricas.

Estandar 8 | Es capaz de conducir el aprendizaje de las figuras planas.
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Estandar 9 | Esta preparado para conducir el aprendizaje de conceptos y

aplicaciones de la medicion.

Estandar Esta preparado para conducir el aprendizaje de los conceptos de

10 perimetro, area y volumen.

Estandar Demuestra competencia disciplinaria en el eje de Geometria.
11

Los Estandares Ministeriales estan articulados con las Bases Curriculares, los
Programas de Estudio, los Mapas de Progreso y la Prueba INICIA. Ademas, el
Curriculum de Pedagogia en Educacion Basica con Especialidad en Lenguaje y

Comunicacion o Educacion Matematica también esta alineado con estos.

3.2.2.10. El analisis de las concepciones de los estudiantes.

El investigador realiz6 tres estudios preliminares en relacion a la ensefianza de
la geometria con los estudiantes de Pedagogia en Educacion Béasica con
Especialidad en Educaciéon Matematica de la Universidad del Bio-Bio y los
presentdé en algunos congresos del area (Rosales y Diaz, RELME 26-2012;
Rosales, SOCHIEM USS-2012; Rosales, RELME 27-2013).

Estos estudios consistieron en la aplicacion de actividades relacionadas con la
visualizacion, construccion y argumentacion de procedimientos. Estas
actividades, que exigen movilizar conocimientos disciplinares en torno a

propiedades de figuras que se mezclan entre si (triangulos, cuadrilateros y
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circunferencia) se analizaron sobre el marco tedrico que sustenta esta
investigacién. Dicho andlisis permitié corroborar, en tareas en que se pedia
verificar o probar y demostrar, algunas deficiencias en partes tales como la

construccion y la justificaciébn o argumentacion.

En cuanto a los errores, se logr6 determinar errores de prerrequisitos,
procedimentales y de razonamiento. Los errores de prerrequisitos se refieren a
los conocimientos geométricos previos que debieron ser adquiridos en
educaciéon escolar, por ejemplo definiciones y propiedades que son usadas
como herramientas intelectuales. Los errores procedimentales se refieren a los
protocolos de construccion. Los errores de razonamiento se observan en sus

argumentaciones, en algunos casos deficientes.

Por otro lado, en entrevistas y conversaciones, los estudiantes manifestaron
que en la etapa escolar tuvieron una formacién en geometria minima o, en

algunos casos, nula.

3.2.2.11. Analisis de textos de ensefianza

Los siguientes son los textos referidos a la geometria mas utilizados en las
carreras de Pedagogia en Educacion Basica que se dictan en la Facultad de
Educacién y Humanidades de la Universidad del Bio-Bio, y que se encuentran

disponibles en la Red de Biblioteca de la institucion.

Baldor, A. (2008). Geometria y Trigonometria. Segunda edicion. México:

Grupo Editorial Patria.

Texto clasico, cuya primera edicién data de 1966. En su prologo manifiesta que:
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“El texto del profesor Baldor tiende al concepto actual de la ensefianza de la
geometria en el ciclo secundario (12 a 15 afos). No se trata de ensefar una
geometria euclidiana al estilo clasico, sino aprovechar el valor formativo de esta
materia en el sentido axiomatico, que constituye la esencia de toda la
matematica, estableciendo los teoremas como “cortas cadenas deductivas
sobre algo menos que una base estrictamente axiomatica”. La obra sefiala un
provechoso término medio entre la ensefianza de tipo clasico y lo que
podriamos llamar un enfoque contemporaneo de la geometria que debe
iniciarse en el grado superior del bachillerato y en la universidad.” Marcelo

Santald. México. Universidad Nacional Auténoma de México.

Dicho pérrafo deja en claro que este texto aportaria a producir una reorientacion
en la ensefianza de la geometria en los niveles medios y superior de la
educacion en México. En esta perspectiva, este texto se populariza en todo el
continente, tanto asi que actualmente sigue vigente. En este contexto, el afio
2008, se lanza una segunda edicién, con cambios que se reflejan en una
modificacion de los ejemplos y ejercicios, la presentacién de nuevos gréficos e

ilustraciones, y la complementacion digital interactiva.

El libro se encuentra dividido en tres secciones: Geometria Plana, Geometria
del Espacio, y Trigonometria, y estos distribuidos en 29 capitulos. Contiene
también una breve resefia historica de la geometria, generalidades como un
glosario de términos, y un par de apéndices dedicados a los logaritmos. Por
altimo, tablas matematicas (numéricas y geométricas), un repaso de algebra, y

ejercicios adicionales de los temas tratados en cada una de las secciones.

En cuanto a los elementos de interés en esta investigacién, se puede decir

gue el texto aborda los siguientes contenidos:
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a)

b)

d)

La perpendicularidad y el paralelismo, en el capitulo 1ll. Ademéas muestra

cinco construcciones basicas como problemas graficos:

e Trazar una perpendicular en el punto medio de un segmento.

e Trazar una perpendicular en un punto cualquiera de una recta.

e Trazar una perpendicular en un extremo de un segmento sin
prolongarlo.

e Trazar una recta paralela por un punto exterior a una recta dada.

e Trazar una bisectriz de un angulo.

Los triangulos y sus generalidades se tratan en el capitulo V. En éste se
puede ver la clasificacion, rectas y puntos notables, y los teoremas de los

angulos interiores y exteriores de un tridngulo.

Los casos de igualdad de triangulos, es decir, de congruencia son
abordados en el capitulo VI. Se enuncian y demuestran criterios ALA,
LAL y LLL. Ademés se estudia la igualdad de triangulos rectangulos.
Cabe hacer mencién que el texto no aborda el cuarto criterio de

congruencia LLA.

Los cuadrilateros son tratados en el capitulo VIIl. Se presentan las
generalidades, tales como sus elementos constitutivos y sus relaciones
fundamentales, su clasificacion, las propiedades de los paralelogramos,

un teorema y su reciproco con las correspondientes demostraciones.

La circunferencia, los elementos asociados a esta, tales como radios,
cuerdas, diametros, arcos, secantes y tangentes, y algunas propiedades
son tratados en el capitulo XII.
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Los teoremas y propiedades se demuestran utilizando el método deductivo,

formulando las hipotesis y tesis respectiva. En algunos casos, se plantea una

construccion auxiliar, para luego proceder a la demostracion definitiva. Cabe

hacer mencion que esta construccion auxiliar corresponde al afiadir o restar

elementos a la configuracion, como es prolongar los lados de un angulo o

triangulo, trazar una paralela a uno de los lados de un triangulo, etc. Si el

teorema admite el reciproco, éste se encuentra formulado, y demostrado.

Cada capitulo, contiene una serie de entre 10 y 20 ejercicios.

De los 11 ejercicios del capitulo Ill, solo dos requieren demostracion, y los
restantes estdn asociados al calculo de medidas angulares. Todos

presentan su configuracion.

Once de los 17 ejercicios del capitulo V estan referidos a la construccion de
triangulos que cumplan una condicion referida a medidas dadas, Yy
complementariamente que se tracen los segmentos notables y se sefiale el
correspondiente punto notable asociado a éstos. Los restantes ejercicios
son preguntas que interpelan el analisis de una situacion hipotética para dar

la respuesta.

En el capitulo VI, se plantean 20 ejercicios agrupados de a dos, tres, hasta
cinco, por cada configuracidbn que se presenta. La actividad a realizar en

cada uno de ellos es demostrar. En ninguno de ellos, se plantea construir.
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e El capitulo VIII trae 15 ejercicios, de los cuales 11 son de construccion de
cuadrilateros, la mayoria de ellos asociados a medidas de longitud. Dos de

los otros son de calculo de medidas de angulos.

e Ocho de 12 problemas estan asociados a demostrar alguna propiedad que

involucra elementos tratados en el capitulo XII.

El libro no contiene referencias al uso de un procesador geométrico, ni a un link,
por lo que las construcciones son abordadas con regla y compéas. Las
demostraciones se realizan segun los ejemplos tratados en cada capitulo,
mediante el método directo, “Si..., entonces,...”, o bien, por reduccién al

absurdo.

Carrefio, X. y Cruz, X. (2008). Geometria. Santiago: McGraw-

Hill/Interamericana de Chile.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de ensefianza media y profesores
qgue ejercen en el nivel. Fundamentalmente es un texto de ejercicios. Esta
dividido en nueve capitulos, y cada uno de ellos contiene: esquema basico de
contenidos, ejercicios resueltos, ejercicios propuestos, y una prueba de
seleccion mudltiple con su respectiva tabla de respuestas correctas. Los
ejercicios propuestos, cuyo objetivo es que el estudiante determine las razones
gue generan la situacién, se caracterizan por su versatilidad, ya que algunos
contienen datos irrelevantes y otros no tienen solucién. Por ultimo, el texto
contiene dos anexos: una prueba final de seleccion multiple con su respectiva
tabla de respuestas correctas, y un capitulo adicional con aplicaciones del

procesador geométrico Cabri para la resolucién de problemas geométricos.
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Respecto a los elementos de interés en esta investigacion, el texto aborda
los siguientes contenidos:

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de los triangulos. Presentan sus
definiciones, y clasificaciones segun lados y segun angulos, pero no se mezcla
la clasificacion. Se formula un listado de 12 teoremas, que incluyen el Teorema
de Pitagoras, los cuales no se demuestran. Se definen los elementos
secundarios de un triangulo, es decir segmentos y puntos notables, y presentan
sus respectivas configuraciones. Llama la atencion que al definir transversales
de gravedad, también las llaman medianas. Luego definen las medianas como
otro segmento notable. Esto crea confusidn, ya que estas ultimas son conocidas
como las paralelas medias. En este mismo capitulo, entregan un formulario
para el calculo del perimetro y el area de un triAngulo. Concluyen con la
formulacion de los cuatro criterios de congruencia: LLL, LAL, ALA y LLA.

Formulan una observacién respecto al cuarto criterio LLA, y su consistencia.

Entre los 23 ejercicios resueltos se presenta una variedad de tareas, tales como
dibujar triangulos, demostrar algunos teoremas y propiedades, calcular area y
angulos en diversas configuraciones triangulares. En cuanto a los ejercicios y
problemas propuestos, se presenta una coleccion de 61 de diversa dificultad.
Los 15 primeros corresponden a un test de verdadero o falso en que se deben
justificar las respuestas. Los restantes ejercicios abordan las estrategias
presentadas en los ejercicios resueltos. Se entregan las soluciones, y se
concluye el capitulo con la prueba de seleccion mudltiple y su pauta de

correccion, que aborda la tematica tratada.

En el capitulo 5 se presentan los cuadrilateros: definiciones y clasificacion, un
listado de 23 propiedades y teoremas sin demostracién, un formulario de area y

perimetro, datos necesarios para que un cuadrilatero quede determinado. Los
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20 ejercicios resueltos consideran demostraciones y construcciones. Se
presentan 20 problemas propuestos en el mismo tenor a los resueltos. Se
dispone de las soluciones de éstos. El capitulo concluye con la correspondiente

prueba de seleccion multiple y su pauta de correccion.

El capitulo 6 trata sobre la circunferencia y el circulo, y se divide en cuatro
secciones: elementos y propiedades, angulos en la circunferencia y sus
medidas, relaciones métricas en la circunferencia, y perimetro y area. En cuanto
a las dos primeras secciones, de nuestro interés, se presentan la circunferencia
y sus elementos, tales como radio, diametro, arco, tangente y secante;
propiedades y posiciones relativas de dos circunferencias; elementos del
circulo; angulos en la circunferencia y sus medidas. En los problemas resueltos
se muestran 10 demostraciones de propiedades y teoremas. Los ejercicios
propuestos conforman una coleccién de 64 ejercicios de calculo de la medida
de angulos en la circunferencia, cada uno de ellos viene con su respectiva
configuracion. Se entregan las respuestas. Cada una de las dos Ultimas
secciones, siguen el mismo patrén: problemas resueltos, problemas propuestos
y prueba de seleccion mdltiple. Esta dltima incluye todo el contenido tratado en

el capitulo.

El capitulo 8 esta referido a lugares geométricos. Su tercer apartado aborda la
construccion de triangulos. Establece la metodologia: analisis, construccion,
demostracién y discusion. Los 5 ejercicios resueltos siguen la pauta
establecida. Los ejercicios de construccion propuestos, dados elementos
primarios y secundarios de un triangulo, conforman una coleccion de 11 items

con 5 a 8 partes.

El texto considera un anexo dedicado al Cabri Géometre. En la introduccién se

explicitan las bondades didacticas del procesador geométrico. Se describe la
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barra de herramientas y se ejemplifica su uso en: trazado de rectas y
segmentos, medicion de angulos, longitudes, perimetro y area, construccion de
figuras poligonales y circunferencias, ampliacion y reduccion de un objeto,
construccion y aplicacion de simetrias, traslaciones, y homotecias; construccion
y aplicacién de rotaciones, determinacién de lugares geométricos. No se
plantean ejercicios propuestos. Este anexo es una coleccion de actividades

geométricas que ilustran las bondades de Cabri Géométre.

Clemens, S., O’Daffer, P. y Cooney, T. (1998). Geometria. México: Addison

Wesley Longman de México.

Este texto esta dirigido a estudiantes de nivel preuniversitario y universitario de
Latinoamérica. Pertenece a la Serie AWLI de Addison Wesley Longman
Iberoamericana. Su didactica se basa en la actualidad de los contenidos,
ejemplos y aplicaciones reales, con un enfoque paso a paso en las
explicaciones de los procedimientos en la resolucién de problemas. Es un texto

con las siguientes caracteristicas:

Esté dividido en 14 capitulos.

e Los ejercicios se clasifican en tres niveles denominados A, B, y C, y van

desde problemas numéricos a pruebas formales.

e Los problemas impares incluyen la respuesta.

e Cada capitulo finaliza con un resumen de los conceptos importantes

estudiados en él, y orientaciones metodologicas tales como técnicas para
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la resolucién de problemas y repasos de algebra. Ademas, un examen

del capitulo.

e Al final del libro se encuentran una lista de simbolos, un glosario de
términos geométricos y listas de teoremas y postulados.

Respecto a los elementos de interés en esta investigacion, el texto aborda

los siguientes contenidos:

El capitulo 1, referido a definiciones y construcciones, nos presenta las
generalidades y relaciones basicas entre puntos, rectas y planos. También,
algunas figuras geométricas basicas, segmentos y angulos, congruencia y
medicion, y algunas construcciones fundamentales. Cada apartado tiene sus
respectivos ejemplos. Los ejercicios y problemas son de diverso tipo, segun la
clasificacion establecida (A, B, C). Los temas tratados en este capitulo no
siguen el patron clasico. Las actividades de solucién de problemas son
presentados como desafios como problemas de ingenio. Cada apartado del
capitulo tiene una guia de ejercicios. Al final del capitulo esta el examen y las

orientaciones técnicas para la solucion de problemas.

El capitulo 2 se refiere al razonamiento en geometria. Se ejemplifica y explicita
el proceso de razonamiento inductivo. De igual manera, se ejemplifican
generalizaciones falsas y contraejemplos. Se analizan y ejemplifican diversos
esquemas de razonamiento. Se presentan postulados. Cada una de sus
apartados tiene sus respectivos ejemplos, ejercicios y problemas, siguiendo la
estructura establecida para cada uno de los capitulos. Al igual que el capitulo
anterior, dispone de un resumen de conceptos importantes, otro resumen, el

examen y un repaso de algebra.
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El tema central del capitulo 3 son los triangulos y la congruencia. Se formulan
los postulados de congruencia LAL, ALA y LLL. Contiene una guia de ejercicios
orientada a contrastar pares de triangulos congruentes segun los criterios. Se
presentan diversos tipos de pruebas: uso de postulados de congruencia, uso de
definiciones, uso de postulados y definiciones, uso de la congruencia de
angulos y segmentos, uso de solape de triangulos, uso de cadenas de
congruencias. Cada apartado cuenta con ejemplos, ejercicios y problemas. Por

ultimo se presentan los conceptos importantes, el resumen y el examen.

En el capitulo 4, se aborda la prueba de teoremas mediante propiedades
basicas. Se detallan como procedimiento los pasos para la prueba de un
teorema. Se ejemplifica el método. Se presentan ejercicios y problemas

variados. Se presentan los conceptos importantes, el resumen, el examen.

El capitulo 6 se refiere a triAngulos. Entre los contenidos que se abordan estan
la clasificacion de los tridngulos, algunas propiedades del triangulo isésceles, el
teorema de la congruencia LAA. Al igual que los demas capitulos se tiene:

ejemplos, ejercicios y problemas, conceptos importantes, resumen y examen.

Los cuadrildteros son estudiados en el capitulo 8. Se presentan las
generalidades, la clasificacion, teoremas referidos a los paralelogramos, y el
teorema del segmento medio de un triangulo. Se presentan, ademas, ejemplos,

ejercicios y problemas, conceptos importantes, resumen y examen.

Las generalidades o definiciones basicas de la circunferencia se presentan en
el capitulo 10. Si bien el capitulo es mas extenso, el apartado inicial es de
nuestro interés; éste tiene sus correspondientes ejemplos, ejercicios Yy

problemas.
76



3.2.3. Especificacion del campo de condiciones de aplicacion de la ingenieria

Con respecto a la resolucion de problemas geométricos, se abordaran los
Objetivos de Aprendizaje (OA) formulados en los curriculos de formacion inicial
y escolar, que refieren al eje de geometria del segundo ciclo basico; es decir,
los prescritos por el MINEDUC en las Bases Curriculares y el Programa de
Asignatura en el Plan de Formacion de Pedagogia en Educacién Basica con

Especialidad en Educacion Matematica.

En el eje de geometria, estos objetivos enfatizan la visualizacion, construccion y
argumentacion. En este contexto, los Objetivos de Aprendizaje formulados en

las Bases Curriculares que interesan a esta investigacion son:
Quinto Afo Basico:

OAL17.Describir y dar ejemplos de aristas y caras de figuras 3D y lados de

figuras 2D:

e que son paralelos

e (ue se intersectan

e que son perpendiculares

OA18.Demostrar que comprenden el concepto de congruencia, usando la
traslacion, la reflexion y la rotacion en cuadriculas y mediante software

geomeétrico.

Sexto Afo Basico:
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OA12. Construir y comparar tridngulos de acuerdo a la medida de sus lados y/o

sus angulos con instrumentos geométricos o software geométrico.

OA13. Demostrar que comprenden el concepto de area de una superficie en
cubos y paralelepipedos, calculando el area de sus redes (plantillas)

asociadas.

OA15. Construir angulos agudos, obtusos, rectos, extendidos y completos con

instrumentos geomeétricos o software geométrico.

OAL16. ldentificar los angulos que se forman entre dos rectas que se cortan
(pares de angulos opuestos por el vértice y pares de angulos

complementarios).

OAL17. Demostrar de manera concreta, pictérica y simbdlica que la suma de los

angulos interiores de un triAngulo es 180° y de un cuadrilatero es 360°.

Séptimo Afo Basico:

OA10. Descubrir relaciones que involucran angulos exteriores o interiores de

diferentes poligonos.
OA11l. Mostrar que comprenden el circulo:

e describiendo las relaciones entre el radio, el didmetro y el perimetro

del circulo
e estimando de manera intuitiva el perimetro y el area de un circulo

e aplicando las aproximaciones del perimetro y del area en la
resolucién de problemas geométricos de otras asignaturas y de la

vida diaria
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e identificAndolo como lugar geométrico

OA12. Construir objetos geométricos de manera manual y/o con software

educativo:

e lineas, como las perpendiculares, las paralelas, las bisectrices y

alturas en triangulos y cuadrilateros

e puntos, como el punto medio, el centro de gravedad, el centro del

circulo inscrito y del circunscrito de un triangulo

e triAngulos y cuadrilateros congruentes

Octavo Ano Basico:

OA12. Explicar, de manera concreta, pictérica y simbolica, la validez del
teorema de Pitagoras y aplicar a la resolucion de problemas geométricos y de la

vida cotidiana, de manera manual y/o con software educativo.

Tal como se indicé en apartados anteriores, esta investigacion se realizé en la
carrera de Pedagogia en Educacion Basica con especialidad de la Universidad
del Bio-Bio. Su plan de estudios tiene un eje teméatico exclusivo para geometria,
que cuenta con cinco asignaturas. Una de ellas es “Poligonos y Cuerpos
Geométricos” (ver anexo). A esta asignatura estan asociados los Objetivos de
Aprendizajes (OA) que son de interés a esta investigacion en cuanto a
resoluciébn de problemas geométricos relacionados con la visualizacion,
construccion y argumentacion, y que ponen en juego figuras fundamentales de

la geometria plana. Estos son:
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OALl. Comprender en profundidad conceptos, representaciones, propiedades y
construcciones de formas geométricas planas y del espacio.

OA2. Adquirir las competencias cognitivas, procedimentales y actitudinales, de

un profesor en formacion, a través del eje tematico Geometria

OAS. Utilizar recursos didacticos y tecnoldgicos que le permitan construir figuras
geométricas; deducir, verificar y demostrar propiedades asociadas a

éstas.

OAA4. Valorar el caracter formativo, funcional e instrumental de la Geometria en
el desarrollo del pensamiento matematico de sus potenciales alumnos y

alumnas.

Este programa de estudio, cuenta con seis unidades programéaticas, de las
cuales las cuatro primeras estan alineadas con las intenciones de esta

investigacién, y son las siguientes:

UNIDADES CONTENIDO

1. Poligonos y circunferencia | Criterios de clasificacion. Poligonos
Generalidades de los | regulares. Congruencia de figuras

poligonos. geomeétricas. Propiedades.

Circunferencia y circulo. Cuerdas. Posicion

relativa entre una circunferencia y una recta.

Angulos en la circunferencia. Circunferencia
inscrita, circunscrita y ex inscrita a un

poligono.
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Resolucion de problemas contextualizados.

2. Construcciones geométricas

de figuras planas.

Construcciones fundamentales: paralelas,

perpendiculares, simetral, bisectriz.

Adicién y sustraccion de trazos. Copia de

angulos.

Adicion y sustraccion de angulos. Division de
un trazo. Construccién de triAngulos vy

cuadrilateros.

Construccién de poligonos regulares y
estrellados.

Resolucion de problemas contextualizados.

3. Perimetro y area de
regiones  poligonales vy

circulares.

Teoremas de Euclides y Particular de
Pitagoras.

Célculo de perimetro de poligonos. Calculo
del area de figuras planas. Comparacién de
areas de poligonos. Area del circulo, sectores
y segmentos circulares. Resolucion de

problemas contextualizados.

Las actividades propuestas son problemas geométricos relacionados con la

visualizacion, construccion y argumentacion, y que ponen juego figuras

fundamentales de la geometria plana, tales como triAngulos, cuadrilateros,

circunferencia, ademas de herramientas intelectuales, como definiciones y
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teoremas. Le son presentadas en fichas de trabajos y tienen que ser abordadas

de modo individual.

En este contexto, los ocho estudiantes participantes debian tener ya cursada
al menos la segunda asignatura semestral de geometria euclidiana,
anteriormente individualizada, con el fin de asegurar que ya hubiesen abordado
la tematica de construcciones geométricas por medio de regla y compas v,

también, mediante un procesador geométrico.

El docente a cargo es el investigador, quien tiene formacion en didactica de la
matematica, de modo de seguir la modelacién propuesta en el analisis de las

actividades.

En este caso, las intenciones del investigador son las siguientes:

e Caracterizar los conocimientos disciplinares que los estudiantes
necesitan movilizar en la resolucién de problemas de construccién

geomeétrica.

e Explorar las operaciones cognitivas (aprehensiones) que ponen en juego
los estudiantes de pedagogia en educacion basica en la resolucion de

problemas geomeétricos.

¢ Identificar qué instrumentos se privilegian en problemas de construccion

geomeétrica.

e Pesquisar las formas de validacion de propiedades que privilegian los

estudiantes en la resolucion de problemas construccion (G1, G2).
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3.3. Concepcion y analisis a priori

En el campo de las condiciones de aplicacion de la ingenieria se establecieron
variables referidas a los Objetivos de Aprendizaje que deben ser alcanzados
por los estudiantes de profesorado en esta investigacion. Ademas de esas es
necesario formular variables de comando relacionadas con la resolucion de
problemas geométricos, con énfasis en la visualizacién, construccién y

argumentacion.

Las variables macro-didacticas, concernientes a la organizacion global de la

ingenieria, son:

o Referidas a la dimensién cognitiva. Las actividades estan concebidas de
modo que los estudiantes pongan en juego operaciones cognitivas
(aprehensiones) al resolver problemas geométricos. Ademas, las actividades
contemplen al menos dos estrategias de resolucion que estén asociadas a
los paradigmas geométricos G1 y G2.

e Referidas al contenido. Las actividades consideran conocimientos
disciplinarios en torno a definiciones y teoremas de triAngulos, cuadrilateros
y circunferencia, y  construcciones fundamentales (paralelas,
perpendiculares, simetral, bisectriz, triAngulos, cuadrilateros, circunferencia,
poligonos regulares, entre otros)

e Referidas a la dimension didactica. Las actividades estan concebidas en el
sentido de Brousseau, considerando las fases de accion, formulacion,

validacion e institucionalizacion.

En cuanto a las variables micro-didacticas, concernientes a la organizacion local

de la ingenieria, 0 sea, la organizacién de la secuencia.
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o Referidas a la gestion de la secuencia en la sala de clases. Se fij6 de comudn
acuerdo el dia y la hora para la aplicacion del instrumento. Posteriormente,
al entregarles la ficha de trabajo que presenta las actividades, se indico el
objetivo de la experiencia. Se acordé que el desarrollo de cada situacién
seria llevado a cabo de manera completamente individual, sin comunicacion
entre ellos, y sin supervision del investigador. Ademas, se les indicO que
podian tardar todo el tiempo que estimasen necesario, y que tenian la
libertad de utilizar todos los recursos que ellos consideraran pertinentes, sin
darle opciones concretas, como por ejemplo dibujar a mano alzada, usar
regla y compas, o bien, un procesador geométrico. Por ultimo, se establecio

que debian entregar sus producciones en forma escrita.
3.3.1. La propuesta

La propuesta esta constituida por seis problemas geométricos que conforman la
ficha de trabajo, elegidos de una bateria de doce que fueron experimentados
por el investigador en los estudios preliminares, los cuales fueron reformulados
cuidando que los enunciados satisficieran las condiciones establecidas para

esta investigacion.

La ficha de trabajo presentada a los seis estudiantes es la siguiente:

Identificacion:

Situacion 1
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Considere tres segmentos de 4, 5y 8 centimetros de longitud.

a) ¢Se puede construir siempre un triangulo cuyos lados sean esos tres
segmentos? Justifica tu respuesta.

b) ¢Qué ocurre si los segmentos midiesen 4, 5y 9 cm de longitud? Justifica tu
respuesta.

c) ¢Y simidiesen 4, 5y 10 unidades? Justifica tu respuesta.

d) ¢Qué puedes concluir después de haber realizado las construcciones

anteriores? Enuncia una conjetura.

Situacioén 2

Sobre los lados BC y CA del triangulo ABC hacia el exterior estan construidos
los cuadrados BCDE y ACFG.

a) Construya el paralelogramo FCDQ

b) ¢Cual es la medida del <FCD en términos de los angulos interiores del
AABC?

c) Y también, ¢cudl es la medida del <QFC?

d) Pruebe que los triangulos CQF y QCD son congruentes al triangulo ABC

Situacion 3

Trace dos bisectrices interiores de un triangulo ABC.

a) ¢Es posible determinar la tercera bisectriz sin construirla? Justifica tu

respuesta.
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b) ¢Qué puedes decir de la distancia entre el punto de interseccion de las
bisectrices, y cada uno de los lados?

c) ¢Es posible trazar una circunferencia tangente a los tres lados con centro en
el punto de interseccion de las tres bisectrices? Justifica y demuestra tu

respuesta

Situacion 4

Se traza una recta tangente m por un punto T a una circunferencia de diametro

AB con centro en C.

Sobre la recta m ubicar los puntos D y P de modo que los segmentos AD y BP

sean respectivamente perpendiculares a la recta m.

a) Construir la configuracion resultante
b) Establecer el protocolo de construccion
c) Probar que CD =CP

Situacion 5

Considere un triangulo acutangulo ABC.

a) Trace el ortocentro H.

b) En la misma configuracion, trace una circunferencia de diametro BC.

c) Trace desde el vértice A las tangentes a la circunferencia determinando los
puntos Py Q.

d) ¢Qué clase de triangulo forman el trio de puntos P, Q y H?
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Situacion 6

En un triangulo ABC se traza la altura interior BD, AN es la perpendicular a AB
y CM la perpendicular a BC; ademas |AN|=|DC]|, |CM| = |AD|.

a) Construir la configuracion resultante
b) Establecer el protocolo de construccion
c) Mostrar que My N son equidistantes del vértice B.

3.3.2. Disefo y analisis a priori.

A continuacién se presenta el enunciado original, su modificacion, y el analisis
a priori de los nuevos enunciados. Se establecen los conocimientos previos
minimos que los estudiantes deben movilizar para la resolucion del problema, la
configuracion esperada, las operaciones cognitivas (aprehensiones)
correspondientes posibles de ser evidenciadas al abordar cada una de las

tareas. Ademas de las eventuales dificultades para enfrentar cada tarea.

Las tareas fundamentalmente se refieren a la construccion de la configuracion
asociada al enunciado, la formulaciéon de su protocolo de construccion, y segun

el caso la demostracién de alguna propiedad inherente a la configuracion.

En cuanto a las tareas de probar y mostrar, se espera que realicen algunas de
las siguientes acciones segun el paradigma geométrico en que se sitia el

estudiante:
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En G1,
a) Calcular medidas

b) Trazar arcos de circunferencia

En G2,

Demostrar, asumiendo la veracidad del resultado encontrado, recurriendo

a alguna definicion o propiedad pertinente.

SITUACION 1

Enunciado original

Enunciado modificado

Considere tres segmentos de recta.
¢Bajo qué condiciones se puede
construir un triangulo con los
segmentos dados? Al establecer tales
condiciones, construya un triangulo
dados sus tres lados utilizando sélo
Establezca el

regla y compas.

protocolo de construccion.

Considere tres segmentos de 4, 5y 8

centimetros de longitud.

e) ¢Se puede construir siempre un
triangulo cuyos lados sean esos

Justifica  tu

tres segmentos?

respuesta.
f) ¢Qué ocurre si los segmentos
midiesen 4, 5y 9 cm de longitud?
Justifica tu respuesta.
g) ¢Y simidiesen 4, 5y 10 unidades?
Justifica tu respuesta.
h) ¢Qué puedes concluir después de
haber realizado las construcciones

anteriores? Enuncia una conjetura.
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Esta nueva situacion contiene explicitamente cuatro tareas.

Se espera que los estudiantes tengan como conocimientos disponibles los

siguientes:

- El concepto de triangulo
- Trazado de segmentos y arcos de circunferencia.

- Rotular con notaciones adecuadas

En relacidon a las operaciones cognitivas, se espera que dejen en evidencia

las siguientes aprehensiones:

- Aprehension perceptiva (visualizar propiedades)
- Aprehension operativa (pasaje del enunciado a la construccion solicitada)
- Aprehension secuencial (respeto al orden de construccion)

- Aprehension discursiva (justificacion verbal de lo construido)

Para la Tarea, se espera que los estudiantes, comparen, discutan y lleguen a

conjeturar alguna propiedad general.

La propiedad esperada es la siguiente:

Para construir un triangulo dadas las medidas de tres lados es necesario que la
suma de las medidas de dos lados cualquiera sea mayor a la medida del tercer

lado.

Por otra parte, se espera que en sus construcciones los estudiantes realicen

configuraciones como las siguientes:
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a+b<c

a+b=c

a+b>c

La principal dificultad que podrian presentar los estudiantes seria no darse

cuenta que el orden de construccion no tiene importancia sino la eleccion de las

medidas.

SITUACION 2

Enunciado original

Enunciado modificado

Sobre los lados BC, CA y AB del
triangulo ABC hacia el exterior estan
construidos los cuadrados BCDE,
ACFG, BAHK. Sean FCDQ y EBKP
dos paralelogramos. Probar que el
triangulo  APQ

es rectangulo e

isosceles.

Sobre los lados BC y CA del triangulo
ABC
construidos los cuadrados BCDE vy
ACFG.

hacia el exterior estan

a) Construya el paralelogramo FCDQ

b) ¢Cual es la medida del <FCD en
términos de los angulos interiores
del AABC?

c) Y también, ¢cudl es la medida del
<QFC?

d) Pruebe que los triangulos CQF y
QCD son congruentes al triangulo
ABC
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Esta nueva situacion contiene explicitamente cuatro tareas.

Se espera que los estudiantes tengan como conocimientos disponibles los

siguientes:

Los conceptos de triAngulo, cuadrado, paralelogramo, paralelismo,
perpendicularidad.

Trazado de segmentos, perpendiculares y paralelas.

Rotular con notaciones adecuadas.

Los teoremas de la suma de los angulos interiores de triAngulos y

cuadrilateros, y criterios de congruencia.

En relacién a las operaciones cognitivas, se espera que dejen en evidencia

las siguientes:

Para

Aprehensién perceptiva (visualizar propiedades)
Aprehensién operativa (pasaje del enunciado a la construccion solicitada)
Aprehensién secuencial (respeto al orden de construccion)

Aprehension discursiva (justificacion verbal de lo construido)

la Tarea 1, se espera que los estudiantes construyan la siguiente

configuracion: y rotulen adecuadamente utilizando la informacion dada en el

enunciado.
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Entre las posibles dificultades se pueden prever:

1) Imprecisiones en el uso de los instrumentos de construccion.

2) Dificultades con la construccion de los cuadrados sefialados en el
enunciado.

3) Dificultades con el trazado de paralelas en la construccion del
paralelogramo.

4) Descuido con las rotulaciones.

Para resolver la Tarea 2, se espera que los estudiantes le asignen las medidas
a, Byyalos angulosy por a, by c las medidas de los lados del triangulo ABC,
y las medidas de cada uno de los cuadrilateros segun corresponda a la

informacion dada en el enunciado.

Asi la configuracién queda definida de la siguiente manera:
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Visualizando de la configuracién tenemos:

<FCD + <DCB+ <BCA + <ACF = 360° (Propiedad en G2)
<FCD + 90° + y + 90° = 360°

<FCD = 180° - y

<FCD=(a+pB+7v)-vy (Propiedad en G2)
<FCD=a+p lo pedido.

Las dificultades principales que pueden presentar los estudiantes serian de
operatoria y que no sepan que un angulo completo mide 360° y que la suma de

los &ngulos interiores de todo triangulo es 180°, ambas propiedades en G2.

Para realizar la Tarea 3, es de esperar que los estudiantes conozcan

propiedades de los paralelogramos:
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a) El teorema que dice: los angulos opuestos de todo paralelogramo son
congruentes, les indica que <QFC = <CDQ y <FCD = <DQF.

b) Elteorema que dice: la suma de los angulos interiores de todo
cuadrilatero es 360°, les indica que <FCD + <CDQ + <DQF + <QFC =
360°.

De a) y b) se tiene:

<FCD + <CDQ + <DQF + <QFC = 360°
<FCD + <QFC + <FCD + <QFC = 360°
2<FCD + 2<QFC = 360°

<FCD + <QFC = 180°

Por otro lado, <FCD = a. + por Tarea 2
Y ademas que o + B +y=180° porque la suma de angulos interiores de un

triangulo.

Luego

a+PB+<QFC=a+pB+y
<QFC =y lo pedido.

Nuevamente las dificultades principales que pueden presentar los estudiantes
serian de operatoria y que no sepan utilizar las propiedades anteriormente

seflaladas.

Para realizar la Tarea 3, se puede recurrir a los paradigmas G1y G2.
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En G1, bastaria con medir o bien superponiendo los triangulos, o bien
comparando las longitudes con la abertura del compas.

En G2, se puede recurrir al segundo criterio de congruencia, LAL.

En efecto,

Completando la configuracion por las tareas anteriores, se tiene:

Visualizando desde la configuracién

QF=BC=a
<QFC =<BCA (=7
CF=AC=b

Luego por el criterio LAL se tiene que ACQF = AABC
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Analogamente

CD=BC=a
<CDQ=<BCA (=7)
DQ=AC=b

Luego por el criterio LAL se tiene que AQCD = AABC

En resumen

ACQF = AQCD = AABC

Entre las dificultades que pueden evidenciar los estudiantes estan:
1) Que no puedan visualizar los triAngulos congruentes desde la
configuracion.
2) Que no sepan registrar las hipétesis y tesis.

3) Que no sepan utilizar el criterio de congruencia, LAL.

SITUACION 3

Enunciado original Enunciado modificado

“El punto de interseccion de las tres | Trace dos bisectrices interiores de un
bisectrices interiores de un tridngulo es | triAngulo ABC.

el centro de la circunferencia inscrita”. | a) ¢Es posible determinar la tercera
Represente la afirmacion. bisectriz sin construirla? Justifica tu

respuesta.
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b) ¢Qué puedes decir de la distancia
entre el punto de interseccion de
las bisectrices, y cada uno de los
lados?

c) ¢Es posible trazar una
circunferencia tangente a los tres
lados con centro en el punto de
interseccion de las tres bisectrices?

Justifica y demuestra tu respuesta

Esta nueva situacion contiene tres tareas.

Se espera que los estudiantes tengan como conocimientos disponibles los

siguientes:

- Los conceptos de bisectriz, perpendicularidad, distancia de un punto a
una recta, circunferencia, radio, tangencia.
- Trazado de segmentos, perpendiculares, circunferencia, tangente.

- Rotular con notaciones adecuadas

En relacién a las operaciones cognitivas, se espera que dejen en evidencia

las siguientes:

- Aprehension perceptiva (visualizar propiedades)
- Aprehension operativa (pasaje del enunciado a la construccion solicitada)

- Aprehension secuencial (respeto al orden de construccion)
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- Aprehension discursiva (justificacion verbal de lo construido)

Para la Tarea 1, se espera que los estudiantes construyan la siguiente
configuracion, a partir de la definicién de bisectriz, es decir, debe saber que es
la recta que pasa por el vértice del angulo y lo divide en dos partes iguales, o
bien que es el lugar geométrico de todos los puntos equidistante de los lados
del &ngulo:

Entre las posibles dificultades se pueden prever:

1) Confundir la definiciobn de bisectriz con otros segmentos notables en un
triangulo, como las alturas, transversales de gravedad, simetrales, lo que
los llevaria a otras configuraciones no solicitadas.

2) Dificultades con el trazado de las dos bisectrices iniciales.

3) Imprecisiones en el uso instrumentos que lo llevarian a conclusiones
equivocadas.

4) Desconocimiento que las tres bisectrices son concurrentes y que la
tercera se obtiene trazando desde el tercer vértice al punto de

interseccion de las otras dos.
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5) Descuido con las designaciones de elementos construidos, lo que puede

conducir a construcciones no solicitadas.

Para responder a la Tarea 2, el estudiante debe recurrir nuevamente a la
definicion de bisectriz de un angulo, y a la transitividad que se establece entre el
punto de interseccion de las bisectrices y cada par de lados del triangulo, para
concluir que dicho punto es equidistante de los tres lados del triangulo. La

configuracion se veria asi:

[sy)

Entre las probables dificultades que los estudiantes pudieran evidenciar estan:

1) No sepan trazar una perpendicular desde un punto a una recta.

2) Imprecisiones en el uso de los instrumentos de construccion que lo
llevarian a conclusiones equivocadas.

3) Si utilizan un procesador no sepan usar las herramientas correctas del
programa, como trazar bisectriz, trazar perpendicular, calcular distancia,

entre otras.
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Para realizar la Tarea 3 basta con afirmar que si es posible trazar la

circunferencia inscrita, pues a partir de las respuestas de las Tareas 1y 2, se

tiene las condiciones para trazarla. La prueba queda establecida

inmediatamente en el paradigma G1, simplemente trazando. La configuracion

seria la siguiente:

La principal dificultad que podrian presentar los estudiantes, es que no

pudieran realizar esta tarea por haber mal realizadas las tareas anteriores.

SITUACION 4

Enunciado original

Enunciado modificado

Se traza una recta tangente m por un
punto T a una circunferencia de
diametro AB con centro en C. Sobre la
recta m se localizan los puntos Dy P

de modo que los segmentos AD y BP

Se traza una recta tangente m por un
punto T a una circunferencia de
diametro AB con centro en C.

Sobre la recta m ubicar los puntos D y
P de modo que los segmentos AD y
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son respectivamente perpendiculares

a m. Probar que CD = CP.

BP sean respectivamente

perpendiculares a la recta m.

a) Construir la configuracion
resultante

b) Establecer el protocolo de
construccion

c) Probar que CD =CP

La nueva situacion contiene explicitamente tres tareas.

Se espera que los estudiantes tengan como conocimientos disponibles los

siguientes:

- Los conceptos de circunferencia, radio, diametro, perpendicularidad,

paralelismo, punto de tangencia.

- Trazado de segmentos, perpendiculares, circunferencia y tangente.

- Rotular con notaciones adecuadas

- Los enunciados de los teoremas de congruencia y de Thales

En relacion a las operaciones cognitivas, se espera que dejen en evidencia

las siguientes:

- Aprehension perceptiva (visualizar propiedades)

- Aprehension operativa (pasaje del enunciado a la construccion solicitada)

- Aprehensién secuencial (respeto al orden de construccion)

- Aprehensién discursiva (justificacion verbal de lo construido)
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Para la Tarea 1, se espera que los estudiantes construyan la siguiente

configuracién:

Entre las posibles dificultades se pueden prever:

1) Imprecisiones en el uso de instrumentos de construccién que llevan a
conclusiones equivocadas.

2) Dificultades con el trazado de perpendiculares ya sea en un punto de la
recta o desde un punto fuera de ella y trazado de circunferencia.

3) Descuido con las notaciones de los elementos construidos, lo que puede

conducir a construcciones no solicitadas.

Para la Tarea 2 se espera que establezcan un protocolo de construccién que

tenga los siguientes pasos como minimo:

1) Construccion de la circunferencia dados su centro C y un punto de ella, A
o B.
2) Construccion del diametro AB.

3) Construccion de la tangente en un punto dado. (my T en este caso)
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4) Construccion de la recta que contiene a un punto y es perpendicular a
una recta dada. (A 'y m en este caso; determinando el pié de la
perpendicular. Punto D en el enunciado) .idem para B, m, P.

5) ldentificar segmentos congruentes o de igual longitud.
Las posibles dificultades para esta tarea pueden ser no respetar el orden de
construccion.
Respecto a la Tarea 3, se espera que los estudiantes respondan situandose en

uno de los paradigmas, G1 o G2 para justificar sus producciones.

En el paradigma G1. Validando por medicion con regla graduada la produccion

realizada.

Por ejemplo, si se obtiene la produccion siguiente, bastaria medir.

Como dificultad posible se puede prever que las medidas varien por la

inexactitud de la construccion.
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Esta dificultad desaparece si la construccién se hiciera con un procesador

geométrico correctamente utilizado.

También en el paradigma G1. Se puede validar con uso de compas, la

produccion realizada.

Por ejemplo si se obtiene la produccion siguiente:

En este caso la dificultad radicaria en la inexactitud de la construccién con

regla y compas. Lo que no ocurriria con un procesador geométrico.

En cuanto al paradigma G2. La validacion se realiza recurriendo a definiciones y

teoremas de Congruencias y de Thales.
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e Para la validacion en este caso es necesario precisar las hipotesis:

CTLlm
AD /ICT /| BP
r=AC =BC

PT_BC
El Teorema de Thales permite escribir: TD  CA

BC _, PT_,
Como CA se tiene D
Luego: PT=TD (primera conclusion)

Comparando los triangulos DTC y PTC, se obtiene:

e PT=TD
e <DTC =<PTC =90°

e TC=r lado comUn
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Por el segundo teorema de congruencia (Criterio LAL) los triangulos DTCy PTC

son congruentes. Luego se obtiene

DC =PC (segunda conclusion)

Con esta segunda conclusion se obtiene lo pedido.

Entre las dificultades que podrian tener

algunos estudiante estan, el no

distinguir la hipdtesis de la tesis. Ademas no reconocer en las informaciones

alguna propiedad o teorema pertinente que le ayude a encontrar el camino para

la validacion.

SITUACION 5

Enunciado original

Enunciado modificado

Sea H el ortocentro del triangulo
acutangulo ABC. Las tangentes por A
a la circunferencia de diametro BC lo
sonen Py Q. Demostrar que P, Qy H

son colineales.

Considere un
ABC.
a) Trace el ortocentro H.

triangulo acutangulo

b) En la misma configuracion, trace
una circunferencia de didametro BC.

c) Trace desde el vértice A las

tangentes a la circunferencia
determinando los puntos P y Q.

d) ¢Qué clase de triangulo forman el

trio de puntos P, Q y H?
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Esta nueva situacion contiene cuatro tareas.

Se espera que los estudiantes tengan como conocimientos disponibles los

siguientes:

- Los conceptos de altura, ortocentro, circunferencia, diametro, radio,
tangente.
- Trazado de segmentos, perpendiculares, circunferencia, tangente.

- Rotular con notaciones adecuadas

En relacién a las operaciones cognitivas, se espera que dejen en evidencia

las siguientes:

- Aprehensién perceptiva (visualizar propiedades)
- Aprehension operativa (pasaje del enunciado a la construccion solicitada)
- Aprehension secuencial (respeto al orden de construccion)

- Aprehension discursiva (justificacion verbal de lo construido)
Para la Tarea 1, se espera que los estudiantes construyan la siguiente

configuracion, utilizando la definicion de altura, y la propiedad que concurren a

un punto interior llamado ortocentro, y lo rotulen por H.
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Entre las dificultades que pueden evidenciar los estudiantes estan, no saber
trazar una altura, es decir, una perpendicular por un punto exterior (vértice) a
una recta (lado opuesto). También, la impericia de utilizar correctamente los

instrumentos de construccion, regla y compas o procesador geométrico.

Para la Tarea 2 se espera que los estudiantes determinen el punto medio del
lado BC, el diametro de la circunferencia, lo rotulen por ejemplo con O, de modo
de usarlo como el centro de ellay la tracen, llegando a la siguiente

configuracion:
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A /c
La dificultad principal que pueden presentar los estudiantes, radica en que no
reconozcan que el radio de una circunferencia es la mitad del diametro, por lo

cual no podrian determinar el punto medio, centro de la circunferencia, y

trazarla.

Para realizar la Tarea 3, se espera que los estudiantes utilicen la propiedad de
G2 que dice que toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio.
Para ello procederan a trazar una circunferencia de centro en el punto medio M
del segmento que une el vértice A y el centro de la circunferencia de centro O,
estableciendo los puntos de interseccion entre ambas circunferencia, los que

corresponderan a los puntos de tangencia. La configuracién seria asi:
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Por ultimo para completar la Tarea 3 se trazan las tangentes desde A,

quedando la siguiente configuracion:
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Entre las dificultades que los estudiantes pueden evidenciar estan:

1) Inexactitud de la representacion al utilizar inapropiadamente los
instrumentos de construccion.

2) No conocen el procedimiento para determinar los puntos de tangencia.

3) Suplir el procedimiento de construccién por el trazado aproximado al usar
libremente la regla.

4) Esta ambiguedad se evita si se utiliza un procesador geométrico.

Para responder la Tarea 4 bastaria con visualizar en la configuracion la posicion
los puntos P, Q y H. De este modo se puede afirmar que no forman un
triangulo, sino una triada colineal, y que se verifica en G1 al trazar una recta

gue pasa por ellos, como lo que indica la siguiente configuracion.
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La principal dificultad que se puede manifestar en los estudiantes radica en que

si la configuracion esta mal construida, los tres puntos formarian un triangulo, lo

gue es falso.

SITUACION 6

Enunciado original

Enunciado modificado

En un triAngulo ABC esta trazada la
altura BD, AN es la perpendicular a AB
y CM la perpendicular a BC; ademas
|AN|=|DC|, |CM| = |AD|. Mostrar que M

y N son equidistantes del vértice B.

En un triangulo ABC se traza la altura
interior BD, AN es la perpendicular a
AB y CM
ademas |AN|=|DC]|, |CM| = |AD|.

la perpendicular a BC;

a) Construir la  configuracion
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resultante

b) Establecer el protocolo de
construccion

Cc) Mostrar que M y N son
equidistantes del vértice B.

Esta nueva situacion contiene explicitamente tres tareas

Se espera que los estudiantes tengan como conocimientos disponibles los

siguientes:

- Propiedades de la altura en un triangulo
- Trazado de segmentos, perpendiculares, arcos de circunferencia
- Rotular con notaciones adecuadas

- Los teoremas de congruencia y de Pitadgoras

En relacion a las operaciones cognitivas, se espera que se dejen en evidencia

las siguientes:

- Aprehension operativa (pasaje del enunciado a la construccion solicitada)
- Aprehensién secuencial (respeto al orden de construccion)
- Aprehensién perceptiva (visualizar propiedades a recurrir )

- Aprehension discursiva (justificacion verbal de lo construido)

En la Tarea 1, se espera que los estudiantes siguiendo el enunciado lleguen a

construir la siguiente configuracion:
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N1

Entre las posibles dificultades se pueden prever:

1) Imprecisiones en el uso instrumentos que lo llevarian a conclusiones
equivocadas.

2) Dificultades con el trazado de la altura del lado AC.

3) Dificultades con el trazado de perpendiculares por los puntos Ay C.

4) Dificultades para determinar los puntos M y N, respetando las
condiciones de equidistancia.

5) Descuido con las designaciones de elementos construidos, lo que puede

conducir a construcciones no solicitadas.

En la Tarea 2 se espera que establezcan un protocolo de construccion que

tenga por ejemplo los siguientes pasos:

1) Construccion del triangulo A, By C.

2) Construccion de la altura interior del triangulo. Determinacion y rotulacion
del pie de la altura (D en este caso)

3) Construccion de las perpendicularesa ABen Aya CBenC

4) Determinacion de los puntos N y M en las rectas perpendiculares

determinadas en 3) respetando las condiciones de las hipotesis.
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5) ldentificar los segmentos de igual longitud (o congruenets) .

La principal dificultad para esta tarea seria en el no respeto del orden de

construccion.

En cuanto a la Tarea 3, se espera que los estudiantes justifiguen sus

producciones en alguno de los paradigmas, G1 o G2.

En el paradigma G1. Puede validar por medicién con regla graduada

Por ejemplo, para la produccion siguiente bastaria medir.

La dificultad se podria presentar en las medidas, ya que éstas se alteran por la
inexactitud del instrumento o la impericia del estudiante. Esta dificultad
desaparece si la construccidbn se hiciera con un procesador geométrico

correctamente utilizado.

También en el paradigma G1. Se puede validar con uso de compas. Por

ejemplo, para la siguiente produccién:
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M1

N1

M2

La dificultad en este caso se presentaria por la inexactitud de la construccion
con regla y compas. Ella desaparece si se realiza con un procesador

geomeétrico.

En cuanto al paradigma G2. La validacion debe recurrir a definiciones y

teoremas en este caso al teorema de Pitagoras.

M1

N1

M2

@

En efecto:

Hipotesis dadas en el enunciado son:

(1) BD altura
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(2) ANLAB

3 CML1LBC

(4)  |AN| = |DC]

(5) [cM|=AD|

Lo que hay que probar (Tesis) es: |BM| = |BN|

Demostracion (validacion)

Tridngulo BAD es rectangulo (hipotesis (1)

Donde por teorema de Pitagoras por visualizacion se puede escribir:

|BA|> = |AD|? + |BD|*  (6)

Analogamente
A BCD rectanguloy |BC|? = |CD|? + |BD|? (7)
A BNA rectanguloy |BN|? = |BA|? + |AN|? (8)
A BMC rectanguloy |BM|? = |BC|? + |CM|? 9)
Conmutando (7): |CD|? + |BD|? =|BC|? y sumando con (6)
Se obtiene:
|AD|? + |BD|? + |BC|? = |CD|? + |BD|? + |BA|?
Cancelando se tiene |AD|? + |BC|? = |CD|? + |BA|?

En 10 se sustituye AD por CM y CD por AN (por 4y 5)
Se obtiene |CM|? + |BC|? = |AN|? + |BA|? (11)

(10)
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En 11 sustituyendo Desde (8)y (9)
Se obtiene
|IBM|*> = |BN|?

Luego se deduce la tesis |[BM| = |BN|

Entre las dificultades que podrian ser evidenciadas en algunos estudiantes
estan, se cuentan el no distinguir la hipétesis de la tesis, no reconocer en las
informaciones dadas alguna propiedad o teorema pertinente (aprehension

perceptiva) que le ayude a validar.

3.4. Experimentacion

La experimentacion se realiz6 en tres etapas, con una diferencia de dos
semanas entre ellas. La primera etapa consistio en el desarrollo a lapiz y papel
de la ficha de trabajo por parte de los estudiantes, con la intencidén de evidenciar
las fases de accion y formulacién. La segunda etapa consistié en el desarrollo
de la misma ficha de trabajo, con apoyo tecnoldgico, es decir, con un
procesador geométrico, y la intencién de asegurar la fase de validacion. La
tercera etapa, de institucionalizacion, se desarroll6 en una entrevista personal
del investigador con cada estudiante, donde se abordo lo que habian aprendido,

y lo que se les presentd con mayor dificultad al enfrentar cada situacion.

Para el inicio de la realizacion de la experimentacién se fij6 de comun acuerdo,
dia y hora: lunes 16 de noviembre de 2015, a las 15:40 horas, en el Laboratorio
de Didactica y Recursos Multimediales de la Facultad de Educacion y
Humanidades de la Universidad del Bio-Bio, con la presencia de los ocho

estudiantes participantes.
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Al entregarles la ficha de trabajo con las actividades se indico el objetivo de la
experiencia. Se acordd que el desarrollo de cada actividad seria llevada a cabo
de manera completamente individual, sin comunicacién entre ellos, y sin
supervision del profesor (investigador). Ademas, se les indicé que podian tardar
todo el tiempo que estimasen necesario, y que tenian la libertad de utilizar todos
los recursos que ellos consideraran pertinentes, sin darle opciones concretas en

la primera etapa (por ejemplo dibujar a mano alzada o usar regla y compas).

Durante la experimentacién se procedié a fotografiar a los estudiantes
trabajando en la ficha. Sus producciones se encuentran con formato de imagen

jpg en una carpeta digital.

Después de trabajar por mas de dos horas, los estudiantes fueron entregando

uno a uno sus producciones escritas.

La segunda etapa, se realizé el lunes 30 de noviembre de 2015, a las 14:10
horas en el mismo lugar, es decir, en el Laboratorio de Didactica y Recursos
Multimediales. Cada estudiante se present6 con su notebook, con el procesador
GeoGebra. Ellos abordaron la ficha de trabajo, con las mismas condiciones de
la primera etapa, salvo porque en esta ocasidn debian utilizar con un
procesador geométrico para desarrollarla. Debian entregar sus producciones
digitales en una carpeta, con los archivos en formato Word (docx) y GeoGebra

(9gb).

La tercera etapa, correspondiente a la fase de institucionalizacion, se realizo a
través de entrevistas individuales seguida de un plenario, que tuvo lugar el
lunes 14 de diciembre de 2015. Los registros de las entrevistas y plenario estan

como archivos mp3 en la carpeta digital.
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3.5. Andlisis a posteriori

El andlisis se realiza por etapa y actividad.

Las situaciones se denotan por Si donde i precisa 1, 2, 3, 4,5 0 6.

A los estudiantes se denominan por Ei, donde i precisa el numero
correspondiente al estudiante, del 1 al 8, cuando se habla de él,

independientemente de la situacion.

A los estudiantes se denominan por Ei-j, donde i precisa el numero

correspondiente al estudiante, del 1 al 8, y j precisa la situacion 1, 2, 3, 4,5 0 6.

Las tareas de cada situacion se denotan por Ti donde i precisa 1, 2, 3 0 4 segun

corresponda.

3.5.1. Andlisis a posteriori. Primera etapa: trabajo a lapiz y papel.
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Situacion 1:

S1

T1

T2

T3

T4

E1l

e Representa los tres
segmentos, con sus
respectivas medidas.

e Argumenta que si se
puede construir el
triangulo, enunciando
el teorema de la
desigualdad triangular.
En este caso se
evidencia la
aprehensién
discursiva al justificar
Su respuesta con un
teorema.

e Corrobora el teorema

sefalando las

e Argumenta diciendo
gque si se puede
construir el triangulo,
haciendo mencion al
mismo teorema
(aprehension
discursiva), y sefiala
dos desigualdades y
una igualdad, lo que
se contradice con lo
sefalado por el
teorema.

e Ademés, dibuja el
triangulo con regla
graduada, situandose

en G1, indicando las

e Argumenta que no
se cumple el teorema
(aprehension
discursiva).

e Muestra las
desigualdades,
indicando con los
signos x y Vv el
cumplimiento o no de
la aseveracion del
teorema.

e Afirma que las
longitudes sefaladas
no cumplen con ser
un trio pitagorico, lo

que evidencia una

El estudiante no
aborda esta tarea.
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desigualdades
correspondientes.

Lo dibuja,
representando la
configuracion
requerida, solo con
regla graduada,
situandose en el
paradigma G1.

Rotula los segmentos
con las medidas.
Responde

correctamente la T 1.

medidas de los lados,
pero no se da cuenta
gue no es posible
obtener dicho
triangulo.

Su respuesta se

ubica en el
paradigma G1

Se evidencia
imprecision al
representar un

triangulo inexistente.
Responde

errbneamente la T 2.

aprehension
discursiva no
utilizada
anteriormente, y sin
relacion directa con el
teorema a que se
refiere esta situacion.

A pesar de lo

sefialado
anteriormente, la
respuesta es
correcta.

E?2

Representa los tres

segmentos, con Ssus
respectivas medidas.
Argumenta que si se

puede construir el

Argumenta diciendo
gue si se puede
construir el triangulo,
haciendo mencion al

mismo teorema

Argumenta que no
se cumple el teorema
(aprehension
discursiva).

Muestra las

El estudiante no

aborda esta tarea.
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triangulo, enunciando
el teorema de la
desigualdad triangular.
En este caso se
evidencia la
aprehensién
discursiva al justificar
Su respuesta con un
teorema.

Sefala un solo ejemplo
de las desigualdades.
Dibuja el triangulo,
representando la
configuracion
requerida, solo con
regla graduada,
situdndose en G1.
Rotula los segmentos

con sus respectivas

(aprehension
discursiva), y sefiala
dos desigualdades y
una igualdad, lo que
se contradice con lo
seflalado  por el
teorema.

Ademas, dibuja el
triangulo, indicando
las medidas de los
lados, pero no se da
cuenta que no es

posible obtener dicho

triangulo.

Se evidencia
imprecision al
representar un

triangulo inexistente.

Su respuesta se

desigualdades,
indicando con los
signos x y Vv el
cumplimiento o no de
la aseveracion del
teorema.

Afirma que las
longitudes sefaladas
no cumplen con ser
un trio pitagérico, lo
gue evidencia una
aprehension
discursiva no
utilizada
anteriormente, y sin
relacion directa con el
teorema a que se
refiere esta situacion.

Responde
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medidas.
Responde
correctamente la T 1.

ubica en el
paradigma G1.
Responde

errbneamente la T 2.

correctamente la T 3.

E3

Parte del supuesto que
el triangulo existe si
cumple el teorema de
Pitagoras.

Argumenta que no se
puede construir, pues
al verificar el teorema
de Pitagoras con las
medidas dadas, no
resulta la igualdad
pitagorica, se evidencia
una aprehension
discursiva erronea.

Ademas, no reconoce

Indica que tampoco
se puede construir.

Utiliza nuevamente la

igualdad  pitagoérica,
aprehensién
discursiva, para
mostrar

numéricamente  que
no se satisface.

Presenta una
configuracion con los
segmentos rotulados
por a, by c, y las

medidas dadas.

Indica que tampoco
se puede construir.

Utiliza nuevamente la

igualdad  pitagoérica,
aprehensién
discursiva, para
justificar su
respuesta,

sustituyendo en la
igualdad pitagoérica.
No presenta
configuracion.

A pesar de o

sefalado

Conjetura que cada
lado (cateto) deben
medir 4 cm, 5 cm y
que el mayor 6 cm o
6,4 cm. Afirma que
tales medidas son las
que permitirian
obtener el triangulo.

Presenta el triangulo
con las medidas
dadas por el
estudiante, pero sin

rétulos.
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la existencia de la
hipotenusa, ya que a
todos los lados les
llama catetos, ni deja
en evidencia que este
teorema esta asociado
a triangulos
rectangulos.

Presenta una
configuracion
construida con regla
graduada y las
medidas dadas, pero
no satisface el
requerimiento de ser el
triangulo pedido,
situandose en G1.
Rotula con a, b y c los

correspondientes

Se sitla en G1.

Su respuesta a pesar
de que es correcta,
esta no es
consistente con el
teorema asociado, el
de la desigualdad
triangular.

Respuesta incorrecta.

anteriormente,
respuesta

incorrecta.

la

es
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segmentos.

E4

Responde
errbneamente.
Representa los tres
segmentos, con sus

respectivas medidas.
Argumenta que si se
puede construir el
triangulo, enunciando
el teorema de la
desigualdad triangular.
En este caso se
evidencia la
aprehensién
discursiva al justificar
Su respuesta con un
teorema.

Ejemplifica

desigualdades con las

Afirma que la suma
de esos lados suman
igual al valor del
segmento que no ha
sido tomado, pero no
indica si es posible o
no construirlo.

Dibuja un tridngulo y

lo rotula con las

medidas dadas,
utilizando regla
graduada.

Se evidencia
imprecision al
representar un

triangulo inexistente.

Argumenta que es
imposible realizar el
triangulo, utilizando el
teorema de la
desigualdad
triangular, ya que la
suma de los lados
menores es menor
gue el lado mayor.

No presenta
configuracion.

Respuesta correcta.

Concluye que es
posible construir un
triangulo solo si la
suma de dos de sus
lados es mayor que
el tercer lado.

Afirma que en la T2
no es posible porque
no se cumple el
teorema, pero que
en la practica si se
puede construir.

(debido a la impericia

de utilizar
instrumentos de
precision, regla
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medidas dadas.
Representa la
configuracion
requerida, con regla
graduada, ubicandose
en G1.

Rotula los segmentos
con las medidas.

Respuesta correcta.

No relaciona su
afirmacion con la
configuracion.

Respuesta incorrecta.

graduada)
Dibuja un tridngulo
rotuldndolo con a, b y
c, con medidas
dadas por él (3,5y 6
cm)

Formula las
desigualdades en
términos de los
rotulos.

Respuesta
parcialmente

correcta.

ES

Representa los tres
segmentos, con sus
respectivas medidas.

Argumenta que si se
puede construir el

triangulo, enunciando

Utiliza el teorema de
la desigualdad, pero
lo modifica al decir
gue la suma de los
dos lados menores

puede ser mayor o

Indica que con las
medidas dadas no se
puede construir el
triangulo, porque no
cumple el teorema de

la desigualdad

El estudiante no

aborda esta tarea.
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el teorema de Ila
desigualdad triangular,
evidenciando una
aprehension
discursiva.
Representa la
configuracion con regla
graduada y las
medidas dadas,
situandose en G1.
Rotula los segmentos
con las medidas
dadas.

Respuesta correcta

igual al lado mas

largo. Aprehension
discursiva erronea.

Dibuja el tridngulo vy

rotula con las
medidas dadas
utilizando regla

graduada. Se sitta
en G1.

No relaciona su

afirmaciéon  con la
configuracion.

Se evidencia
imprecision al
representar un

triangulo inexistente.

Respuesta incorrecta.

triangular.
Aprehension
discursiva.

Respuesta correcta.

E6

Representa los tres

segmentos,

Afirma que si se

puede construir el

Afirma que no se

puede construir el

Plantea

segmentos

que

los

que
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inicialmente con
medidas 4, 5y 6 cm,
luego corrige
alargando el segmento
de 6 cm a 8cm, y los
rotula con sus
respectivas medidas.
Argumenta que si se
puede construir el
triangulo, pero no
enuncia el teorema de
la desigualdad
triangular, sino que
justifica por la cercania
de las medidas de los
segmentos. En este
caso se evidencia la
aprehensién

discursiva al justificar

triangulo con las
medidas dadas,
apoyandose en la
propiedad que
formul6 e insiste que
eso se debe a la
interseccion de los

tres segmentos.

Evidencia una
confusién de
conceptos:

interseccion de
segmentos y
construccion de
triangulos.

Respuesta incorrecta.

triangulo con los tres
segmentos de esas
medidas, pero no
justifica el por qué, e
indica como en el
ejemplo anterior. De
esta manera  se
contradice con su
afirmacion en la T2.

La respuesta es
correcta (que no se
puede construir),
pero no la

justificacion.

conforman un
triangulo debe
cumplir que la suma
de los segmentos
menores debe ser
mayor o igual a la
medida del segmento
mayor.

Con lo que enuncio,
intenta recordar el
teorema de la
desigualdad
triangular, pero no la
usa en la resolucién
de las tareas
anteriores.
Respuesta

incorrecta.
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Su respuesta con una

propiedad no
verificada. Ademas
afirma que la

interseccion de los

segmentos permiten la

construccion del
triangulo.
Representa una

configuracion con regla
graduada y compas,
utilizando las medidas
4, 5y 6 cm. Pinta el
triangulo. Se sitla en
G1. Rotula los
segmentos con las
medidas.

Respuesta correcta.

E7

Construye un triangulo

Afirma que al cambiar

Argumenta que no se

Sus conjeturas estan
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con regla graduada,
con las medidas
dadas, rotulando los

vértices por A, By C.
Se sitta en el
paradigma G1.
Argumenta que como
las medidas son
diferentes, el triangulo
es escaleno. Se
evidencia aprehension
discursiva.

Del mismo modo, al
formular el teorema de
la desigualdad

triangular.

la medida de un lado,
cambia la forma.
Admite que se puede
construir el triangulo,
pero que no cumple
el teorema de la
desigualdad.

Dibuja sin precision
con regla graduada,
por lo que le resulta
un triangulo. Sigue en
el paradigma G1.

Respuesta incorrecta.

puede construir el
triangulo con las
medidas dadas,
basdndose en el
teorema de la
desigualdad, pero se
equivoca al registrar

la palabra menor en

vez de mayor
(aprehension
operativa).

No obstante,
representa
correctamente la

configuracion.
Nuevamente se sitla
en G1.

Respuesta correcta.

dadas como
conclusiones.
Primero indica que al
ir aumentando el
valor de uno de sus
lados, se hace dificil
la construccion (T3).
Ademas, enuncia el
teorema de la
desigualdad
triangular.

Respuesta correcta.

ES8

Construye un triangulo

Se evidencia

Construye la

Después de realizar
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con las medidas dadas
utilizando regla
graduada, por lo que
se sitta en el
paradigma G1.
Argumenta que si es
posible construirlo,
pero que es factible si
se hace con
transportador. Deja en
evidencia que
desconoce los
diferentes instrumentos
gque se utilizan para la
construccion
geomeétrica.

Aparece la
aprehensioén

perceptiva, al afirmar

imprecision al
representar el
triangulo inexistente,

pero es mas precisa
que la realizada por
los otros estudiantes.
A partir de su
configuracion
(aprehension
perceptiva)
argumenta que es
posible la
construccién del
triangulo, pero que al
alargar mas el

segmento mas largo,

los segmentos
menores tienden a
tocar el segmento

configuracion con

regla graduada vy
compas, situandose
en G1.

A partir de la
configuracion
(aprehension
perceptiva) indica
gue no es posible
construir.

Respuesta correcta.

las tareas anteriores,
conjetura que si un
segmento es mayor
que la suma de los
otros dos segmentos
necesarios para
formar el triangulo, el
triangulo no podré
cerrarse, por ello no

se lograra construir el

triangulo.

Formulo una
aproximacion al
teorema de la
desigualdad
triangular.

Respuesta correcta.
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que se percata de que
el triangulo es obtuso.
Utiliza la  palabra
obtuso, en vez de
obtusangulo.

e Respuesta correcta.

mayor, y que de esta
forma no se podria
formar el triangulo.
Pero no concluye que
no se tiene un
triangulo con las
medidas dadas.
Respuesta
medianamente

correcta.

DESARROLLO

0
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Respuestas de E 3 para la Situacion 1
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Respuestas de E 5 para la
Situacion 1
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b)

Situacion 2:

S2 T1 T2 T3 T4

E1l e Construye con regla | ¢ Utiliza trigonometria | e Indica la medida del | ¢ Argumenta que los
graduada la en el triangulo angulo QFC y triangulos CQF vy
configuracion rectangulo para argumenta con un QCD son
solicitada a partir de determinar sus procedimiento congruentes al
un triangulo angulos agudos, por algebraico para triangulo ABC,
rectangulo de lados lo tanto usa determinarlo, calculando las
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3,4y5cm.

Rotula
correctamente las
unidades figurales.
Seflala con linea
punteada una de las
diagonales de
paralelogramo, lo
pinta e indica los
lados paralelos con |
yll

Indica los é&ngulos
rectos de los

cuadrados vy del

triangulo.
Se evidencia
implicitamente la

aprehension

secuencial en la

calculadora.

Para calcular el
angulo FCD, utiliza
la identidad que dice
gue la suma de los
angulos que
conforman un angulo
completo es 360°.

Es decir, se
evidencia la
aprehension
discursiva, al utilizar
la definiciébn de seno
de un angulo y la
igualdad de que la
suma de los angulos
que conforman un
angulo completo es
360°.

valiéndose de que la
suma de los angulos
interiores de un
paralelogramo es
360°, y que los
angulos opuestos
son iguales
(aprehension

discursiva).

Asi se evidencia la
aprehension

discursiva 'y su
interaccion con la
aprehension

operativa.

medidas angulares,
pero no hace
referencia a las
medidas de los
lados, ni aplica los
criterios de
congruencia.
Se evidencia una
aprehension
discursiva.
Respuesta

incorrecta.
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construccion.

Respuesta correcta.

Respuesta correcta.

E2

Construye con regla
graduada la
configuracion
solicitada a partir de
un triangulo
equilatero.

Rotula
correctamente las
unidades figurales.
linea

Seflala con

punteada una de las

diagonales del
paralelogramo, lo
pinta e indica los

lados paralelos con

Indica los angulos

Registra
algebraicamente el
procedimiento de
calculo del valor del
angulo a a partir de
gue la suma de los
angulos que
conforman un angulo
completo es 360°.
Posteriormente, para
identificar el angulo
B, utiliza las
propiedades de que
la suma de los
angulos interiores de
un paralelogramo es

360° y que posee

La registra en

tarea 2.

la

No prueba la
congruencia, s6lo
argumenta que
trasladando el

triangulo ABC sobre
el triangulo CQF vy
utilizando la simetria
se puede verificar la
congruencia.

De este modo, se
evidencia la
aprehensién

discursiva y se sitla

en el paradigma G1.
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rectos de los
cuadrados y los

angulos del triangulo

equilatero.
Se evidencia
implicitamente la

aprehension

secuencial en la
construccion.

Respuesta correcta.
Asigna los rétulos a
y B a los é&ngulos
obtuso y agudo del

paralelogramo.

dos pares de
angulos
suplementarios.

El orden de
presentacion de
estos procedimientos
fue inverso,
registrando primero
el segundo.

Estos
procedimientos los
registra al lado de la
configuracion.

Se evidencia asi una
aprehensién
discursiva al
asociar el
procedimiento a un

teorema o

138




propiedad.

ES3

Construye la
configuracion sobre
un triangulo
‘parecido” a un
triangulo  equilatero
(indica el angulo de
60°).

Rotula
correctamente  las
unidades figurales.
Utiliza transportador
para medir uno de
los angulos del

paralelogramo y asi

determinar los
restantes.

Los valores
asignados estan

No la especifica,
pero la registra en la

configuracion.

No la especifica,
pero la registra en la

configuracion.

Argumenta que si
son congruentes,
porque sus angulos
interiores y
exteriores son
iguales y sus lados
miden lo  mismo,
comprobado con
regla graduada.

Se sitta en el

paradigma G1.
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Calcula valores
aproximados,
determinados por el
uso del instrumento
de medicion, y la
impericia del
estudiante.

Utiliza la propiedad
de que los angulos
opuestos son iguales
y los angulos
adyacentes son
suplementarios.
Respuesta correcta

por la configuracion.

Construye la
configuracion  sélo

con regla.

Indica que no puede
determinar la medida argumentando

del &ngulo indicado,

Indica la congruencia
entre los triangulos
CQF y QCD
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Rotula argumentando que aportados por la argumentando que el
correctamente. desconoce las respuesta 2. triangulo CQF es un
Achura el medidas del reflejo del triangulo
paralelogramo triangulo y que no se ABC el QCD es una
requerido. sefiala qué tipo de rotacion y traslacion
La aprehension triangulo es, e indico del triangulo ABC
secuencial es que no utilizo el De este modo se
evidenciada transportador. evidencia una
tacitamente. aprehensién
Respuesta correcta. discursiva, al
asociar propiedades
y movimientos
figurales.
ES Construye y rotula Para calcular el |e Utiliza que los No aborda esta
correctamente la angulo FCD, utiliza angulos opuestos del tarea.

configuracion

solicitada sobre la

base de un tridngulo

equilatero e

indica

la identidad que dice
que la suma de los
angulos que

conforman un angulo

paralelogramo  son
de igual medida. Asi
determina que éste

vales 360°.
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las medidas
angulares,
Se evidencia la
aprehension
secuencial al dar
cuenta del

enunciado.

completo es 360°.

E6

Su configuracién no
da cuenta del
enunciado.

Se evidencia que no
reconoce las
caracteristicas de un
paralelogramo.

A pesar de eso,
dibuja y rotula
correctamente los
cuadrados, utilizando

regla y compas para

Formula una
ecuacion (correcta)
para determinar el
angulo solicitado.

Indica que la medida
es de 135° sin
especificar como la
obtuvo, sin embargo
se infiere de esto
gue le otorgd a uno
de los é&ngulos del

triangulo el valor de

Entrega un valor de
55°, calculado con
transportador.
Respuesta

incorrecta.

Mediante una
traslacion de 45°
indica errbneamente
gue los triangulos
ABC y QCD son
congruentes, ya que
las traslaciones no
se miden en grados,
y las dos figuras no
son congruentes por

construccion.
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trazar sus
perpendiculares.
En vez de trazar un
paralelogramo,
dibuj6 un deltoide
(cuadrilatero
formado por dos
triangulos isésceles
de base comun).

La aprehensién
secuencial no es
evidenciada
correctamente.
Respuesta

incorrecta.

45°,

E7

Construye
correctamente el
triangulo equilatero y

los dos cuadrados,

Afirma que la suma
de los  angulos
interiores de un

paralelogramo es de

De igual manera,
afirma sin
justificacion que el

angulo solicitado

No la aborda.
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pero a estos ultimos
los rotula
incorrectamente  (al
revés), por lo que la
configuracion no da
cuenta del
enunciado.

A patrtir de las
diagonales de los
cuadrados trata de
dibujar un
paralelogramo
(deltoide), pero por
impericia en el uso
del instrumento, no
traza exactamente

un paralelogramo.

A los angulos

obtusos del supuesto

360°, y que los
angulos opuestos
son iguales,
concluyendo que el
angulo pedido es de
90°.

Respuesta

incorrecta.

mide de 90°.
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paralelogramo
asigna las medidas
de 90°.

La interaccion entre
las aprehensiones
discursivay
operativa no es
correcta.
Respuesta

incorrecta.

ES8

Construye —con
regla y compas— y
rotula correctamente
la configuracion a
partir de un triangulo
equilatero.

Traza una diagonal
del paralelogramo,

determinando dos

Afirma que la medida
del angulo solicitado
corresponde a la
suma de dos de los
angulos interiores
del triangulo, pero no
indica valor
(supuestamente es

120°, por tratarse de

Sin justificacion,
indica que la medida
del angulo solicitado
es 60°.

Afirma que ambos
triangulos son
congruentes con el
triangulo ABC, vya
gue poseen las
mismas medidas de
sus angulos
interiores.

Observa claramente

145




triangulos, que pinta
de distinto color.

Se evidencia la
aprehension
secuencial
tacitamente.

Respuesta correcta.

un

equilatero).

triangulo

(aprehension

perceptiva) que el

triangulo es
equilatero, al
construir los

cuadrados sobre los
lados del triangulo
rotando el triAngulo
original sobre uno de
sus vértices,
calzando
perfectamente.

Su respuesta,
correcta, se sitta en
el paradigma G1, al
utilizar la rotacion del

triangulo.
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Respuestas de E 7 para la Situacion 2

Situacion 3:
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S3

T1

T2

T3

E1l

e Traza dos las bisectrices con
compas y regla en un triangulo
equilatero, que rotula
correctamente. Se evidencia la
aprehensién operativa, al
pasar del enunciado a la
construccioén solicitada,
ademas, la aprehension
secuencial, tacitamente.

e Afirma que si se puede
determinar la tercera bisectriz,
al tener la interseccion de las
bisectrices y al unirla con el
tercer vértice.

e Respuesta correcta.

e Afirma que el punto de
interseccion de las bisectrices
es el incentro, y que existe la
misma distancia hacia
cualquiera de los tres lados,
pero no especifica como se
determina.

e Se evidencia una
aprehensién discursiva al
referirse a esta propiedad.

e Respuesta correcta.

e Afirma la posibilidad de trazar
una circunferencia tangente a
los tres lados, pero justifica
mal, ya que se refiere a
tangentes que se forman en
cada lado y que son iguales
desde el centro. Siendo que
los lados son los tangentes a
la circunferencia, y no
tangentes a los lados.

e En la configuraciéon dibuja
inexactamente una
circunferencia circunscrita al
triangulo y otra inscrita.

e Sus respuestas estan
condicionadas por el tipo de
triangulo elegido (equilatero,

en el que coinciden simetrales,
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bisectrices y alturas), por lo
gue en otro tipo de triangulo no
hubiese respondido
correctamente valiéndose de
estos procedimientos.

Demuestra  su  respuesta
trazando la circunferencia
inscrita, y situdndose en el
paradigma G1.
Respuesta medianamente
correcta porque justifica mal,
pese a trazar correctamente
las circunferencias en

configuracion.

Traza dos las bisectrices con
compas y regla en un triangulo
equilatero,
correctamente. Se evidencia la

aprehension operativa,

La respuesta es parcial
Identifica el pun to de
interseccion como incentro, y
afirma que tienen la misma

distancia.

Afirma que si es posible
dibujar la circunferencia
tangente a los tres lados (la
gque tiene como centro la

interseccibn de las tres
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pasar del enunciado a la
construccion solicitada.
Afirma que si se puede
determinar la tercera bisectriz,
sin construirla, y lo justifica
diciendo que la bisectriz divide
a la mitad el angulo, siendo
esta justificacion insuficiente
porque para determinarla hay
que trazar una recta que pase
por el punto de interseccion ya
determinado y el tercer vértice.
Se evidencia la aprehension
secuencial de manera tacita.

Respuesta incorrecta.

La respuesta, medianamente
correcta, es condicionada por

el tipo de triangulo (equilatero).

bisectrices) y hace alusion a lo
realizado en la configuracion,
en este caso de manera
erronea porque dibujé la
circunferencia circunscrita al
triangulo y no la solicitada
(inscrita).

Si bien se evidencia la
aprehensién discursiva, ésta
se realiza deficientemente, por
lo que la respuesta es

incorrecta.

E3

Dibuja un triangulo acutangulo
y traza imprecisamente las dos
bisectrices con regla; lo rotula

correctamente, y rotula las

La respuesta es incorrecta
porque afirma errGbneamente
que el punto tiene medida.

Posiblemente es un error de

Afirma que si es posible y
justifica que
Indica que los segmentos de

las bisectrices hacia los lados
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bisectrices con mindscula bl y
b2. Se

aprehensién

evidencia la
operativa, al
pasar del enunciado a la
construccion solicitada.
Afirma que si se puede
construir la tercera bisectriz,
porque se tiene el punto de
interseccion entre las
bisectrices bl y b2. La traza
con linea punteada en la
configuracion.

Se evidencia la aprehension

redaccion.

son de igual medida.
Toma como referente uno de
trazar la

ellos para

circunferencia, y como no
corresponde al radio de
tangencia, la circunferencia no
es inscrita.

Al trazar demuestra estar en el
paradigma G1.

Su respuesta, incorrecta, esta
condicionada por lo que ve,
basandose en la aprehensién

perceptiva, pero como el

discursiva al utlizar la dibujo es trazado de manera
propiedad de las bisectrices. inexacta, desprende
Respuesta correcta. informacion erronea.

E4 Dibuja una  configuracién | ¢ Afirma que hay igualdad de Indica que al observar a

trazando arbitrariamente dos

segmentos que aparentan ser

medidas entre el punto de

interseccion y los tres lados,

configuracion no se puede

realizar una circunferencia, a
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bisectrices, determinando asi
el punto de interseccién. Se
evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccién
solicitada.

Afirma que si se puede
determinar la tercera bisectriz
porque se conoce el punto de
interseccion de las otras dos
pero no indica cdmo se traza.
Respuesta medianamente

correcta, porque indica el
elemento con que se traza
(interseccion entre las otras
dos bisectrices) pero no indica
como.

Se evidencia parcialmente la

aprehensién discursiva.

pero no justifica su respuesta.

La aprehension discursiva
estaria evidenciada solamente
si el estudiante sabe con
certeza que su respuesta esta

correcta.

menos que estén  mal
calculadas las bisectrices. Esto
evidencia que no supo como
calcular el radio de la
circunferencia circunscrita, s
pesar de que indica en la T2
gue esas medidas son iguales

Respuesta incorrecta.
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ES

Presenta una configuracion sin
rotular, con las dos bisectrices
en un triangulo isosceles. Se
evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Afirma que se puede trazar sin
problemas la tercera bisectriz,
considerando el punto del
triangulo  (supuestamente el
tercer vértice), pasando por el
incentro (punto de interseccién
de las bisectrices).

Se evidencia una
aprehension discursiva al
usar la definicion de bisectriz
de un angulo en un tridngulo.

Respuesta correcta.

Analiza la situacion

diferenciando los tipos de

triangulos para dar respuesta a

esta tarea.

Indica que las distancias
determinadas por estas
bisectrices varian.

Dibuja los dos triangulos

(equilatero e isoOsceles) con
sSus respectivas bisectrices, e
indica la igualdad de medida
de los segmentos
correspondientes con ||y [||.
No obstante lo anterior, ambas
situaciones son equivalentes
como lo presenta, ya que un
triangulo equilatero también es
isésceles.

A pesar de lo que dice y lo que

Afirma que si es posible trazar
una circunferencia tangente en
un tridngulo equilatero, pero no
lo hace, por lo que, carente de
demostracioén, la respuesta es

medianamente correcta.
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representa, la respuesta es
incorrecta, ya que se refiere a
los segmentos determinados
por el incentro en cada
bisectriz, y no a la distancia

entre el incentro y los lados.

EG6

Dibuja un tridngulo is6sceles y
traza las bisectrices basales,
cumpliendo con lo requerido.
Se evidencia la aprehensién
operativa, al pasar del
enunciado a la construccién
solicitada.

Afirma que si es posible trazar
la tercera bisectriz,
considerando el punto de
interseccion de las otras dos
bisectrices y el vértice del

faltante, y luego trazando una

Afirma que la distancia
dependera del tipo de
triangulo, que todos los lados
estan a la misma distancia de
la intersecciéon, y que en los
triangulos is6sceles y escaleno
sus medidas no son iguales.

A pesar de lo que dice y de
representarlo en un triangulo
escaleno, la respuesta es
incorrecta, ya que se refiere a
los segmentos determinados
cada

por el incentro en

Indica que si es posible trazar
la circunferencia, y para que
se cumpla esto se debe
construir un triangulo
equilatero, y que de esta
manera se construye un
circulo inscrito en el triangulo.
Representa la afirmacion en
una configuracibn con un
triangulo equilatero.

Se cumple esta firmacién por
ser un triangulo equilatero, ya

gue el punto de interseccién
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recta que pasa por ambos
puntos.

Se evidencia tacitamente una
aprehensién discursiva.

Respuesta correcta.

bisectriz, y no a la distancia

entre el incentro y los lados.

de las bisectrices también lo
es de las alturas, transversales
y simetrales. El radio de
tangencia mide el segmento
inferior de cada bisectriz.

Se evidencia en la
configuracion aprehensiones

discursiva y operativa.

E7

Presenta una configuraciéon
constituida por un triangulo
equilatero, rotulado
correctamente, y las tres
bisectrices, evidenciando de
manera tacita una
aprehension secuencial.

Se evidencia la aprehensién
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion

solicitada.

Afirma que las distancias
desde la interseccién de las
bisectrices a sus lados son
igual, pero no indica por qué.

Respuesta incorrecta.

Afirma que si es posible trazar
la circunferencia tangente,
teniendo como centro el
incentro, y la medida de los
lados se traza con un compas.
Verifica trazando la
circunferencia inscrita a mano
alzada en la configuracién.

Es correcto utilizar este centro
para trazar la circunferencia

tangente, sin embargo esta
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Afirma que si se puede trazar
la tercera bisectriz, ya que las
otras dos determinaron el
incentro por donde deben
pasar las tres bisectrices, pero
no indica como se hace esto.

Evidencia una aprehension
discursiva.
Respuesta medianamente

correcta.

respuesta es incorrecta porque
la medida del radio no es la
“‘de los lados”, sino que es la
distancia entre el incentro y

cada uno de los lados.

ES8

Dibuja un tridngulo equilatero,
traza dos de las bisectrices.
Dice que si se puede hacer la
tercera, ya que tiene que pasar
por la interseccion de las tres
bisectrices. Manifiesta
problemas de redaccion.

Se evidencia la aprehensién

operativa, al pasar del

Afirma que tienen la misma
distancia, ya que el punto de
interseccion de las bisectrices
es el punto medio. Por eso se
posee la misma distancia. Se
evidencia una aprehension
perceptiva, ya que afirma a
partir de lo que ve en su

configuracion (triangulo

De igual manera, afirma que si
es posible trazar la
circunferencia, porque el
centro es el punto medio entre
los lados del triangulo.

Respuesta incorrecta, ya que
no indica en la configuracion el
inscrito,

triangulo sino que

traza un triangulo circunscrito.
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enunciado a la construccién equilatero).
solicitada. e Respuesta parcialmente
e Respuesta inconclusa. correcta, pues depende del
tipo de triangulo.
£,
= :
.ﬁw—\—'- P

Respuestas de E 2 para la Situacion 3

Respuestas de E 3 para la Situacion 3
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Respuestas de E 6 para la Situacion 3

Respuestas de E 7 para la Situacion 3

Situacion 4:
S4 |T1 T3
E1 | e Construye la configuracién con Establece el protocolo de|e En el 7°) paso afirma que se

regla y compas, segun el
enunciado.
Rotula  correctamente las

unidades figurales.
La configuracion muestra un

trapecio rectangulo.

construccion en siete pasos.
1°)
circunferencia con radio de 4,6

Considera una
cm. 2°) Ubica el centro C y
la circunferencia. 3°)
diametro AB. 4°)

traza

Traza el

comprueba la igualdad de CD
y CP.

Representa con un arco de
circunferencia la
comprobacién en la

configuracion. Se sitia en el
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Sefiala el punto de tangencia e
indica la perpendicularidad.

Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

Ubica el punto T y traza la
tangente m (no indica como).
5°) Desde el punto A traza una
tangente (perpendicular) a la
recta m determinando el punto
D, y repite el proceso desde B
determinando P.

El 6°)

diciendo que con centro en C

paso lo describe
se traza una circunferencia
que pasa por los puntos D y P,
de radio CD o CP que son de
la misma distancia. Con esto
prueba que ambas distancias
son iguales, es decir realiza la
T3.

Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

paradigma G1.

Se evidencia la interaccion de
las aprehensiones
discursiva y operativa.

Respuesta correcta.
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E?2

Construye la configuracion con

regla y compas, segun el
enunciado y rotula
correctamente las unidades
figurales.

Considera la

perpendicularidad, tanto a la
recta m como al diametro AB.
En estas condiciones las
configuracion  muestra  un
rectangulo.

Sefala el punto de tangencia.
Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

Establece el protocolo de
construccion en siete pasos.
1°) Considera una
circunferencia con radio de 6
cm y didmetro 12 cm. 2°) El
centro lo denota por C. 3°)
Traza la circunferencia vy
designa el didmetro por AB.
4°) Traza la tangente m (no
indica como), designa el punto
de tangencia por C (T). 5°)
Desde el punto A traza una
perpendicular a la recta m
determinando el punto D. 6°)
repite el proceso desde B
determinando P.

Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

Enumera como 7°) el paso del
protocolo, para describir que
ChD = CP
circunferencia de radio CP.

trazando una

Se sitta en G1.

Se evidencia la interaccion de
las aprehensiones
discursiva y operativa.

Respuesta correcta.
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E3

Construye la configuracion con

regla y compas, segun el
enunciado y rotula
correctamente las unidades
figurales.

Considera la

perpendicularidad, tanto a la
recta m como al diametro AB.
En estas condiciones las
configuracion  muestra  un
rectangulo.

Sefiala el punto de tangencia.
Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

Establece el protocolo de
construccion en seis pasos.

Se da un segmento de 12 cm
e indica que ese sera el
diametro AB y que el radio
serd de 6 cm.

1°) Traza un radio para ubicar
el diametro AB. 2°) Traza la
circunferencia con tal radio. 3°)
Traza el diametro encontrando
Ay B. 4°) Ubica el punto T y
traza la tangente m (no indica
como). 5°) Desde el punto A
traza la perpendicular a la
recta m determinando el punto
D, y repite el proceso desde B
determinando P.

Se evidencia la aprehension

secuencial.

Como 6°) paso del protocolo,
indica que al trazar una
circunferencia de radio CP con
centro en C se prueba que CD
= CP.

Se sitla en G1.

Se evidencia la interaccion de
las aprehensiones
discursiva y operativa.

Respuesta correcta.
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Respuesta correcta.

E4

Construye la configuracion con

regla y compas segun el

enunciado, y rotula
correctamente las unidades
figurales.

Considera la

perpendicularidad, tanto a la
recta m como al didmetro AB.

Traza los segmentos que debe

probar que son de igual
longitud.
En estas condiciones la

configuracion  muestra  un
rectangulo.

Sefiala el punto de tangencia.
Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del

enunciado a la construccion

Describe un procedimiento sin
orden de construccion.

La descripcion es la siguiente:

1°) se traza un tangente m. 2°)
se dibuja el circulo. 3°) asi
aparece el punto T. 4°) se
traza el diametro. 5°) aparecen
los puntos Ay B. 6°) como son
paralelos a los puntos de la
tangente m se puede trabajar
sin problemas.

La aprehensién secuencial
no se evidencia claramente, ya
gue en su descripcibn no se
respeta el orden de
construccion.
Respuesta medianamente

correcta.

Justifica la igualdad de los
segmentos indicando que C es
el centro de la circunferencia y
los puntos A 'y B son paralelos
a la tangente m trazada, por lo
cual cualquier punto dentro del
didmetro sera paralelo a los
puntos de la tangente. Por lo
cual si es la misma medida
obviamente la distancia de CD
es la misma que CP.
El estudiante muestra
evidentes problemas de
redaccion.

La aprehensién discursiva

es deficiente.
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solicitada.

Respuesta correcta.

ES

Construye la configuracion con

regla y compas, segun el
enunciado.
Rotula  correctamente las

unidades figurales.

La configuracion muestra un
trapecio rectangulo.

Sefiala el punto de tangencia e
indica la perpendicularidad.

Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccién
solicitada.

Respuesta correcta.

Formula su protocolo de
construccion.

1°) Determina el radio de 5
cm. 2°) Ubica el punto C y
traza un circunferencia. 3°)
diametro AB. 4°)

Ubica el punto T y traza la

traza el

tangente m. 5°) Desde el
punto A traza una tangente
(perpendicular) a la recta m
determinando D, y 6°) de igual
manera desde B determinando
el punto P.

Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

Indica que con centro en C se
traza una circunferencia que
pasa por los puntos D y P, de
radio CD o CP que son de la
misma distancia. Con esto
prueba que ambas distancias
son iguales.

Se sitta en G1.

Se evidencia la interaccion de
las aprehensiones
discursiva y operativa.

Respuesta correcta.

E6

Construye la configuracion con

Describe un procedimiento

Indica que para probar su
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regla y compéas, segun el
enunciado.
Rotula  correctamente las

unidades figurales.

La configuracion muestra un
trapecio rectangulo.

Sefala el punto de tangencia e
indica la perpendicularidad.
Traza los segmentos que debe
probar que son de igual
longitud.

Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

como  protocolo, es el
siguiente:

1) se requiere de un compas y
una regla. 2) calcula “el punto
medio” y luego dibuja la
circunferencia. 3) “encuentra’
los trazos AD y BP, todo con
compés (sefiala figura 1). 4)
indica los siguientes pasos:
construir el segmento AB,
luego encontrar el punto medio
C, luego hacer una
circunferencia con centro C,
luego el punto T, trazando una
recta, para finalmente
encontrar los puntos de IP.

La aprehensién secuencial
no esta completamente clara

porque no respeta totalmente

igualdad se debe construir otra
circunferencia con radio CD o
CP, y de esta manera, si la
circunferencia pasa por ambos
puntos, estos segmentos son
iguales.

Remite a la figura 1 indicando
gue los segmentos CD y CP
son iguales, ya que Ila
circunferencia pasa por los
dos puntos (CD y CP).

Se produce la interacciéon
entre las aprehensiones
discursiva y operativa. Se

sitia en el paradigma G1.
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el orden de construccion.
Respuesta medianamente
correcta, tiene problemas de

redaccion.

E7

Construye la configuracién con

regla y compéas, segun el
enunciado.
Rotula  correctamente las

unidades figurales.

La configuracion muestra un
trapecio rectangulo.

Sefala el punto de tangencia e
indica la perpendicularidad.

Se evidencia la aprehensién
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

Establece el protocolo de
construccion en los siguientes
siete pasos.

1) traza un segmento AB,
luego busca el punto medio
gue corresponde al punto C. 2)
desde el punto C se hace una
circunferencia de radio BC o
AC. 3) se traza una recta que
intersecte un punto de la
circunferencia (tangente), sea
la recta m. 4) se buscan los
puntos D y P, encontrando las
perpendiculares de los puntos

Ay B con respecto a la recta

Indica que usando como radio
CD o CP se prueba la igualdad
con la semicircunferencia de
centro C.

Se evidencia la interaccion de
las aprehensiones
discursiva y operativa.

Respuesta correcta.

166




m (tangente).
Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

ES8

Construye la configuracion con

regla y compas segun el

enunciado, y rotula
correctamente las unidades
figurales.

Considera la

perpendicularidad, tanto a la
recta m como al diametro AB.

Traza los segmentos que debe

probar que son de igual
longitud.
En estas condiciones la

configuracion  muestra  un
rectangulo.

Sefala el punto de tangencia.

Establece el protocolo de
construccion en los siguientes
siete pasos.

1) se traza la recta m, tangente
a la circunferencia,
apareciendo el punto T. 2) el
diametro de ella. 3) posterior a
ello, los puntos D y P, los que
deben ser perpendiculares a
m. 4) una vez que se forman
los segmentos AD y BP, 5)
tras ellos se miden los
segmentos CD y CP.

La aprehensién secuencial

no estd completamente clara

Indica que los segmentos
tienen la misma longitud (5,2
cms.), ya que le diametro
dividido en 2 a la
circunferencia y  cualquier
segmento desde el diametro
sera de la misma medida, esto
se da ya que la recta m es
paralela al diametro.

La aprehension discursiva
deja de manifiesto que en la
configuracion construyé un
rectangulo.
Ademas, se presenta la

interaccion entre las
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e Se evidencia la aprehension
operativa, al pasar del

enunciado a la construccion

porque no respeta totalmente
el orden de construccion.

e Respuesta medianamente

aprehensiones operativa y
discursiva.
La respuesta, correcta, se

sitia en el paradigma G1.

solicitada. correcta, tiene problemas de
e Respuesta correcta. redaccion.
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Respuesta de E3 para la Situacion 4

Respuesta de E6 para la Situacién 4

Respuesta de E8 para la Situacién 4
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Situacioén 5:

S5

T1

T2

T3

T4

E1l

Construye un
triangulo acutangulo,
rotulandolo
correctamente.

Traza las tres alturas

con escuadra,
determinando el
ortocentro y
rotulandolo
correctamente.

Se evidencia la

aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

Con regla y compas

determina el centro

de la circunferencia
solicitada.
Traza la

circunferencia.
Se

aprehensién

evidencia la

secuencial.

Respuesta correcta.

e Traza las tangentes
arbitrariamente,
determinando los
puntos P y Q (no
indica como).

e Se

aprehension

evidencia la

secuencial, pero no
hay precision en el
de

en la

trazado las
tangentes
configuracion.

e Respuesta
medianamente

correcta.

e Afirma que el trio de

puntos forma un
triangulo
obtusangulo
(aprehension
discursiva).

e Respuesta
incorrecta, ya que si
el trazado de las

tangentes  hubiese

sido con precision,
los tres puntos son
colineales, es decir

no existe triangulo.

169




E?2

Construye un
triangulo acutangulo,
rotulandolo
correctamente.

Traza las tres alturas

con escuadra,
determinando el
ortocentro y
rotulandolo
correctamente.

Se evidencia la
aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

Con regla y compas
determina el centro
de la circunferencia
solicitada.

Traza la
circunferencia.

Se evidencia la
aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

Traza las tangentes
arbitrariamente,
determinando los
puntos P y Q (no
indica como).

Se evidencia la
aprehensién
secuencial, pero no
hay precision en el
trazado de las
tangentes en la
configuracion.
Respuesta
medianamente

correcta.

e Afirma que el trio de
puntos forma un
triangulo
obtusangulo
(aprehension
discursiva).

e Respuesta
incorrecta, ya que Si
el trazado de las
tangentes  hubiese

sido con precision,

los tres puntos son
colineales, es decir

no existe triangulo.

E3

Realiza dos veces la
actividad,
descarando la

primera, no obstante

Con regla y compas
determina el centro
de la circunferencia

solicitada.

Traza las tangentes
arbitrariamente,
determinando los

puntos P y Q (no

e No indica qué tipo de
triangulo es
conformado por el

trio de puntos.
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esto, la primera
configuracion da
cuenta del
enunciado.

En la  segunda
configuracion,
construye un

triangulo acutangulo,
rotulandolo
correctamente.

Traza las tres alturas

con escuadra,
determinando el
ortocentro y
rotulandolo
correctamente.

Se evidencia la
aprehensién

secuencial.

Traza la
circunferencia.

Se evidencia la
aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

indica como).

Se evidencia la
aprehension
secuencial, pero no
hay precision en el
trazado de las
tangentes en la
configuracion.
Respuesta
medianamente

correcta.

Tanto en la primera
como en la segunda
configuracion, se
visualizan triangulos
extremadamente

obtusos, tendiendo a
la colinealidad. Esto
se debe a Ila
imprecision de la

construccion.
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Respuesta correcta.

E4 Construye un Con regla y compas Traza las tangentes | ¢ Afirma que el trio de
triangulo acutangulo, determina el centro arbitrariamente, puntos forma un
rotulandolo de la circunferencia determinando los triangulo
correctamente. solicitada. puntos P y Q (no obtusangulo
Traza las tres alturas Traza la indica como). (aprehension
con escuadra, circunferencia. Se evidencia la discursiva).
determinando el Se evidencia la aprehension e Respuesta
ortocentro y aprehensién secuencial, pero no incorrecta, ya que si
rotulandolo secuencial. hay precision en el el trazado de las
correctamente. Respuesta correcta. trazado de las tangentes  hubiese
Se evidencia la tangentes en la sido con precision,
aprehension configuracion. los tres puntos son
secuencial. Respuesta colineales, es decir
Respuesta correcta. medianamente no existe triangulo.

correcta.

ES Construye un Con regla y compas Traza las tangentes | ¢ Afirma que el

triangulo acutangulo,

rotulandolo

determina el centro

de la circunferencia

arbitrariamente,

determinando los

triangulo es

escaleno.
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correctamente.

Traza las tres alturas

con escuadra,
determinando el
ortocentro y
rotulandolo
correctamente.

Se evidencia la
aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

solicitada.

Traza la
circunferencia.

Se evidencia la
aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

puntos P y Q (no
indica como).

Se evidencia la
aprehension
secuencial, pero no
hay precision en el
trazado de las
tangentes en la
configuracion.
Respuesta
medianamente

correcta.

Se evidencia la
aprehension
secuencial.
Respuesta
incorrecta, ya que Si
el trazado de las
tangentes  hubiese
sido con precision,
los tres puntos son
colineales, es decir

no existe triangulo.

E6

Construye un
triangulo acutangulo,
rotulandolo
correctamente.
Traza las tres alturas
con escuadra,

determinando el

Con regla y compas
determina el centro
de la circunferencia
solicitada.

Traza la
circunferencia.

Se evidencia la

Traza las tangentes
arbitrariamente,
determinando los
puntos P y Q (no
indica cOmo).

Se evidencia la

aprehension

Afirma gue el
triangulo es
obtusangulo

isosceles, debido a

que el triangulo
acutangulo que
consideré6  también
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ortocentro y aprehensién secuencial, pero no es isosceles.
rotulandolo secuencial. hay precision en el Se evidencia la
correctamente. e Respuesta correcta. trazado de las aprehension
Se evidencia la tangentes en la secuencial.
aprehension configuracion. Respuesta
secuencial. Respuesta incorrecta, por la
Respuesta correcta. medianamente imprecision del
correcta. trazado de las
tangentes.
E7 Construye un | e Con regla y compas Traza las tangentes Afirma que el

triangulo acutangulo,

rotulandolo

correctamente.

Traza las tres alturas

con escuadra,
determinando el
ortocentro y
rotulandolo
correctamente.

determina el centro
de la circunferencia
solicitada.

Traza la
circunferencia  con
compas pero
imprecisamente.

Se evidencia la

aprehension

arbitraria e

imprecisamente, vy

sin indicar como,
determinando los
puntos Py Q.

Se evidencia la
aprehension
secuencial, pero no

hay precision en el

triangulo es
escaleno.

Se evidencia la
aprehension
secuencial.
Respuesta
incorrecta, ya que
por ser impreciso el

trazado de las
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Se evidencia la
aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

secuencial.

Respuesta correcta.

trazado de las
tangentes y la
circunferencia.
Respuesta
medianamente

correcta.

tangentes, no se
evidencia la
colinealidad de los

tres puntos.

ES8

Dibuja un triangulo
acutangulo

isésceles.

Traza “alturas” de
modo impreciso Yy
arbitrario, pese al
uso de regla. No
obstante, determina
un punto de
interseccion de los
tres segmentos, al
cual rotula como H.

Se evidencia la

Determina el centro
y traza la
circunferencia.
Se evidencia la
aprehensién
secuencial.

Respuesta correcta.

Traza las tangentes
arbitrariamente y sin
explicacion,
determinando los
puntos Py Q.

Se evidencia la
aprehension
secuencial, pero no
hay precision en el
trazado de las
tangentes y la
circunferencia.

Respuesta

Afirma que el
triangulo es
obtusangulo

isdsceles, debido a

que el triangulo

acutangulo que
consider6  también
es isosceles.

Se evidencia la
aprehension
secuencial.
Respuesta

incorrecta, por la
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aprehensién
secuencial.
e Respuesta
medianamente
correcta, por la
imprecision en el

trazado.

correcta.

medianamente

del

las

imprecision
trazado de

tangentes.

Respuesta de E2 para la Situacion 5

Respuesta de E3 para la Situaciéon 5

Respuesta de E5 para la Situacién 5

Situacion 6:
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S6

T1

T2

T3

E1l

Realiza la  configuracion
utilizando regla y compas.
Respeta la consigna.

Rotula  correctamente las
unidades figurales.

Se evidencia la aprehension

secuencial, ya que se respeta

el orden de construccion.
Ademas, la aprehensidn
operativa, al pasar del

enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

Establece el siguiente
protocolo de construccion:
1)

acutangulo

construye un triangulo
ABC,

traza la altura del vértice B al

escaleno

lado AC (no indica el rotulo del
pie de la altura, D, pero lo
indica en la configuracion). 2)
traza la perpendicular a AB
que pasa por el vértice A. 4)
traza una perpendicular a BC
gue pasa por el vértice C. 5)
ubica N en la perpendicular
que pasa por AB, haciendo a
N = DC (establece dos puntos
N 'y

configuracion). 6) ubica M en

los registra en la

de

como séptimo

e En el protocolo
construccion,
paso, muestra la equidistancia,
indicando que con centro en B
se traza una circunferencia
gue pasa por los puntos M y

N, siendo asi BM = BN, y que

equivalen al radio de la
circunferencia.
e Se evidencia la interacciéon

entre las aprehensiones
secuencial y discursiva.

e La respuesta, que se ubica en
el paradigma G1, es correcta.

e Se

aprehensién

la

ya
gue se efectia el pasaje del

concluye con

operativa,
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la perpendicular que pasa por
CB, haciendo a CM = AD
(determinando dos puntos M,
que registra en la
configuracion).

Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

E?2

Realiza la configuracion
utilizando regla y compés
sobre un triAngulo equilatero.
Respeta  parcialmente la
consigna, ya que no considera
toda la informacion.

Rotula las unidades figurales.
Se evidencia la aprehension
secuencial, ya que un orden
de construccion con la

informacion parcial.

Establece el siguiente
protocolo de construccion para
la configuracion que presenta:
1) Construye un triangulo
equilatero de lado 6 cm. 2)
COnstruye la perpendicular en
A (Asigna AN a esta
perpendicular). 3) Construye la
perpendicular en C (signa CM
a esta perpendicular). 4) A la

interseccion de las

La equidistancia gqueda
determinada por construccion,
con la informacién que utilizé.
Se evidencia la interaccion
entre las aprehensiones
secuencial y discursiva para
Su construccion.

La respuesta, incorrecta, se

ubica en el paradigma G1.
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Respuesta parcialmente

correcta.

perpendiculares le asigna el
rotulo N. 5)

equidistancia, al

Fuerza la
trazar con
compés un arco de radio BN, y
a ese punto lo denota por M.
Se evidencia la aprehension
secuencial, en su protocolo
de construccion.

Respuesta incorrecta para lo
solicitado.

ES3

Construye una configuracion

sobre un triangulo ABC
rectangulo en C.

Puesto que la altura trazada
desde el vértice B coincide con
el cateto BC, el pie de tal
altura coincide con C, es decir
C=D.

En tales condiciones, |DCJ|=0,

Establece el siguiente
protocolo de construccion:

1) sobre un triangulo
acutangulo escaleno se traza
la altura interior al vértice AC,
encontrando el punto D. 2)
traza una perpendicular a AB
por A, encontrando los puntos

N y N. 3) se traza una

5) traza una
semicircunferencia que pasa
por M, M’, N y N, con centro
en B, para comprobar que son
equidistantes.

Se evidencia la interaccion
entre las aprehensiones
secuencial y discursiva.

La respuesta, que se ubica en
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es decir A=N, por lo que solo
se puede determinar M a una
distancia AD.

La configuracion esta correcta,
con la salvedad de que la
altura no es interior.

Si traza el arco de radio AB
(=NB), claramente pasa por M,
mostrando la equidistancia.

No se da cuenta de esto, por
lo que afirma que en un
triangulo rectangulo no se
puede construir la
configuracion.

Por otro lado, si el triangulo
fuese rectangulo pero en B, se
podria trazar la altura interior,
también la

y se tendria,

configuracion solicitada.

perpendicular a BC por C,
encontrando los puntos M vy
M. 4)
puntos My N se deben tomar
las medidas de CD y DA.

para encontrar los

Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

el paradigma G1, es correcta.
Se

aprehension

con la

ya
gue se efectla el pasaje del

concluye
operativa,
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.
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Su segunda configuracion la
construye sobre un triangulo
acutangulo escaleno, con regla
y compas.

Respeta la consigna.

Rotula  correctamente las
unidades figurales.

Se evidencia la aprehension
secuencial, ya que se respeta
el orden de construccion.
Ademéas, la aprehensién
operativa, al pasar del
enunciado a la construccion
solicitada.

Respuesta correcta.

E4

Solo construye un triangulo
ABC acutangulo, y traza sus
tres alturas interiores.

No concluye la tarea.

No la aborda.

No la aborda.
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ES

Construye una configuracion
sobre un triangulo isOsceles,
rotula correctamente.

Traza la altura interior vy
establece el pie rotulandolo
por D.

Se equivoca al dibujar
perpendiculares a AC en Ay
en C,

hacer ABen Ay BC en C.

siendo que deberia

Se evidencia la aprehension
secuencial en las dos
primeras etapas de la
configuracion, que son las que
alcanza a realizar.

Respuesta incorrecta.

Establece el siguiente
protocolo de construccion:

1) dibuja un triAngulo ABC. 2)
traza la altura interior BD. 3)
traza la perpendicular AN
desde AB. (errbneamente, ya
gue es perpendicular a AC) 4)
CM

desde BC (errbneamente, ya

traza la perpendicular
gue es perpendicular a AC).
Se evidencia la aprehension
secuencial en las dos
primeras etapas de la
configuracion, que son las que
alcanza a realizar.

Respuesta incorrecta.

No la aborda.

E6

Realiza la configuracion
utilizando regla y compas.

Respeta  parcialmente la

Establece el siguiente
protocolo de construccion:

1) construye un triangulo ABC.

No la especifica, pero traza en
la configuraciébn un arco que

pasa por N y M. se ubica en el
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consigna, porque determina
los puntos N y M a partir de
segmentos perpendiculares en
vez de rectas perpendiculares.
Si hubiese trazado las rectas
perpendiculares, hubiese
determinado pares de puntos,
dos My dos N.

Rotula  correctamente las
unidades figurales.

Se evidencia la aprehension
secuencial, ya que se respeta
el orden de construccion, y la
aprehension operativa, al
pasar del enunciado a la
construccion solicitada.

Respuesta correcta.

2) busca la perpendicular a B
en el segmento AC, pero

redacta al revés, (deberia
haber indicado que busca la
perpendicular al segmento AC
en el punto B).

Se evidencia la aprehension
secuencial.

Respuesta correcta.

paradigma G1.

e La aprehensién secuencial

esta tacita.

e Respuesta correcta.

E7

Construye una configuracion

sobre un triangulo isosceles,

Establece el siguiente

protocolo de construccion:

e No la aborda.

183




rotula correctamente.

Traza la altura interior y
establece el pie rotulandolo
por D.

Se equivoca al dibujar
perpendiculares a AC en Ay
en C, siendo que deberia
hacer ABen Ay BC en C.

Se evidencia la aprehension
secuencial en las dos
primeras etapas de la
configuracion, que son las que
alcanza a realizar.

Respuesta incorrecta.

1) dibuja un triAngulo ABC. 2)
traza la altura interior BD. 3)
traza la perpendicular AN
desde AB. (errbneamente, ya
gue es perpendicular a AC) 4)
traza la perpendicular CM
desde BC (errbneamente, ya
gue es perpendicular a AC).
Se evidencia la aprehension
secuencial en las dos
primeras etapas de la
configuracion, que son las que
alcanza a realizar.

Respuesta incorrecta.

ES8

So6lo construye un triangulo
ABC acutangulo, traza sus tres
alturas interiores 'y rotula
correctamente el pie de cada

altura.

No la aborda.

No la aborda.
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e No concluye la tarea.

a) Construir la configuracién resultante »
b) Establecer el profocolo de construccion
¢) Mostrar que M y N son equidistantes del vértice B
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Respuesta de E3 para la Situacioén 6

Respuesta de E6 para la Situacion 6

Respuesta de E7 para la Situacion 6
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3.5.2. Confrontacion entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori. (Primera

etapa).

Situacion 1;

La situacion 1 esta relacionada con el teorema de la desigualdad triangular. Los
datos que se utilizan en las tareas estan dados con medidas en centimetros.
Los estudiantes E1, E2, E4 y E6 trazan los segmentos con las medidas dadas y
a partir de ella construyen el triangulo solicitado y lo rotulan con las medidas
dadas. Argumentan directamente con el teorema de la desigualdad triangular y
verifican con las mediadas dadas, salvo en el caso del estudiante E6. Los
estudiantes E7 y E8 no realizan la verificacion. Todo lo anterior esta dado
segun el andlisis a priori. No obstante, el estudiante E3 argumenta
erroneamente la imposibilidad de construccion del triangulo con el hecho de que
no se cumple un teorema que no es pertinente (teorema de Pitagoras).

Construye una configuracion que no da cuenta del triangulo solicitado.

Respecto a la tarea 2, E1, E2, E5, E7 y ES8, por la impericia en el uso de los
instrumentos, construyen con las medidas dadas un triangulo inexistente.
Algunos cambian su argumentacion al teorema de la desigualdad triangular le
agregan el “mayor o igual”’, es decir, la suma de dos lados debe ser mayor o
igual al tercer lado. Aqui se aprecia una aprehension perceptiva erronea, ya

gue cambian la propiedad o teorema segun lo construido.
La interaccion entre las aprehensiones perceptiva y discursiva es deficiente.

En todos los casos anteriores se evidencia la interacciéon entre las

aprehensiones discursiva y operativa.
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El estudiante E3 nuevamente se basa en el teorema de Pitagoras,
respondiendo mal a la tarea. El estudiante E4 no indica si existe o no el
triangulo, a pesar de que lo construye, pero afirma que la suma de dos

segmentos es el tercero. No concluye la tarea.

En cuanto a la tarea 3, todos afirman que no es posible construir el triangulo.
Salvo el estudiante E3 (que argumenta con el teorema de Pitdgoras), todos
argumentan con que no se verifica el teorema de la desigualdad. E1, E2 y E4
verifican formulando las desigualdades. E7 y E8 representan la configuracion

establecida en el analisis a priori.

En las respuestas correctas se evidencia la interaccion entre las
aprehensiones perceptiva, operativa y discursiva, al construir lo solicitado, al
visualizar propiedades vy al justificar verbalmente lo construido, respetivamente,

segun el andlisis a priori.

Sobre la tarea 4, la conjetura es utilizada para justificar las tareas anteriores.
Los estudiantes E4, E6 y E7 formulan el teorema de la desigualdad triangular.
De esta manera se manifiesta sélo la aprehension discursiva. Claramente los
estudiantes tenian como conocimientos previos el teorema de la desigualdad

triangular.

Situacion 2:

En cuanto a la tarea 1, la construccion de las configuraciones de los estudiantes
fue hecha con regla graduada, evidenciandose una aprehensién secuencial
de segmentos, lados de triangulo, lados de paralelogramos. E2, E5 y ES8

construyen la configuracibn sobre un triangulo equilatero, por lo cual el
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paralelogramo construido resulta ser un rombo, y los dos cuadrados,

congruentes.

El andlisis a priori esta hecho sobre la base de un triangulo cualquiera, pero los
estudiantes realizaron la actividad usando un triangulo equilatero. E1 lo hace
para un triangulo rectdngulo, el clasico de 3, 4 y 5 centimetros. E3 considera un
triangulo acutangulo escaleno, pero reescribe el angulo y le asigna 60°. E6 lo
hace también con un triAngulo acutangulo escaleno. E7 lo hace con un triangulo
equilatero, pero rotula mal los cuadrados, lo que lo lleva a construir un
paralelogramo hacia el triangulo. Asi, no cumple con lo solicitado. E6 confunde
el paralelismo llegando a construir un deltoide en vez del paralelogramo

requerido.

Respecto a la tarea 2, los estudiantes E2, E5 y E8 determinan facilmente la
medida requerida, recurriendo a las propiedades de los paralelogramos y de un
angulo completo; por lo tanto se evidencia una interaccion entre las
aprehensiones perceptiva y discursiva. E3 calcula las medidas con un
transportador y no se condice con la medida angular que se da en el triangulo,
pero aplica las propiedades de los paralelogramos. E4 indica que no se puede
calcular porque el triangulo no tiene las medidas dadas. E6 indica el
procedimiento para calcularlo pero utiliza un valor (45°) no identificado en la

configuracion. E7 indica un valor azaroso de 90° sin justificacion.

E1l utilizé en su configuraciéon un tridngulo rectangulo de medidas 3, 4 y 5
centimetros. Se escapa del contexto de la actividad al introducir la trigonometria
en el triangulo rectangulo, determinando con calculadora la medida de 53,13°
para el angulo ABC, y las propiedades de los cuadrilateros y de la medida de un

angulo completo determina el valor del angulo requerido.
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En todos los casos hay una interaccion entre las aprehensiones operativa,
perceptiva y discursiva, con excepcion de los estudiantes E6 y E7.

En cuanto a la tarea 3, tales estudiantes (E1, E2, E5 y E8) se valen del mismo
procedimiento para determinar la medida del angulo QFC. Analogamente hay
una interaccién entre las aprehensiones operativa, perceptiva y discursiva.
E2, E5y E7 no abordan la tarea 4. E1, E2, E3, E4. E6 y ES8.

E2 y E4 indican que los triangulos son congruentes si se efectlan rotaciones y
traslaciones, es decir, situandose en el paradigma G1 a través de una

aprehensién operativa.

En el caso de E1, argumenta que los tridngulos CQF y QCD son congruentes al
triangulo ABC, calculando las medidas angulares, pero no hace referencia a las
medidas de los lados, ni aplica los criterios de congruencia, por lo cual la

pruebe es insuficiente.

Se evidencia la aprehension discursiva al justificar verbalmente la prueba.

Situacion 3:

Todos los estudiantes construyen una configuracién que da cuenta del trazado
de dos de las bisectrices interiores de un triangulo ABC, y no todos las rotulan,
tal como se previd en el analisis a priori. Por lo tanto, se evidencia una

aprehensién secuencial tacita.

Respecto a la tarea 1, todos afirman que si es posible trazar la tercera bisectriz

sin construirla. De esta manera, se evidencia el conocimiento previo de las
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propiedades de las bisectrices, que todas se intersectan en un mismo punto,

llamado incentro.

En cuanto a la tarea 2, no todos los estudiantes responden correctamente, ya
que no distinguen entre distancia del incentro a los lados, y la longitud del
segmento de cada bisectriz hacia los lados tal como se preveia en el andlisis a

priori. Por esto, se aprecia una erronea aprehension perceptiva.

Sobre la tarea 3, E1, E2, E4 y E6 trazan la circunferencia circunscrita al
triangulo, lo que evidencia que no reconocen la diferencia entre ésta y la
circunferencia inscrita (tangente a los lados), dificultad que fue prevista en el

analisis a priori.

E1 también traza la circunferencia inscrita, pero sin precision. E3, E6 y E7,
ademas de afirmar que si se puede, la representan. No obstante esto y la
confusién entre radio de tangencia y segmento de la bisectriz hacia los lados,
logran trazarla porque consideraron un triangulo equilatero donde coinciden Is
mediadas de estos segmentos y el radio de tangencia, como se previo en el

analisis a priori.

En el desarrollo de esta actividad se observa una interaccion entre las
aprehensiones operativa, perceptiva y discursiva, en el caso de las

respuestas correctas.

Situacion 4:

La construccion de la figura asociada al enunciado de la Situacién 4 exigio a los

estudiantes una aprehension secuencial de trazados de segmentos.
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Todos los estudiantes realizan una construccion con regla y compas. Efectian
una aprehensiéon discursiva con cambio desde lo discursivo a lo visual en

forma correcta.

En cada una de las configuraciones de los estudiantes E1, E5, E6 y E7 el
cuadrildtero que forma parte de ésta es un trapecio rectangulo; y en las
configuraciones del resto de los estudiantes es un rectangulo, ya que estos
altimos optaron por trazar la tangente paralela al diametro. Todas estas
configuraciones fueron construidas con una buena precision. Todos los
estudiantes presentaron el protocolo de construccion, con diferencias en el nivel
de detalle de cada uno de éstos. No obstante lo anterior, se presentan

dificultades de redaccion.

El, E2, E3, E5, E6 Y E7 se sitlan en el paradigma G1, trazando un arco de
circunferencia para probar la igualdad de las longitudes de los segmentos CD y
CP. E8 calcula la distancia y E4 argumenta coloquialmente que ambos
segmentos tienen a misma medida. Estos dos ultimos estudiantes también se

sitan en el paradigma G1.

En cuanto a los conocimientos previos que se esperaba que fueran puestos en
escena, tales como los conceptos de perpendicularidad, paralelismo y tangente
a una circunferencia en un punto de ella, aplicacién de propiedades, teoremas,
efectivamente aparecieron mayoritariamente en las respuestas de los

estudiantes que en general se situaron en el paradigma G1.

Situacion 5;
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La construccion de la configuracion asociada a las cuatro tareas implicd una
aprehensién secuencial de trazado de segmentos: lados del triangulo, alturas,

ademas trazar una circunferencia y tangentes a ellas.

Cabe mencionar que la consigna de la situacion 5 corresponde a una secuencia
de construccion de la configuracién, para la cual todos los estudiantes se
valieron de regla o escuadra, y compas. No obstante, sus configuraciones
presentan imprecisiones, evidenciadas en la construccion de un triangulo
obtuso con los puntos del trio PQR, los cuales por ser definidos en el analisis a
priori como colineales no pueden conformar un tridngulo (siendo ésta la
respuesta a la tarea 4). Sin embargo este sesgo estaba contemplado en el

analisis a priori.

Por otro lado, todos los estudiantes rotularon correctamente la configuracion.

En todo caso, se evidencia una aprehensién operativa parcial, ya que el
pasaje del enunciado a la construccion  solicitada es impreciso. La
aprehensién secuencial viene dada por el orden de las tareas. La
aprehensién perceptiva se manifiesta al dar cuenta de la tarea 4, ya que al
visualizar el triAngulo se establece que es obtusangulo. Claramente la
imprecision en el uso de los instrumentos llevo a los estudiantes a conclusiones

equivocadas.

Situacion 6:

La construccion de la figura asociada al enunciado implicé una aprehension
secuencial de trazados de segmentos: lados del triangulo, la altura y las
perpendiculares; ademas de la determinacién de los puntos M y N bajo las

condiciones establecidas en la hipotesis.
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Las configuraciones de los estudiantes E1, E2, E3, E5 y E6 dieron cuenta del
enunciado correctamente; sus construcciones estan hechas con regla y
compas, efectuando una aprehension discursiva con cambio desde lo
discursivo a lo visual. No obstante la configuracion realizada por E6 fue parcial,
ya que establecid los puntos M y N como Unicos, y no en duplas como se
esperaba en el andlisis a priori. E4 y E8 construyeron el triangulo y trazaron la
altura sin continuar con las instrucciones, lo que podria significar debilidad en
los conocimientos requeridos. E5 y E7 construyen una configuracion sobre un
triangulo isdsceles, trazando la atura interior y estableciendo el pie, rotulandolo
correctamente; pero se equivocan al dibujar perpendiculares no pedidas,
dejando la configuracion inconclusa. Ademas, de la semejanza entre sus
configuraciones y respuestas se evidencia que conversaron entre ellos en

ausencia del investigador.

El estudiante E3 inicialmente construyd correctamente una configuracion sobre
un triangulo rectangulo, en que coincide el vértice del &ngulo recto con el pie de
la altura. Esto es destacable porque no fue considerado en el andlisis a priori.
Ante tal situacién, afirma que no se puede continuar porque es un triangulo
rectangulo, y procede a construir la configuracion solicitada sobre un triangulo
acutangulo escaleno que también da cuenta del enunciado. En todo caso, en el
caso del triangulo rectangulo el enunciado es valido si el vértice B esta en el

angulo recto.

Los estudiantes E1, E2, E3 y E6 se situan en el paradigma G1, al verificar la

equidistancia trazando un arco de circunferencia con centro en el vértice B.

Los estudiantes E1, E2 y E3 presentan el protocolo de construccion integro, en

cambio E6 lo presenta parcialmente. Los estudiantes 5 y E7 presentan el
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protocolo de construccion de sus configuraciones, (incorrectas), de manera

parcial.

Respecto a los conocimientos previos de los estudiantes, todos dejaron en
evidencia que sabian trazar segmentos perpendiculares, arcos, rotular, tal como

se preveia en el andlisis a priori.

En resumen, en relacion a la solucion de las situaciones planteadas, los
estudiantes dejaron en evidencia la movilizacion de conocimientos previos en
torno a las propiedades de la circunferencia, propiedades de tridngulo y la

relacion entre triangulo y circunferencia, con distintos grados de profundidad.

Respecto a las habilidades de comunicacion escrita, los estudiantes presentan
problemas de redaccion, quedando de manifiesto al establecer el protocolo de
construccion de manera sintética e incluso en forma implicita, sin explicarlo

paso a paso.

3.5.3. Andlisis a posteriori. Segunda etapa: trabajo con tecnologia.

A continuacion se presentan las mismas actividades realizadas por los
estudiantes, dos semanas después de las efectuadas a lapiz y papel, ahora
apoyados por la tecnologia digital, es decir, con un procesador geométrico, en

este caso por el programa GeoGebra.

Las producciones de los estudiantes se han transcrito, y al final de cada

actividad se hace el analisis correspondiente.

Cabe hacer mencion que el estudiante E4 se eximi6 de hacer esta actividad por

encontrarse con una prolongada licencia médica.
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Situaciéon 1

S1

T1

T2

T3

T4

E1l

Si se puede, porque
primero se cumple con el
principio de que el lado
mayor debe ser menor
gue la suma de los otros
dos lados y en GeoGebra
nos podemos dar cuenta
gue siguiendo el protocolo
de construccion de un
triangulo de dichos lados
nos resulta un triangulo

escaleno.

Primero vemos que no
se cumple el principio de
gue el segmento mayor
es menor a la suma de
los otros dos lados sino
que es igual. En
GeoGebra se observa
los

que al unir

segmentos no se

obtiene un triangulo por
estas

lo tanto con

medidas no resulta

ningun tipo de triangulo.

La suma de los dos lados
menores es menor que el
segmento mayor por lo
tanto no se cumple el
principio, en GeoGebra se
demuestra lo imposible
gue se pueda realizar un
estos

triangulo con

segmentos.

El principio de que para
la construccion de un
triangulo es necesario
cumplir con que la suma
de los dos segmentos
mas pequefios debe ser
mayor al lado o
segmento mas grande
de

imposible

otra forma es
su

construccion.
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E?2

Si se puede construir un
triangulo con las medidas
los segmentos 4,5y 8; ya
que la suma de los lados
menores, es mayor que el
tercer lado.

La forma de construccion

para verificar que lo

No, se puede construir
un triangulo con las
medidas los segmentos
4,5y 9yaque lasuma
de los lados menores, es
igual al lado mayor lo
gue provocara que solo

intercepte en la misma

No se puede construir un
triangulo con las medidas
los segmentos 4, 5y 10
ya que la suma de los
lados menores, es menor
al lado mayor lo que
provocara que nunca se

intercepte.
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realizado:

- Se construye los
segmentos

- Luego se construye el
segmente mas grande y
con el uso de compas se
toma la medida de los
otros dos lados

- 'Y por ultimo se hace un
punto en la intercesion
donde se juntan las lineas
del compés y se unen los

puntos creando un

triangulo de lados
mencionados anterior
mente.

recta.
La forma de
construccion para

verificar que lo realizado:
Se construye los
segmentos

Luego se construye el
segmente mas grande y
con el uso de compas se
toma la medida de los
otros dos lados

Y por ultimo se hace un
punto en la intercesion
donde se juntan las
lineas del compéas vy
comprobamos que corta
la recta y no se puede
generar un triangulo con

esas medidas.

La forma de construccion
para verificar que lo
realizado:

- Se construye los
segmentos

- Luego se construye con
el uso del compas el
segmente mas grande y
con el uso de compas se
toma la medida de los
otros dos lados

- Y como las medidas se
ve que nunca se van a

interceptar
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ES3

Si se puede armar vy
siempre se podra pues
sus medidas calzan ya
que la suma de las dos
medidas de menor
longitud es mayor a la
longitud de mayor medida.

No se puede ya que el
segmento de 9cm no se
puede unir ya que
guedaria una linea recta
pues la suma de los dos
segmentos menores es
igual al segmento

mayor.

No se puede armar pues
la longitud del tercer
segmento es muy grande

y no se podra unir.

Esto se debe a que la
suma de los dos primeros
segmentos es menor al

tercer segmento.
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Efectivamente con las
medidas dadas podemos
construir un triangulo,
dado que los tres puntos
se intercepten sin

problema, formando un

Dadas las medidas, los
puntos Si logra
interceptarse, sin
embargo no se puede
construir un triangulo,

dado que los tres puntos

No es posible formar un

medidas, dado que

interceptarse, formando

A la hora de realizar la
construccion de un
tridngulo  dado  tres
segmentos de diferente
longitud, es importante

considerar el siguiente
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poligono, especificamente

un triangulo escaleno.

guedan situados en la
misma recta, es decir

estan en igual direccion.

una figura abierta.

principio, el cual siempre
debe cumplirse para que
la construccion resulte

exitosa

Para formar un triangulo
el segmento mayor debe
ser menor a la suma de
los dos segmentos mas

pequenos.

Al ser igual o mayor que

la suma de estos dos

segmentos mas
pequenos, no se
cumplira.

Si son iguales los tres
puntos, estaran en la
misma direccion, por

ende no se formara el
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triangulo.

Y si

puntos no se alcanzaran

es mayor, los

a interceptarse, por

consecuencia quedara

EG6

Si, si se puede construir
un triangulo con estas
medidas, ya que no existe
ninguna dificultad para
que los tres puntos se
intercepten y formen una

figura cerrada, de esta

Los puntos si se
alcanzan a interceptar,
pero no se puede
construir un triangulo
con estas medidas, ya
gue los tres puntos

guedan situados en la

No, no se puede formar
un triangulo con esas
medidas, de ninguna
forma, por la sencilla
razén de que los puntos
no se alcanzan a

interceptan, por lo tanto

Para construir un
triangulo dado tres
segmentos diferentes,
es necesario que se
cumpla un principio muy
importante, el cual se

debe considerar al
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manera, se forma un
poligono, precisamente un

triangulo escaleno.

misma recta, es decir los
tres puntos estan
situados en la misma
direccion, por lo tanto no
se puede formar un
triangulo, de ninguna

manera.

no forman una figura

cerrada, sino que queda

un figura abierta, por ende

no se forma un triangulo.

momento de su

construccion.

Para formar un triangulo
el segmento mayor debe
ser menor a la suma de
los dos segmentos mas
pequefios, siendo de
esta manera, se formara
un triangulo. Por el
contrario al ser igual o
mayor que la suma de
estos dos segmentos
mas pequefos, no se
cumplira. Si son iguales
los tres puntos, estaran
en la misma direccion,
por ende no se formara
el triangulo. Y si es

mayor, los puntos no se
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alcanzarén a
interceptarse, por
consecuencia quedara

una figura abierta.

E7

Si se puede construir un
triangulo con las medidas
entregadas, ya que los

tres puntos se interceptan

Los puntos se
interceptan pero no se
alcanza a formar el

triangulo por lo tanto con

Con estas medidas
tampoco se puede
construir un  triangulo

puesto que las figuras no

Para formar el triangulo
se debe cumplir con la
propiedad euclidiana de

que al sumar dos lados
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y forman una figura
cerrada. Cumpliendo
también con la propiedad
gue la suma de dos lados
es mayor a la tercera y
formando un triangulo

escaleno.

estas medidas no se
puede  construir  un

triangulo.

se interceptan.

del triangulo debe ser
mayor a la medida del

tercer lado.
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E8

Si es posible la

construccibn con  esos
segmentos, dado que la
suma de cualquiera de
sus lados es mayor que el

tercero.

No

construccion

es posible la

del
triangulo, dado que la
suma de los lados de 4 y
5 cm no es superior a 9

(es igual).

No

construccion de triangulo,

es posible la

tal como se puede

apreciar, dado que la
suma de los lados de 4 y
5 cm. es inferior al tercer

lado de 10 cm.

Conjetura: tras realizar
los triangulos anteriores,
es posible percatarse
construccion
de

sumar dos

que la
depende que al
lados este
debe

mayor que el tercer lado

resultado ser

de todo tridngulo

no es
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Analisis

e La mayoria de los estudiantes representa con exactitud cada configuracion, segun la tarea. No obstante,
algunas configuraciones no permiten ver con claridad la propiedad, como lo es el caso de los estudiantes E1 y
ES.

e Se presentan dificultades de rotulacién debido a que al procesador geométrico rotula automatica y
secuencialmente al ir construyendo la configuracion. Los estudiantes no previeron esto.

e Por la precision en la construccion de la configuracién, y por el orden correcto de su protocolo de construccion,
el estudiante ejerce la aprehensién perceptiva de manera que puede asociar pertinentemente conocimientos
previos.

e Se evidencia la aprehensiéon perceptiva para visualizar la existencia o la no existencia de los triangulos,
dadas las condiciones de los enunciados. Se evidencia la interaccion entre las aprehensiones operativa y
discursiva al representar la tarea solicitada.

e En cuanto a las respuestas, (aprehension discursiva) sus explicaciones son mas extensas, pero aun
persisten problemas de redaccion.

e Comparativamente con la actividad realizada con lapiz y papel, todos los estudiantes se dieron cuenta que es
imposible dibujar un triangulo con las medidas indicadas en la tarea 2.

¢ No todos abordan la tarea 4, ya que conjeturan para justificar sus respuestas en las tareas anteriores.
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Situacion 2

S2

T2

T3

T4

E1l

El &ngulo FCD mide 110,55° que
es el suplementario del angulo
ACB gque mide 69,45°

La medida del a&ngulo QFC es de
69,45°

Son congruentes porque los tres
triangulos tienes las mismas
medidas de cada uno de sus

angulos interiores.
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poligono3

69.45°

12
-45°

E2

La medida del angulo FCD se

obtiene con la saber el angulo

La medida del

debemos recordar

angulo QFC

gque es un
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interior del triAngulo ABC; pero en
este caso es muy facil, ya que
como es un tridngulo equilatero y
tiene todas sus medidas iguales,
es decir, mide 60° y como se crea
un cuadrado a los lados del
triangulo sabemos que su angulos
miden 90° y la suma de esto es
240° y como se genera un angulo
completo hay que sacar la
diferencia de 360° -240° que es
120°.

paralelogramos que es un Rombo
y como sabemos la medida del
angulo FCD es 120°, la misma
medida debe ser el angulo FQD y
como es un paralelogramos la
suma de todos sus angulos es
360° y demos sacar la diferencia y
dividila en dos ya que son
iguales. Entonces la medida de
angulo QFC es de 60° = QPC

que es 60°.
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E3

La medida del angulo FCD en
términos de los angulos interiores
del ABC
complemento puesto que
angulos FCD+ACB=180°

triangulo son el

los

La medida del angulo QFC es
igual al angulo ACB ya que ambos
triangulos son el complemento del

angulo FCD.

Los triangulos CQF y QCD son

congruentes, pues las rectas
AC=FC=QD ; BC=CD=FQ vy
CQ=AB
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ES

La medida del angulo FCD,
corresponde en este caso al
suplemento del angulo BCA.

La medida del éangulo QFC,
corresponde al suplemento del
angulo FCD o también es igual al
angulo BCA del triangulo ABC.
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poligono2

poligono3
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E6 |La medida del angulo FCD,

angulo BCA.

corresponde al suplemento del

La medida del

angulo FCD o también es igual al
angulo BCA del triangulo ABC.

angulo QFC,

corresponde al suplemento del

46.p°

51.57°

©e

51.57°
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E 7 | La medida del angulo FCD es el | La medida del angulo QFC es el
suplemento de angulo BCA. suplemento del angulo FCD.
E
C
& o’
_A _B
E8 |La medida del angulo FCD | Elangulo QFC =53,13° Son congruentes, pues tienen la

corresponde a la suma de los dos

angulos que no son opuestos por

misma de sus angulos interiores
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el vértice

ANALISIS

Dos estudiantes construyen la configuraciéon sobre un triangulo equilatero.

Nuevamente se presentan algunas dificultades de rotulacion en el estudiante E7, al rotular con H en vez de Q.
Todos los estudiantes construyeron con exactitud la configuracion solicitada, por lo que se evidencia la
aprehension operativa, al pasar del enunciado a la configuracion. Ademas se presenta tacitamente la
aprehensién secuencial.

Por otro lado, la verificacion de la congruencia de los triangulos es hecha través de medidas angulares,

evidenciandose asi la aprehensidn perceptiva. Tal verificacion se ubica en el paradigma G1.
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Algunos estudiantes tienen problemas de redaccion, por ejemplo el estudiante E3 utiliza equivocadamente la
palabra triangulos en vez de angulos. No obstante, al justificar sus respuestas evidencian en general la
aprehensién discursiva. En cuanto a la tarea 4, la justificacién es parcial, ya que al hablar de congruencias
se refieren exclusivamente a medidas angulares, soslayando las medidas laterales. Sin embargo, al justificar a
partir de la visualizacion de la configuracién, evidencian la aprehension perceptiva.

La gran mayoria calcula las medidas angulares a través del procesador geométrico, dando asi respuesta a las
tareas 2y 3.

E2 y E7 no aborda la tarea 4.

Comparativamente con las tareas a lapiz y papel, las tareas con procesador geométrico fueron realizadas
correctamente por los estudiantes que presentaron dificultades en la construccién anterior. Esto sugiere

pensar que el uso de procesadores geométricos facilité la recuperacién de los conocimientos previos de ellos.

Situacion 3

S3 |T1 T2 T3

E 1 | Altener ya dos bisectrices La distancia es la misma entre el | Si, es posible porque la medida
obtenemos su punto interseccion | incentro y cada uno de los lados. | de cada punto medio de los lados
por lo tanto se puede trazar del triAngulo hacia el incentro es
siempre y cuando pase por el igual y por lo tanto el incentro
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incentro.

hacia cualquier lado es el radio de

la circunferencia.
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E?2

Si, se puede determinar la tercera
bisectriz sin construirla porque al
tener la intercesion de dos alturas,
la necesidad de

y sin tener

construir la tercera altura se
puede solo unir ese punto de
interseccion de las dos bisectrices
con el vértice con el vértice y asi

lograr obtener la tercera altura.

Lo que se puede decir con la
distancia entre el punto de
interseccion de las bisectrices es

igual a los de sus lados.

Si  es posible trazar una

circunferencia tangente a los tres
lados con centro en el punto de
tres

interseccion de las

bisectrices.
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E3

Si es posible determinar la tercera
bisectriz ya que se encuentra
entre la interseccion de las dos

anteriores y su veértice.

La distancia entre el punto de
interseccion de las bisectrices y
cada uno de los lados es igual en

cada caso.

Claro que es posible trazar una
circunferencia tangente puesto
qgue el punto de interseccion de

las

Bisectrices resulta ser el centro
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del triangulo, dejando cada vértice

a la misma distancia y quedando

El triAngulo en el centro de la

circunferencia.
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ES

Efectivamente es posible

determinar la tercera bisectriz,
dado que ya hemos construido
dos, por lo tanto ya tenemos el
punto de interseccion de estas,
dicho
Incentro, esto significa que todas
del

pasaran por este punto. Por ende,

punto es denominado

las  bisectrices triangulo
para encontrar la tercera bisectriz,
debemos considerar el Incentro y

el vértice faltante

del

las bisectrices

La distancia punto de
interseccion de
llamado Incentro con los vértices
de cada angulo, va depender
del

triangulo que se ha construido en

exclusivamente tipo de

un principio, pudiendo este ser
equilatero, escaleno o isdsceles.

- Si

medidas de

es equilatero: todas las
los segmentos
formados por el Incentro con
los respectivos vértices seran
iguales, esto dado a que la
caracteristica principal de este
tipo de triangulo es que todos
sus lados tienen igual medida.
- Si es escaleno: al contrario del
triangulo equilatero, en este
las  medidas

todas son

Esto es posible en casi totalidad
de los triangulos, s6lo en el tipo
de triangulo escalenos
obtusangulo, especificamente en
los mayores a 109 ° no se
cumple, ya que la circunferencia
deja dentro de ella a uno de los
vértices del triangulo ABC, en los
demas si es posible, ya que al
hacer la circunferencia, esta se
encuentra dentro de los vértices,
por ello se puede hacer una
union entre un punto de la
circunferencia con los vértices del
triangulo y construir asi la recta

tangente.
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diferentes, dado que todos sus
lados tienen medidas distintas.
Si es is6sceles: dos de las
bisectrices tendran medidas
iguales en las uniones del
Incentro con los vértices, esto
debido a que la caracteristica
de dicho triangulo es que
tiene 2 lados iguales y uno

distinto.
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EG6

Si, si es posible determinar la
tercera bisectriz, ya que al tener
dos bisectriz tenemos un punto de
interseccion entre estas, el cual es

el punto de interseccion de las

La distancia del Incentro con los
vértices de cada angulo, va
depender directamente del tipo de
triangulo (Equilatero, Escaleno e

isésceles). Si es equilatero todas

Esto es posible en casi totalidad
de los triangulos posibles, soélo en
el tipo de triangulo escalenos
obtusangulo (Mayor a 109°), no

se cumple, ya que la
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bisectrices (Incentro), lo que

quiere decir que todas las
bisectrices del triangulo pasaran
por ese punto. Por lo tanto para
encontrar la tercera bisectriz, solo
se debe encontrar el punto de
interseccion y luego unir con el

vértice del angulo faltante.

las medidas de los segmentos
formados por el Incentro con los
respectivos vértices seran iguales,
esto debido a que todos sus lados
son iguales; En wun triangulo
Escaleno pasa lo contrario, todas
las medidas son desiguales, esto
debido a que todos sus lados son
diferentes y finalmente en un
triangulo IsGsceles, dos de las
medidas
del

Incentro con los vértices, esto es

bisectrices tendran

iguales en las uniones

porque este tipo de triangulos

tiene 2 lados iguales y uno

desigual.

circunferencia deja dentro de si a
un vértice del triangulo ABC, en
los demas si es posible, ya que al
hacer la circunferencia, esta se
encuentra dentro de los vértices,
es por esto que se puede hacer
una union entre un punto de la
circunferencia con los vértices del
triangulo y hacer de esta manera

la recta tangente.
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AE=43
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E7

Es posible determinar la tercera
bisectriz, puesto que con solo dos
podemos observar el punto de
interseccion (Incentro) y

construirla.

Dependeré del tipo de triangulo, si
es equilatero las medidas
formadas del Incentro con sus
vértices seradn iguales. Si es
Is6sceles dos de las bisectrices
seran iguales en la union del
Incentro con los vértices. Si es
escaleno todos sus lados son

desiguales.
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ES8

a) si, ya que solo con dos
bisectrices es posible encontrar el

punto de interseccién (incentro) y

b) miden la misma longitud, pues
el incentro forma un circulo al

interior del triangulo, por ende

c) si es posible trazar la

circunferencia tangente a los tres

lados del triangulo y con centro en

228




de esa manera

tercera bisectriz.

determinar la | desde el centro del circulo hacia
los lados son radios de este
circulo, y por ello tienen igual

medida.

el punto de interseccion de las
bisectrices, ya que estan tienen la
misma longitud, desde el el punto
de interseccion hacia los lados.
Solo en tridngulos escalenos

obtusangulos, no.

Anéalisis
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Todos los estudiantes construyeron la configuracién solicitada. E2, E3, E7 y E8 lo hicieron sobre la base de
un triangulos equilatero, los otros estudiantes lo hicieron sobre la base de un triangulo acutangulo escaleno.
Al igual que en la actividad a lapiz y papel, confirman que bastan construir bisectrices para determinar la
tercera. se observa la interaccion entre las aprehensiones perceptiva y discursiva.

En cuanto al trazado de las bisectrices, éstas son hechas automéaticamente por el procesador geomeétrico, por
lo que no se requiere de un proceso de construccion.

La dificultad de la tarea 3, que consiste en el trazado de la circunferencia inscrita, difiere segun el tipo de
triangulo. Para los estudiantes que consideraron el triangulo equilatero, fue més facil porque el radio de la
circunferencia coincide con la longitud del segmento determinado por el incentro y por el lado correspondiente
del tridngulo en cada bisectriz. Mientras que para aquellos que consideraron el triangulo acutangulo la
dificultad fue mayor, porque el radio y dicho segmento no coinciden.

Por eso E1 no trazé la circunferencia inscrita, y E5 la traza inexactamente. En cuanto a EG6, tiene errores
conceptuales, evidenciados en su analisis, en el que manifiesta que el trazado depende del tipo de triangulo, y
sobre la base de las distancias desde el incentro a los respectivos vértices del triangulo. Las afirmaciones de
E1, respecto a la diferencia de medidas de tales segmentos, evidencian la aprehension perceptiva.
Nuevamente las explicaciones son mas extensas que las indicadas en las tares con lapiz y papel, lo que hace
suponer que la distancia entre la primera y la segunda experimentaciones les ha permitido reflexionar sobre
Sus respuestas, pero aun asi presentan algunas dificultades comunicativas. En estas respuestas se observa la

interaccidn entre las aprehensiones operativa, perceptiva y discursiva.
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Situacion 4

S4

T1

T2

T3

E1l

1.- Se establecen dos
puntos Ay B que serian
el diametro de la

circunferencia

2.- Se ubica el punto
medio entre Ay B que lo

denominaremos C

3.- Se construye la
circunferencia a partir
del punto C y el punto A,
guedando con Diametro
AB y radio AC o CB.

4.- Se ubicaun punto T

8.- Se calcula la
distancia de CD y CP.

9.- Se comprueba que
las distancias de CD y

CP son iguales
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fuera de la

circunferencia

5.- Se traza la tangente
m desde el punto T a la

circunferencia.

6.- Se traza la
perpendicular desde el
punto A a la tangente m
y luego del punto B a la

tangente m.

7.- Se ubican los puntos
D y P donde intersectan
cada perpendicular con
la tangente
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E?2

1)

2)

3)

4)

5)

Construir un
segmento cualquiera
Luego de ese
segmento se le pone
laletraAyB
Después se busca
en punto centro entre
Ay B, a este nuevo
punto lo llamare con
la letra C

Con el radio CB se

construira una
circunferencia un
circulo

Se debe construir un
punto cualquiera
dentro de la
circunferencia a este
punto se le designa
laletra T

Si son iguales CD = CP,
ya que al hacer una
circunferencia y si esta
pasa por ambos puntos,
es decir, son iguales
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6) Después  construir
una recta tangente,
llamada m

7) Sobre la recta m se
ubicara los puntos D
y P los cuales deben
ser perpendiculares

alarectam
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E3

1° Crear una
circunferencia de radio
AC y de diametro ab con

centro en C.

2° Trazar una recta m
tangente a la
circunferencia

encontrando el punto t

3° Trazar una recta
perpendicular a la recta
m por el punto a,

encontrando D.

40 Trazar una
perpendicular a la recta
mpor el punto b,

encontrando P.

5° Trazar una
circunferencia con
centroen C que pase por
D y P, demostrandoque
CD=CP.
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E4

ES

Se construye un
segmento con Vvértices
AB, luego se calcula el
punto medio (centro
circunferencia “‘punto
C”.

e Se construye la
circunferencia de
radio AC o BC.

e Se sitlla un punto T
por el borde de la
circunferencia.

e Con la herramienta

“tangentes” de
GeoGebra, se
construye recta

Se construye

circunferencia

radio
comprobando
que CD =CP

una
de
CD,

asi
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tangente m
considerando el
punto T.

Se trazan rectas
perpendiculares (con
Herramienta
GeoGebra), desde
los puntos A y B,
hacia la recta m,
formando los puntos
DyP.
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EG6

Se construye un
segmento con vertices
AB, luego se calcula el
punto medio (centro
circunferencia “punto
C”.

e Se construye la

circunferencia de

radio AC (o bien BC).

e Sesittaunpunto T
fuera de la
circunferencia y
luego con la
herramienta
“tangentes” de
Geogebra, se une el
punto T con la
circunferencia

formando de esta

Finalmente se
construye una
circunferencia de
radio CD, para
comprobar la
igualdad de los
segmentos CD Y CP
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manera dos
tangentes (Se oculta
una para visualizar
mejor). Y asi queda
visualizada la recta
m.

Se trazan rectas
perpendiculares (con
Herramienta
Geogebra), desde
los puntos Ay B,
hacia la recta m,
formando los puntos
DyP.
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E7

1)

2)

3)

Construir la
circunferencia de
radio AC.

Ubicar un punto T
fuera de la
circunferencia, luego
seuneelpunto T
con la circunferencia
formando de esta
manera dos
tangentes para

formar la recta m.

Trazar rectas
perpendiculares
desde A 'Y B hacia la

recta m creando los

4) Construir una

circunferencia de
radio CD,
comprobando la
desigualdad de CD y
CP.
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puntos DY P.

ES8

Se traza una
circunferencia con
centro C y radio B, se
traza una recta tangente

en T a la circunferencia,

- se traza el diametro
de la circunferencia
utilizando una recta
dados el punto Cy B
(diametro AB)

- Se utiliza una recta
perpendicular desde
la tangente m hacia
los puntos Ay B (el

didmetro de la

se mide la distancia
CDyCP

son iguales puesto
gue tienen la misma

longitud
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circunferencia),
naciendo los puntos
Dy P en la tangente

m

Analisis

Todos los estudiantes abordaron esta actividad, pero con algunas dificultades porque al contar el procesador
geométrico con la funcion de trazar tangentes a una curva (circunferencia), ellos pudieron elegir entre dos
opciones de trazado de tangente, con la posibilidad de elegir incorrectamente. Las opciones de trazado de
tangente son: desde un punto exterior a la curva, determinando dos puntos de tangencia; y directamente
desde un punto en la curva, obteniendo una Unica recta tangente. Esta segunda opcion era la correcta.

En el caso de E1, su protocolo de construccion establece que no eligié el punto de tangencia, sino que opto
por un punto exterior a la circunferencia, y de ese traz6 las tangentes. No obstante siguié el proceso de
determinar las perpendiculares y calcular las longitudes de los segmentos para probar su igualdad. En otras
palabras, se evidencian errores conceptuales, porque el punto de tangencia es comun a la circunferencia y la
recta., y no solo a esta ultimo, como lo indica. Casos similares son los de los estudiantes E6 y E7, que ubican
el punto T (tangencia) fuera de la circunferencia. Los demas estudiantes desarrollan procesos correctos y
prueban a través del trazado de arcos la igualdad de medida de los segmentos correspondientes. E8 calcula
las longitudes de tales segmentos.
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e En cuanto a la formulacion del protocolo de construccion, todos los estudiantes lo describen en al menos tres
pasos, y en correlacion con su configuracion. La verificacion de la igualdad de medida de los segmentos se
sitla en todos los casos en el paradigma G1.

e Se observa la interaccion entre las aprehensiones operativa, perceptiva y discursiva. La aprehension
secuencial, sélo en aquellos que utilizaron el punto de tangencia unico.

e Al no conocer todas las herramientas del procesador geométrico, los estudiantes no supieron que al construir

cualquier configuracion, este programa establece automaticamente un protocolo de construccion.

Situacion 5

S5 |T1-T2-T3 T4
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E1l

No se forma ningun triangulo ya que los puntos
estan situados en una misma recta por lo cual es

imposible que lleguen a formarlo.
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E?2

El tipo de triangulo que se formd con los puntos
P,Q y H es un triangulo escaleno ya que tiene

todos sus angulos y lados de distinta medida.
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ES3 No forman un triangulo ya que la suma de
Las rectas PH y HQ son iguales a la recta pq
Por lo tanto se forma una linea recta

E4
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ES

Realizada la construccion, se obtienen los puntos
P, Q y H, los que pertenecen a una misma recta,

por lo tanto es imposible construir un triangulo.
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EG6

Hecha la construccion pedida, se obtienen los
puntos P, Q y H, siendo estos pertenecientes a
una misma recta, es decir no se puede formar el
triangulo solicitado, estdn todos en una misma

direccion.
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E8 Los puntos P,Q,H, no logran formar un tridngulo,

solo una linea recta.

Analisis

De los estudiantes participantes, E7 no llegd a la configuracién esperada, cometiendo el mismo error que
cuando enfrent6 esta tarea con lapiz y papel. ¢ CUAL?

Los demas estudiantes visualizaron que los tres puntos no determinan un tridngulo, sino que un segmento
(determinado por puntos colineales).

En esta actividad se manifiesta la importancia de la precision con que trabaja el procesador geométrico,
porque los estudiantes pudieron verificar in situ que sus respuestas en la actividad a lapiz y papel estaban

condicionadas a la precision con que fe hecha la configuracion. En este caso, se evidencia la aprehension
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operativa, ya que el pasaje del enunciado a la configuracion solicitada fue correcto, y a través de la
aprehensidn perceptiva se pudo visualizar la propiedad de la colinealidad.

Situacion 6

S6 [T1 T2 T3

E1l 1.- Se construye un 8.- Se calcula distancias
triangulo de vértices de NBy MB Yy se
ABC comprueba que Ny M

son equidistantes a B
2.- Se traza la

perpendicular desde el
vértice B al lado AC y se

ubica el punto D

3.-De Asetrazala
perpendicular a AB y

desde C se traza la

perpendicular a CB

4.- Concentroen Ay
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radio DC se construye la
circunferencia y luego
con centro en C y radio
AD se construye otra

circunferencia.

5.- Se procede a ubicar
los puntos Ny M

6.- Se calcula las
distancias de AD, DC,
ANy CM

7.- Se demuestra que
AN =DCyCM = AD
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E?2

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Se construye un
triangulo  equilatero
con las letras ABC
Se realiza una
perpendicular a
punto Ay en el punto
C

Luego se busca el
punto medio entre A

y B a este punto se

llamara D
Con el radio de AD
se hace una

circunferencia
Realizar radio de
con los puntos CD se
hace una
circunferencia
Y donde la

circunferencia toque

Para demostrar que M y
N son iguales al vértice
B, realizaremos una
circunferencia para
observar que pasa por
ambos puntos y
demostrar que  son

iguales
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con la perpendicular
poner las letras M o
N, pero como
intercepta dos veces
le pondremos M o
M1,NoN1
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E3

1° Crear un tridngulo

escaleno acutangulo

2° Trazar la altura

interior BD

3° Trazar una recta
perpendicular a AB con

centroen A

40 Trazar una

perpendicular a cm con

centro en C.
5o Trazar una
circunferencia con

centro en A hasta el
punto D, cuya
interseccion de la
circunferencia y la recta

| seran Ny N1

7° Trazar una
circunferencia con
centro en B que pase
por M, M1, N y N1 para
demostrar que M y N
son equidistantes del

vértice B

(no sera asi siempre
puesto que si se mueve
el vértice A, B o C
cambia la situacion y no

seran

equidistantes)
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6° Trazar una
circunferencia con
centro en C hasta el
punto D, cuya
interseccion de la
circunferencia y la recta

rseran My M1

E4
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ES

Se construye el triangulo
ABC.

e Se traza una recta
perpendicular al
vértice B con el lado
opuesto, para asi
buscar la
interseccion de la
recta perpendicular
con el lado opuesto a
B.

e Se traza una recta
perpendicular al lado
AB, y luego otra
recta perpendicular
al lado BC.

e Se utiliza el compas,

considerando como

Situamos el compéas con
distancia AD, desde el
vértice C, trazamos la

distancia.
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distancia el
segmento  formado
por los puntos DC,
para encontrar de
esta manera el punto
N, desde el vértice A,
y para encontrar el

punto M.
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EG6

Se construye el
triangulo ABC.

Se traza una recta
perpendicular al
vértice B con el lado
opuesto, de esta
manera se busca la
interseccion de la
recta perpendicular
con el lado opuesto a
B.

Se traza una recta
perpendicular al lado
AB, y luego otra
recta perpendicular
al lado BC.

Se utiliza el compas,

teniendo como
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distancia el
segmento  formado
por los puntos DC,
para encontrar de
esta manera el punto
N, desde el vértice A,
y para encontrar el
punto M, situamos el
compas con

distancia AD, desde

el vértice C,
trazamos la
distancia.
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E8

DA =

1)

2)

3)

4)

Se traza el triangulo
ABC

Se traza la altura
desde el vertice B
hacia el lado opuesto
y se establece el
punto D

Se trazan
perpendiculares  al
lado AB, y luego otra
recta perpendicular
al lado BC

Utilizando el compas
se mide la distancia
entre el punto D y el
vértice B para
encontrar el punto N

desde el vértice A

5) Utilizando el compas

se mide la distancia
entre el punto D y el
vértice Apara
encontrar el punto M

desde el vértice C
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Anélisis

Nuevamente el estudiante E7 no enfrenta esta actividad. Los restantes estudiantes construyen la
configuracion correctamente. A pesar de que todas las configuraciones muestran dos pares de puntos My N
respectivamente, y que algunos estudiantes los identifican asi, otros no lo hacen (E1, E5, E6 y E8). Esto se
debe a que los arcos son circunferencias, y las perpendiculares son rectas, por lo tanto por la curvatura de los
arcos, la posicion relativa de las rectas es secante. Es decir las corta en dos puntos.

En esta actividad se evidencia la interaccidon entre las aprehensiones operativa y secuencial. En cuanto al
protocolo de construccién (tarea 2), los estudiantes manifiestan al menos cuatro pasos; asi se observa la
interaccion entre las aprehensiones operativa y discursiva. Para validar la equidistancia de M y N respecto
al vértice D, se situan en el paradigma G1, ya que algunos lo hacen calculando las distancias, y otros trazando
una circunferencia con centro en B.

Es necesario insistir que la interaccion entre las distintas aprehensiones se da por el correcto uso del
procesador geométrico. Es necesario conocer sus herramientas mas usuales, que permiten resolver este tipo

de problemas.
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3.5.4. Confrontacién entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori. (Segunda

etapa)

De acuerdo a lo previsto en el analisis a priori para la construccion de las
configuraciones geomeétricas, los estudiantes no se dieron cuenta de la
importancia del orden de construccidn en las tareas realizadas con lapiz y
papel. Esto fue evidenciado en el analisis de los resultados, de los cuales en
varios casos una construccién inexacta o incorrecta determind conjeturas
errobneas que los llevaron a un resultado incorrecto. La posibilidad de estas
inexactitudes fue excluida por el posterior uso del procesador geométrico, que

incidié en una disminucion de errores debidos a visualizaciones incorrectas.

Al ser exacto el procesador geométrico, el causal de error se reduce a factores
relativos a conocimientos previos del estudiante, como no respetar el orden del
procedimiento de construccién o tener prerrequisitos o creencias erroneas, y

desconocer o mal utilizar contenidos geométricos conceptuales.

Al contar el procesador con diversas herramientas que permiten hacer
automaticamente diversos tareas (como trazados de rectas y segmentos,
perpendiculares, paralelas, bisectrices, tangentes, etc.), no se requiere de un
proceso de construccidon, de modo que facilita la visualizacién correcta de

propiedades de las configuraciones.

Respecto a las operaciones cognitivas, el analisis a posteriori de los resultados
dio cuenta de que la mayoria de los estudiantes si evidenciaron las
aprehensiones explicitadas en el analisis a priori (perceptiva, operativa,
secuencial y discursiva), dependiendo éstas de un correcto orden y de la

precision con que se realice la construccion, asi como de los conocimientos
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asociados a ella. Al facilitar la construccion, el procesador geométrico potencio
el desarrollo de habilidades cognitivas.

Por ser una herramienta de precision y exactitud en la construccion de
configuraciones, el procesador geométrico, disipa posibilidades de errores. De

esta manera, se comprueba lo previsto en el analisis a priori.

En el caso de los estudiantes que no evidenciaron algunas aprehensiones, se
debid, por ejemplo con la aprehensién perceptiva, a que a veces no
respetaron el orden de la construccion de la configuracion, o a que no supieron
ubicar el punto de tangencia, y también cuando otro estudiante confundié los
conceptos diametro y radio. Esto demuestra que si bien el procesador
geomeétrico incide en la disminucién de errores, su uso esta supeditado a la
experticia de la persona que lo utiliza. Es decir, debe estar familiarizado con las
funciones del programa. Es necesario conocer sus herramientas mas usuales,

gue permiten resolver este tipo de problemas.

Es necesario insistir que la interaccion entre las distintas aprehensiones se da
por el correcto uso del procesador geométrico. Pero también recordar que la
correcta resolucion de problemas geométricos depende de un dominio correcto

de contenidos geométricos conceptuales.

El andlisis de las justificaciones demostré que los estudiantes se situaron
siempre en el paradigma geomeétrico G1, de acuerdo a lo previsto en el analisis
a priori. El uso del procesador geométrico sitta a los estudiantes solamente en
el paradigma G1, ya que permite verificar pero no demostrar, que es una

actividad que demanda el correcto uso de propiedades y teoremas, asi como la
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capacidad de comunicarlas en un lenguaje matemético formal escrito, como es

caracteristico del paradigma geométrico G2.

Acerca de los conocimiento previos, el andlisis a posteriori ha comprobado la
presencia, parcial y variada de un estudiante a otro, de los conocimientos
previos explicitados en el analisis a priori. La distancia entre la primera y la
segunda experimentaciones les ha permitido reflexionar sobre sus respuestas;
pese a que persisten algunas dificultades comunicativas, el andlisis de sus
respuestas sugiere pensar que el uso del procesador geométrico facilitd la

recuperacion de sus conocimientos previos.

Sobre la aprehension discursiva, se comprobé que, como se indico en el
andlisis a proiri, depende de conocimientos previos, de modo que al no conocer
definiciones y teoremas, como fue el caso de algunos estudiantes, no pueden

evidenciar la aprehension discursiva correcta.

La exactitud del procesador geométrico permiti6 mas visualizaciones correctas
que permitieron recuperar conocimientos previos, asi como generar otros
nuevos, de modo de remediar las carencias conceptuales que tienen los

estudiantes.

La investigacion establecié distintas dificultades, las cuales fueron explicitadas
en el analisis a priori: procedimentales (construccién de configuraciones),

conceptuales y comunicativas.

En el caso de la dificultad conceptual, puede estar determinada por el tipo de
poligono y sus propiedades. En el caso de los triangulos, la dificultad depende
del tipo de triangulo, porque en el equilatero los elementos secundarios o

segmentos notables coinciden, de modo que las tareas se simplifican
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considerablemente. Hay tareas que requieren procesos adicionales que no se

realizan cuando el triAngulo es equilatero, y que aumentan la dificultad.

Un ejemplo de esto es el trazado de la circunferencia inscrita, que difiere segun
el tipo de triangulo. El trazado en el triangulo equiladtero es mas facil porque el
radio de la circunferencia coincide con la longitud del segmento determinado
por el incentro y por el lado correspondiente del triangulo en cada bisectriz.
Mientras que el trazado de ésta en el triangulo acutangulo es mas dificil porque

el radio y dicho segmento no coinciden.

Asi es como al trabajar sobre el triangulo equilatero, los estudiantes E2, E3, E7
y E8 pudieron trazar la circunferencia inscrita. Mientras que los estudiantes E1,
E5 y E6, que trabajaron en un tridngulo acutdngulo escaleno, trazaron la

circunferencia errbneamente por no determinar el radio de la circunferencia.

La coincidencia de segmentos notables en el triangulo equilatero impide
evidenciar si el estudiante distingue las diferencias en sus propiedades. Pero si
se evidencia en las tareas que realizan usando procesador geométrico, porque
sus construcciones pueden ser reconstruidas paso a paso, de modo de
permitirle al profesor un nivel y profundidad de evaluacion de los aprendizajes

esperados nunca antes lograda sin el procesador.

3.5.5. Andlisis de las Entrevistas

La tercera etapa, correspondiente a la fase de institucionalizacion, se realizo a
través de conversaciones individuales no pauteadas, seguidas de un plenario,
gue tuvo lugar el lunes 14 de diciembre de 2015. Los registros de las

entrevistas y plenario estan como archivos mp3 en la carpeta digital.
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Esta etapa se desarrollé en una entrevista personal del investigador con cada
estudiante, donde se se analiz6 cada una de las actividades y se abordo lo que
habian aprendido, y lo que se les presentd con mayor dificultad al enfrentar

cada situacion.

La conversacion fue individual, de modo de que no se influencien mutuamente
entre sus opiniones en cuanto al desarrollo de cada actividad. El objetivo de
esto fue asegurar que estas sean fidedignas respecto a sus propias

producciones.

Situacion 1

La inexactitud en el uso de instrumentos manuales de construccién geométrica
permitié la construcciébn de un triangulo que de acuerdo al teorema de la
desigualdad triangular no existe. Incluso, en casos como el del estudiante E7, el
triangulo fue construido pese a notar que no se cumple la propiedad. Esto
denota la poca importancia dada a los conocimientos geométricos teéricos. Asi,

Su percepcion, en este caso erronea, influy6é en sus conjeturas.

Si bien algunos estudiantes reconocen esto como un error de construccion suyo
(E3, E5), otros estudiantes no notan su error. Asi se evidencia que la
visualizacion de construcciones incorrectas lleva a errores interpretativos, o mal
uso de conceptos, por ejemplo agregarle al teorema la condicion de igualdad, a
pesar de que el teorema trata exclusivamente una desigualdad, de manera de
justificar el trazado del triangulo inexistente. Esto denota que una mala

visualizacion genera conceptualizaciones incorrectas.
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Si bien algunos estudiantes fueron conscientes de sus conocimientos
geométricos conceptuales previos (por ejemplo E5, que considera la propiedad
de desigualdad de los triangulos para justificar, y E1, que pudo conjeturar que
para trazar la circunferencia debe conocer teorema de desigualdades de
triangulos), la mayoria no fue consciente de éstos, o bien reconocieron haber

usado el teorema, pero no pudieron conjeturarlo.

El estudiante E5, al afirmar que le costé comprender los problemas propuestos,
denota problemas de comprensién lectora, los cuales impiden o dificultan la
asociacion de la tarea encomendada a una propiedad o teorema, y por lo tanto

determinan la construccion y la justificacion.

Si bien E3 no sabe cémo explicar sus justificaciones, reconoce la importancia
de hacerlo basandose en contenidos conceptuales en lugar de utilizar lenguaje

natural. Demuestra que recuerda.

Situacioén 2

De la construccion depende la visualizacion y la justificacion. La dificultad de la
tarea estuvo determinada por la eleccion del triangulo a construir. Algunos
estudiantes (E2 y E8) trazaron un triangulo equilatero. E8 reconoce que al
trazar éste, le fue mas facil argumentar, basandose en una propiedad. E2

también se basa en una propiedad, si bien cree estar equivocado.
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E6 Construyd la configuracion pero no pudo argumentar. Dice no haber utilizado
conocimientos anteriores, no se hizo consciente de las propiedades que utilizé

en la construccion de la configuracion.

E4 dice haberla construido de manera practica, sin basarse en teoremas ni
propiedades. Cambia de opinion pese a contar con su construccion a la vista,
ya que insiste en que no puede probar porque no tenia medidas angulares, lo
gque denota la impericia para asignar valores genéricos a las medidas
angulares. Esto también evidencia el efecto del énfasis histérico que se le ha

dado al célculo en la ensefianza de la geometria.

Situacion 3

Algunos estudiantes se basan en propiedades para realizar la tarea, por
ejemplo el estudiante E5, si bien reconoce que no la completa. Otros
estudiantes, como el E2, no se basaron en alguna definicion o propiedad para
realizarla, lo que los indujo a un error del que no son conscientes, como por

ejemplo el mismo E2, y el E3.

Todas estas afirmaciones evidencian el conocimiento de los objetos
matematicos en juego, como son las bisectrices, el incentro, la circunferencia

inscrita.

Situacion 4

Algunos estudiantes toman propiedades que son verdaderas en un rectangulo,

para afirmar sobre los elementos constitutivos de €l. No obstante, la asignacion
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de la medida (como es en el caso del estudiante E8) es por usar regla

graduada. Esto demuestra que no supieron usar sus propias construcciones.

En el caso del estudiante E4, tiene una opinion reactiva en cuanto a lo que se le
pregunta, pues parte diciendo que realizé la construccion de forma errénea sin

saber si realmente erré.

En general, los estudiantes denotan una carencia en competencias
comunicativas que les permitan expresar sus ideas correcta y entendiblemente
en lenguaje formal matematico. Tal es el caso de los estudiantes E1 y E6, que
justifican con un lenguaje informal, sin propiedades y sin hacerse consciente de
sus conocimientos previos. Reconocen que como hablan mal, pueden tener

dificultades en transmitir su conocimiento.

Situaciéon 5

Todos los estudiantes manifestaron su asombro en cuanto a que la
configuracion dibujada con instrumentos manuales no se condice con la
construccion efectuada con el procesador geométrico, ya que en el primer caso
obtuvieron triangulos, siendo que se trataba de tres puntos colineales. La
visualizacion que hicieron de esta construccion errénea los llevé deducir
conjeturas incorrectas. Si bien algunos estudiantes, como el E2, reconocieron
gue su andlisis es erréneo, otros no reconocen su error (E4, E5 y E7). Esto
demuestra que para la construccion no se basaron en conocimientos previos.
En general los estudiantes no le dan importancia a las propiedades, ya que

siguen ciegamente las construcciones sin considerar propiedades.
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La incidencia de la visualizacion de una construccion erronea en conjeturas
equivocadas y respuestas incorrectas reafirma que el procesador geométrico
permite hacer una visualizacidon correcta, y por ende dar respuesta correcta a la

tarea encomendada.

Situacion 6

El estudiante E1 diferencia la experiencia entre la primera y la segunda
situacién, de modo que al visualizar las configuraciones trazadas con el
procesador geométrico, recordé posteriormente las propiedades.

El estudiante E3 reconoce que pudo realizar la tarea, pero que no pudo
argumentar. Le cuesta comunicar sus procesos a través de un leguaje formal
escrito.

Segun los estudiantes E6 y E8, no se pudo seguir con los pasos de
construccion, ni explicitar el protocolo, porque no pudieron recordar sus

conocimientos previos.

Plenario

A la puesta en comun corresponde la etapa de institucionalizacion de los
aprendizajes. En ésta, los estudiantes corroboraron las opiniones entregadas
individualmente en las entrevistas, y se dieron cuenta de esta coincidencia. Si
bien algunos difirieron respecto al tiempo dispuesto para resolver las tareas.
Manifestaron la importancia de realizar la actividad en mas de una instancia, y
con un periodo intermedio de tiempo, ya que esta distancia les permitié

reflexionar sobre sus estrategias de aprendizaje. En esta sesion, el proceso de
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evaluacion de sus producciones les permiti6 justificar la carencia de
conocimientos, asi como el olvido de otros.

Se podria inferir que la manifestacion de un nivel deficiente de comprension
lectora se debe a la falta de familiarizacion con el tipo de problemas al que se
vieron enfrentados.
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CAPITULO IV

CONCLUSIONES
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4.1. Conclusiones

Para el investigador, el presente trabajo de investigacion significé un desafio
personal al plantearse un problema al cual darle solucidon en una de las areas
mas descendidas de la ensefianza de la matematica, y que involucra tanto a
estudiantes escolares como a profesores en formacion. Para ello, se buscé una
estrategia que pudiera remediar las falencias que presentan estos actores.

En este contexto, la metodologia de la Ingenieria Didactica nos entrega
herramientas en dos aspectos: como metodologia de la investigacion, y como
metodologia de produccion, que se encuentran plasmados en este trabajo.

A continuacién se detallan las principales conclusiones en torno a los objetivos

planteados.

Acerca del primer objetivo especifico, “Identificar las estrategias actuales, los
procesos de representacion y las relaciones geométricas que los estudiantes
estan poniendo en juego al resolver problemas geométricos”, la investigacion
permitié identificar las estrategias actuales, las que estan centradas en la
medida, a través del célculo de distancias, en desmedro de la geometria. Esto
se evidencio en el hecho de que los estudiantes otorgaron medidas en algunas
de las tareas de la secuencia didactica, siendo que las situaciones no las

contemplaban.

Respecto a los procesos de representacion identificados, se identificd impericia
y falta de motricidad fina para trabajar con instrumentos de construccién
geomeétrica manuales, dificultades que fueron superadas en alguna medida con

el uso de la tecnologia.

Acerca de las relaciones geométricas de los estudiantes, se identificé el nivel de

profundidad de los contenidos conceptuales y procedimentales en el eje
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tematico de geometria, ya que la secuencia didactica consideraba contenidos
relacionados con definiciones, propiedades y teoremas relacionados con
triangulos, cuadrilateros y circunferencias. En cuanto a los procesos cognitivos
a través de los cuales se adquieren, manipulan y asocian las relaciones
geomeétricas, los estudiantes mostraron niveles de razonamiento en general
débiles, y deficientes habilidades comunicativas formales orales y escritas, a
causa del poco uso y magra comprension de aspectos conceptuales y
procedimentales, determinados por la reduccidén historica de los problemas

geomeétricos al célculo numeérico o algebraico.

En cuanto al segundo objetivo, la investigacion logro establecer y caracterizar, a
partir del analisis de las entrevistas, las concepciones preconcebidas que
dificultan a los estudiantes un desarrollo progresivo en el aprendizaje de la
geometria, determinado principalmente por la formacién nula o insuficiente que
recibieron en el sistema escolar. Asi se determindé que éstos se inclinan a
procesos de aprendizaje que les demandan menos tiempo y esfuerzo, no le dan
importancia a la representacion figural, no diferencian entre verificar vy
demostrar o probar, y no argumentan o lo hacen con dificultad, utilizando un
lenguaje natural. Esto permite hacer un diagnostico en orden de cumplir con el
objetivo especifico 2, que guarda relacion con fortalecer los disefios actuales de

ensefianza de la geometria.

En atencién a cumplir con el objetivo especifico 3, la investigacién permitio
establecer el rol del uso de los procesadores geométricos, caracterizando sus
beneficios. Al excluir inexactitudes en el trazado de construcciones, el
procesador geométrico incidid6 en una disminucion de errores debidos a
visualizaciones incorrectas. Su exactitud permiti6 mas visualizaciones correctas
que lograron recuperar conocimientos previos, asi como generar otros nuevos,

de modo de remediar las carencias conceptuales que tienen los estudiantes.
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Mediante la funcion que permite reconstruir paso a paso las configuraciones
geométricas de los estudiantes, el procesador le permite al profesor un nivel y
profundidad de evaluacion de los aprendizajes esperados no lograda sin este
recurso tecnoldgico.

La coincidencia de segmentos notables en el triAngulo equilatero impide
evidenciar si el estudiante distingue las diferencias en sus propiedades. Pero si
se evidencia en las tareas que realizan usando procesador geométrico, porque

sus construcciones pueden ser reconstruidas paso a paso, de modo

Tal como los estudiantes manifestaron en las conversaciones, la experiencia les
fue significante porque pudieron recordar conocimientos adquiridos
anteriormente, remediar las debilidades de otros, y también adquirir nuevos.
Considerando tres elementos innovadores en esta modalidad de trabajo: la
forma de presentar el enunciado de un problema, el hecho de tener dos
instancias para resolver las mismas tareas, y en tiempos distintos (lo que
permite redundar sobre el contenido y depurar sus procedimientos), y contar

con la ayuda de tecnologia para validar sus respuestas.

Puesto que se han cumplido los tres objetivos especificos, se puede concluir
que se ha visto cumplido el objetivo general: “Disefiar una Ingenieria Didactica
(ID), cuyo fin es remediar la debilidad de los conocimientos geométricos
presentados por estudiantes en formacion inicial docente, de modo que tengan
una sélida formacién en el area de la geometria para enfrentar su labor de

profesor en Educacion Basica.”

Ademas se puede afirmar, a partir de la observacion de las contrastaciones,
gue también se cumple la hip6tesis, que guarda relacién con el diagnostico de
debilidades por un lado, y por el otro con la reversiébn de éstas mediante la

implementacion de una ID:
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“Los estudiantes de Pedagogia en Educacién Basica, en el area de la
geometria, presentan debilidades en sus conocimientos geomeétricos, los cuales
pueden en alguna medida ser revertidos mediante el disefio de una Ingenieria
Didéactica (ID), basada en la visualizacion y la construccion de los objetos de la
geometria plana, que permita desarrollar el razonamiento argumentativo

matematico de fondo de los estudiantes.”

Asi, las debilidades en los conocimientos geométricos de los estudiantes fueron
identificadas en la concrecién del Objetivo Especifico 1 (a través del andlisis de
las situaciones que conforman la ID), asi como en la entrevista (en la cual ellos
tomaron conciencia de sus errores y debilidades, asi como adquirir nuevos
conocimientos). Por el otro lado, como resultado de la Ingenieria Didactica (ID)
y de las caracteristicas de los problemas que la conforman, particularmente
luego de la ultima fase —de Institucionalizacion de los saberes— los estudiantes

pudieron recuperar conocimientos y adquirir otros.

Uno de los objetivos fundamentales de la ensefianza de la matematica es la
resolucién de problemas. En este contexto, como es abarcada ésta por la ID,

puede ser utilizada como una estrategia de ensefianza o de aprendizaje.

Para dar cuenta de la resolucién de problemas como estrategia de ensefianza,
los enunciados tradicionales se adecuaron de modo que para el estudiante
sean verdaderos desafios, en virtud de la teoria de situaciones. Para que asi se
cumplan las fases de accion, formulacion y validacion, que le competen

directamente al estudiante.

SUGERENCIAS Y ORIENTACIONES
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Los hallazgos de la investigacion dejaron en evidencia los siguientes las

recomendaciones que puedan ser utiles al problema de investigacion:

e La necesidad de fortalecer la generacion de aprendizajes geométricos con

disefios didacticos apropiados y que se recurra las TICS.

¢ Que la ensefianza discursiva 0 secuencial que privilegia la clase expositiva
no permite desarrollar el pensamiento divergente en general y mas

particularmente en geometria.

e La necesidad de romper con los enunciados tradicionales centrados en los
calculos, con el fin de plantear problemas que los sobrepasen y aborden
situaciones de visualizacion y construccion que permitan conjeturar, probar y

demostrar utilizando objetos propios de la geometria.
4.2. Alcances de la investigacion
Establecer la necesidad de adecuar los enunciados de problemas geométricos
tradicionales de modo que planteen preguntas o desafios que motiven a la
busqueda de respuesta o de caminos para la resolucion del problema como una
estrategia de aprendizaje exitosa. En ese contexto, el presente estudio puede
esclarecer areas de la geometria que estan mas alla de la geometria basica.

4.3. Limitaciones del estudio

Las limitaciones del estudio estan dadas principalmente porque se hizo en una

carrera que ya no recibe nuevos estudiantes. Sin embargo, se puede replicar
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en otros contextos educativos relativos a la ensefianza de la geometria, ya sea

en el sistema escolar como en el contexto de la formacion inicial docente.
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Anexo 1: Programa de Estudio

El programa de estudio, 320088, “Poligonos y Cuerpos Geométricos” se
encuentra como archivos de imagen (pdf) en la carpeta digital denominada

“Programa de Estudio”.

UNIVERSIDAD DEL BIiO-BIiO
VICERRECTORIA ACADEMICA — DIRECCION DE DOCENCIA
DIRECCION DE ADMISION, REGISTRO Y CONTROL ACADEMICO

ASIGNATURA : POLIGONOS Y CUERPOS GEOMETRICOS
CODIGO : 320088

|. IDENTIFICACION

1.1. SEDE : CHILLAN

1.2. FACULTAD : EDUCACION Y HUMANIDADES

1.3. UNIDAD : DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE LA
EDUCACION

1.4. CARRERA : PEDAGOGIA EN EDUCACION BASICA CON
ESPECIALIDAD EN LENGUAJE Y
COMUNICACION O EDUCACION MATEMATICA

1.5. N° CREDITOS 5

1.6. TOTAL DE HORAS :6 HT : 4 HP : 2

1.7. REQUISITOS DE LA

ASIGNATURA

GEOMETRIA, TRIANGULOS Y CUADRILATEROS
(320062)

1.8 CORREQUISITOS DE LA :

ASIGNATURA NO TIENE
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Il. DESCRIPCION

Asignatura tedrico-practica de profundizacion disciplinar en el Eje Geometria,
cuya intenciones es hacer que los profesores en formacion en la especialidad
puedan adquirir las competencias conceptuales, procedimentales vy
actitudinales, asociadas a este eje tematico, de modo que puedan transmitir a
sus alumnos conceptos y nociones geomeétricas en forma correcta con un

lenguaje simple y entendible al tipo de destinatario.

[ll. OBJETIVOS

Los alumnos y alumnas desarrollaran la capacidad de:

e Comprender en profundidad conceptos, representaciones, propiedades y
construcciones de formas geométricas planas y del espacio.

e Adquirir las competencias cognitivas, procedimentales y actitudinales, de un
profesor en formacion, a través del eje tematico Geometria

e Utilizar recursos didacticos y tecnologicos que le permitan construir figuras
geométricas; deducir, verificar y demostrar propiedades asociadas a éstas.

e Valorar el caracter formativo, funcional e instrumental de la Geometria en el
desarrollo del pensamiento mateméatico de sus potenciales alumnos y

alumnas.

IV. CONTENIDO UNIDADES PROGRAMATICAS

UNIDADES CONTENIDO HORAS

4. Poligonos y | Criterios de clasificacion. Poligonos | 12
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circunferencia
Generalidades de los

poligonos.

regulares. Congruencia de figuras
geométricas. Propiedades.
Circunferencia y circulo. Cuerdas.
Posicion relativa entre una
circunferencia y una recta.

Angulos en la circunferencia.
Circunferencia inscrita, circunscrita y ex
inscrita a un poligono.

Resolucion de problemas

contextualizados.

5. Construcciones
geometricas de figuras
planas.

Construcciones fundamentales:
paralelas, perpendiculares, simetral,
bisectriz.

Adicion y sustraccion de trazos. Copia
de angulos.

Adicion 'y sustraccibn de angulos.
Division de un trazo. Construccién de
triangulos y cuadrilateros.

Construccién de poligonos regulares vy
estrellados.

Resolucion de problemas

contextualizados.

20

6. Perimetro y area de
regiones poligonales y

circulares.

Teoremas de Euclides y Particular de
Pitagoras.

Célculo de perimetro de poligonos.
Célculo del area de figuras planas.
Comparaciéon de areas de poligonos.

Area del circulo, sectores y segmentos

14
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circulares. Resolucion de problemas

contextualizados.

7. Area de poligonos | Célculo de los lados de los poligonos | 14
regulares inscritos o0 | regulares inscritos y circunscritos en
circunscritos  en una | funcion del radio de la circunferencia.
circunferencia. Célculo de apotemas. Célculo de area

de un poligono regular. Resolucién de

problemas contextualizados.

8. Cuerpos geomeétricos: | Generalidades. Cuerpos poliedros. | 20
poliedros 'y cuerpos | Principio de Cavalieri. Prismas vy
redondos. piramides. Cuerpos redondos.

Cilindro, cono y esfera. Teorema de

Eudoxio. Area y volumen de cuerpos

geométricos. Resolucion de problemas

contextualizados.

9. Disefio de secuencias | Analisis de las orientaciones | 16
de situaciones | metodolégicas en planes y programas
didacticas asociadas a | de estudio de Educacién Bésica.
distintos sectores del | Recursos didacticos y tecnolégicos
curriculo. para el tratamiento de la medida.

Disefo de secuencias didacticas.

V. METODOLOGIA

Como la primera asignatura de profundizaciéon en la formacion disciplinar del
Eje Geometria, y de cardcter tedrico-practico, tendra un énfasis en la resolucion
de problemas asistidos por un procesador de geometria dinamica (GeoGebra),

por lo que se usaran como apoyos medios audiovisuales, guias de trabajo,
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textos bibliograficos y documentos ministeriales. Como modalidad basica se
privilegiard el Taller, como lugar de encuentro a modo de desarrollar las

capacidades de integracion a través del trabajo colaborativo.

VI. EVALUACION

La asignatura considera la evaluacion diagnostica, formativa y sumativa. La
evaluacion diagndstica, considera como instrumento una prueba escrita con
aspectos basicos previos, la que se socializara, al inicio de la siguiente sesion.
La evaluacion formativa, estara presente durante todo el proceso ensefianza
aprendizaje de cada unidad, en que se efectuara observacion directa en cada
actividad propuesta, se debatird y sugeriran las correcciones pertinentes. Se
considerara, también, la autoevaluacion y la coevaluacion, cuando sea
pertinente. La evaluacion sumativa, estard presente, a través de tres
certamenes, correspondientes a un 25 % cada uno, de la nota final de la
asignatura. El promedio de los trabajos de taller, grupales e individuales, tendra

una ponderacion del 25 % de la nota final de la asignatura, es decir:

VIl. BIBLIOGRAFIA

Basica

1. BALDOR, A. (2008). Geometria y Trigonometria. Segunda | 516.3 B193
edicién. México, Grupo Editorial Patria.
2. CARRENO, X. Y CRUZ, X. (2008). Geometria. Santiago: | 516 C2321
McGraw-Hill/Interamericana de Chile.
3. CLEMENS, S., ODAFFER, P. Y COONEY, T. (1998). Geometria. | 516 C591

México: Addison Wesley Longman de México.
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Complementaria

4. ALSINA, C.; BURGUES, C.y FORTUNY, J. (1997). Invitacion a | 372.7 Al78
la Didactica de la Geometria. Coleccion Matemaéticas: Cultura y
Aprendizaje. N°12. Madrid, Sintesis.

5. ALSINA, C., BURGUES, C. y FORTUNY, J. (2008). Materiales | 372.7 AlI78M
para construir la Geometria. Coleccidbn Matematicas: Cultura y
Aprendizaje. N°11. Madrid, Sintesis.

6. ALSINA, C.; FORTUNY, J.M., PEREZ, R. (1997). ¢Por qué | 375.51 AI78
Geometria? Propuestas Didacticas para la ESO. Volumen 5 de
Educacion Matematica en Secundaria. Madrid. Sintesis.

7. GOMEZ CHACON, M. (2000). Matematica Emocional. Madrid. | 372.7019
Narcea. G586

8. GORGORIO, N., DEULOFEU, J. y BISHOP, A (Coords.) | 372.7 M4161
(2000). Matemética y Educacion: retos y cambios desde una
perspectiva internacional. N° 154. Barcelona, Grao.

9. MERCADO SCHULER, C. (1983). Geometria. Coleccién Curso | 375.51
de Mateméticas Elementales. Santiago, Universitaria. M533C

Documentos Ministeriales ubicables en www.mineduc.cl

1. MINEDUC. (2012). Bases Curriculares de 1° a 6° Basico — Matemética.
Santiago. MINEDUC.

2. MINEDUC. (2013). Bases Curriculares de 7° Basico a 2° Medio -
Matematica. Santiago. MINEDUC.

3. MINEDUC. (2013). Estandares de Aprendizaje Matematica 4° y 8° Basico.
Matematica. Santiago. MINEDUC.
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Anexo 2: Imagenes de los Estudiantes

Las imagenes de los estudiantes durante la experimentacion se encuentran

como archivos de imagenes (jpg) en la carpeta digital denominada “Imagenes
de los Estudiantes”.
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Anexo 3: Producciones de la Primera Fase
Las producciones a lapiz y papel de los estudiantes se encuentran como

archivos de imagenes (jpg) en la carpeta digital denominada “Producciones a
Lapiz y Papel”.
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Anexo 4: Producciones de la Segunda Fase

Las producciones con tecnologias digitales de los estudiantes se encuentran
como archivos Word (doc) y GeoGebra (ggb) en la carpeta digital denominada
“Producciones con Tecnologias”.

Anexo 5: Entrevistas

Las entrevistas hecha a cada estudiante se encuentran como archivos de

sonido mp3 en la carpeta digital denominada “Entrevistas”.
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