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RESUMEN

Esta investigacion propone identificar los saberes en juego de alumnos de los
niveles entre 5° a 8° basico, cuyas edades estan comprendidas entre los 10 y
14 afnos, cuando se les plantean situaciones, disefiadas para de hacer emerger

conocimientos intuitivos de probabilidad e incertidumbre, en educacion primaria.

Se trata de un estudio psicogenético cuyo propésito es conocer la evolucion de
los conocimientos intuitivos y los razonamientos emergentes de los alumnos, en

el periodo de sus clases normales de matematica.

Desde esta perspectiva una contribucidbn de esta tesis es que permitiria
proyectar la ensefianza de la probabilidad mediante situaciones escolares que,
den sentido a esta nocién, considerando las concepciones intuitivas de los
alumnos para favorecer el reconocimiento y analisis de la incertidumbre en las

situaciones del mundo real.

El marco tedrico se inscribe en la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD),
Brousseau (1998, 2004), Margolinas (1994, 1995), Perrin-Glorian y Hersant,
(2003, 2015), focalizada especialmente en las nociones de medio, contrato
didactico, los procesos de devolucion e Institucionalizacion y el modelo de la
estructuracion del medio de la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD).

La metodologia de investigacion se basa en la Ingenieria Didactica, descrita en
Artigue (1990). El disefio metodoldgico describe un esquema experimental que
se desarrolla en las fases siguientes Disefio las situaciones, Analisis a Priori de
las Situaciones, Experimentacion y Observacion, Analisis a Posteriori de los

datos recogidos y la Validacion.



Se ha encontrado evolucion psicogenética en las producciones de los alumnos
de este segmento de edad. Los alumnos de 10 y 11 afios, conciben la
probabilidad desde una perspectiva determinista, manifestada por suposiciones
subjetivas sobre los sucesos en estudio y por analisis concretos, apoyados en
hechos ocurridos, durante sus experiencias en las situaciones propuestas.
Algunos alumnos de 12 a 14 afios reconocen la aleatoriedad en contextos mas
diversos, analizan el estado actual de los datos en juego proyectando

decisiones y prediciendo resultados.

Palabras clave: Probabilidad. Incertidumbre. Aleatoriedad. Conocimientos

intuitivos de los alumnos sobre probabilidad.



ABSTRACK

This research proposes to identify the knowledge of students in the levels
between 5° and 8° of primary school, whose ages are between 10 and 14 years,
when they are faced with situations, designed to make intuitive knowledge of
probability and uncertainty emerge, in education primary.

It is a psychogenetic study whose purpose is to know the evolution of the
intuitive knowledge and emerging reasoning of the students, during the period of

their normal math classes.

From this perspective, a contribution of this thesis is that it would allow to project
the teaching of probability through school situations that give meaning to this
notion, considering the intuitive conceptions of students to favor the recognition

and analysis of uncertainty in real-world situations.

The theoretical framework is part of the Theory of Teaching Situations (TDS),
Brousseau (1998, 2004), Margolinas (1994, 1995), Perrin-Glorian and Hersant,
(2003, 2015), focused especially on the notions of medium, contract didactic, the
processes of devolution and Institutionalization and the model of the structuring
of the means of the Theory of Teaching Situations (TDS).

The research methodology is based on Didactic Engineering, described in
Artigue (1990). The methodological design describes an experimental scheme
that is developed in the following phases Design the situations, Priority Analysis
of the Situations, Experimentation and Observation, Subsequent Analysis of the

collected data and the Validation.

Psychogenetic evolution has been found in the productions of students of this

age segment. The students of 10 and 11 years, conceive the probability from a



deterministic perspective, manifested by subjective assumptions about the
events under study and by concrete analysis, supported by events, during their
experiences in the proposed situations. Some students aged 12 to 14 recognize
randomness in more diverse contexts, analyze the current state of the data at

stake by projecting decisions and predicting results.

Keywords: Probability. Uncertainty. Randomness Intuitive knowledge of

students about probability.
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Introduccion

En la década de los ‘50 Piaget revoluciona la escena cientifica con su método
para evidenciar la forma en que el nifio va desarrollando su pensamiento y que
los niflos en ciertas etapas de su desarrollo presentaban, en general,
comportamientos especificos, sintomas de su relacion con el medio circundante
y de la adquisicion de aprendizajes en esta interaccion.

En sus experimentos, de epistemologia genética, Piaget captura lo que los
nifos son capaces de hacer, en ciertos periodos de su desarrollo, lo que

concebian al respecto y las limitaciones de su pensamiento.

Esta tesis se sitla en esta linea de investigacion, pues se propone estudiar
como los nifios y jovenes de 10 a 14 afios conciben la probabilidad y la
incertidumbre, las caracteristicas que de estas nociones son capaces de
reconocer y poner en juego en la interaccién con la probabilidad de la escuela 'y

la del mundo real.

Asi en este estudio interesa observar, con las herramientas de la didactica de la
matematica, como los nifios de 10 a 14 afios, de dos escuelas municipales,
conciben los fendmenos aleatorios a los que son introducidos en la secuencia

didactica disefada.

Es decir interesa identificar la evolucién psicogenética de los conocimientos de
los alumnos en este segmento de edad para proponer posteriormente, a partir
de las informaciones obtenidas con esta investigacion, situaciones de
ensefianza que se encuentre en la zona de las experiencias reales de los

alumnos.

Para identificar la evolucion psicogenética de los alumnos, se consideraron 4

situaciones,tres de ellas originales y la cuarta esta inspirada en una situacion



propuesta por Callejos (1994). Todas estas situaciones se disefiaron a la luz de
los conceptos de medio y contrato didactico, conceptos clave de la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD) y para la gestion de las clases experimentales, los
procesos de devolucién, institucionalizacion y estructuracion del medio. Estas
mismas nociones, del marco tedrico forman parte de los analisis realizados a

las respuestas de los alumnos.

Como indica el método psicogénetico, la secuencia didactica se aplicé a los
alumnos de los diferentes niveles, 5° a 8° basico. A partir del andlisis de las
respuestas escritas y video grabadas en sus clases normales, se busca obtener
una caracterizacion de la evolucibn psicogenética sobre la nocion de

probabilidad de los alumnos, para estas edades.

Por otra parte esta tesis, para la autora, ha constituido una reflexion y
profundizacion acerca de uno de los conceptos mas controvertidos del
conocimiento humano y ha contribuido a despejar dudas y confusiones sobre
sus origenes, su evolucién y consolidacion como objeto de conocimiento. Se
considera que estas motivaciones se podrian extender a la comunidad

didactica.

Desde el punto de vista de la problemética, se identifican debilidades en las
decisiones curriculares propuestas en los instrumentos ministeriales (programas
de estudio para este segmento de edad y textos escolares), las que invisibilizan
el fendbmeno aleatorio, sustituyendolo por actividades simplificadoras que no
ponen en juego el razonamiento de los alumnos, en el cual la toma de
decisiones basada en los datos deberia ser el centro de la actividad matemética

del alumno en este tema.

Entonces al analizar el proceso de ensefianza, se ponen en evidencia
obstaculos para la comprension del azar y de la probabilidad, debido a que la

ensefianza propuestas focaliza actividades que en vez de favorecer el
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razonamiento segun los datos, sugiere a los profesores actividades ostensivas,
que proponen a los alumnos seguir instrucciones, relacionadas con la
recoleccion y organizacion de datos, en juegos de azar u otros fenOmenos
equiprobables, lo que produce una sustitucion de objetivos y la ilusién de un
aprendizaje, mnemotécnico, que no permite a los alumnos estimar
probabilidades. Esto significa que las instrucciones ministeriales no han logrado
enfatizar en las actividades que propone, que los alumnos desarrollen el sentido

de la estimacion de probabilidades.

Esta tesis esta organizada en 6 capitulos: Estudios PreliminaresTransposicon
Didactica del Objeto Probabilidad, Marco tedrico de la Teoria de Situaciones
Didacticas (TSD), Metodologia de Investigacion, Experimentacion, Resutados y

Validacién y Conclusiones y Prolongaciones.

El primer capitulo consta de tres estudios que fundamentan la problematica,
precisando el objetivo general y los objetivos especificos.

El primero, se centra en el desarrollo historico epistemolégico de la
probabilidad, el que abarca desde el periodo antiguo hasta las contribuciones
de Laplace. Su propdsito es poner en evidencia los diferentes contextos que
sustentan significados diferentes de la probabilidad, los problemas que dieron
origen al estudio sistemético de esta nocion, el tipo de pensamiento que
provocaron sus soluciones y su relacion con las dificultades de los alumnos

para adquirir un pensamiento probabilistico.

El segundo, corresponde a un analisis descriptivo y comparativo del estado
actual de la ensefianza de la probabilidad, en 5 paises latinoamericanos, entre
los que se encuentra Chile. Este estudio propone determinar las diferencias y
similitudes en las decisiones curriculares con respecto a la ensefianza de la
probabilidad, en el concierto internacional Latinoamericano, con las decisiones

curriculares chilenas.



El tercero, presenta investigaciones afines y antecedentes que ponen en
evidencia, las dificultades de los alumnos y de los profesores para comprender
el significado de esta nocion y transferirla a la resolucion de problemas
escolares como a sus usos cotidianos. En este tercer estudio se describe,
ademas, las dificultades de las personas para tomar decisiones en contextos de
incertidumbre en los que la probabilidad juega un papel importante en este

sentido.

En este mismo apartado, se describen propuestas innovadoras implementadas
en la escuela primaria, investigaciones sobre las concepciones intuitivas que
construyen los niflos al enfrentar situaciones de incertidumbre y probabilidad

antes de la instruccion formal en la escuela.

A partir de los estudios mencionados, se define la problematica y se plantean

los objetivos de investigacion.

El segundo capitulo comprende corresponde a la transposicion didactica, en
tres niveles, del objeto probabilidad: El saber sabio, el analisis segun la TSD del
saber curricular (bases currciares y programas de estudio) y de los textos de

estudio.

En relaciéon con el Saber Sabio, se plantea la teoria de la probabilidad, desde
una perspectiva didactica, considerando inicialmente nociones intuitivas tales
como suceso y experimento aleatorio y luego aspectos formales de la
probabilidad, asociados al algebra de conjuntos. Finaliza, esta parte, con la
probabilidad subjetiva considerando sus principios, axiomas y propiedades, las

gue estan en correspondencia con la teoria axiomatica de Kolmogorov.

El tercer capitulo corresponde al marco teorico planteado por la Teoria de
situaciones Didacticas (TSD) de Guy Brousseau, Perrin- Glorian, Margolinas,

Hersant, entre otras.



El cuarto capitulo es la Metodologia de Investigacion, la que describe el disefio
de la secuencia didactica, su andlisis a priori y a los protagonistas de este

estudio.

El quinto capitulo se divide en dos partes, la experimentacion de las situaciones
con sus resultados y la validacion de la ingenieria, en la confrontacién del

andlisis a priori y el andlisis a posteriori.

El sexto capitulo contiene las conclusiones, estas dan cuenta de los hallazgos
encontrados en esta tesis y la evolucién psicogenética de los conocimientos,

gue los alumnos evidenciaron.

En este capitulo se incluye un apartado sobre prolongaciones eventuales, a
partir de los resutados obtenidos, estas podrian promover investigaciones que
contribuyan a la formacién de profesores y a producir cambios curriculares que
antepongan, las concepciones intuitivas de los alumnos sobre la probabilidad,
adquiridas como resultado de sus experiencias personales con el azar, al
tratamiento formal con la que se ha desarrollado, en la practica, la ensefianza

de esta nocion.

La ensefianza, con enfasis en las intuiciones, podria evocar significados
probabilisticos de conceptos complejos y ser uno de los eslabones entre las
concepciones intuitivas de la probabilidad y las relaciones formales para

favorecer el aprendizaje escolar de esta nocion.

En sintesis, esta tesis propone que la enseflanza de la probabilidad tome en
cuenta, en los disefios de los materiales curriculares, la evolucion psicogenética

de los conocimientos de los alumnos, considerados en estos niveles.



CAPITULO 1. ESTUDIOS PRELIMINARES



Este capitulo presenta estudios sobre la nocion de probabilidad como objeto
didactico, para formular el problema de investigacion, y como objeto
epsitemologico, para comprender las dificultades de los alumnos en interaccion

con la probabilidad y la incertidumbre .

Para ello se han realizado tres estudios que dan cuenta de cada uno de los
estatus mencionados: el primer estudio es epistemoldgico, presenta una
interpretacion del desarrollo de la nocion de probabilidad. Este estudio pone en
evidencia las necesidades y los problemas que dieron origen a la nocién de

probabilidad y los significados atribuidos a esta nocion.

El segundo estudio corresponde a una descripcibn de las decisiones
curriculares en relacién a la enseflanza de la probabilidad de cuatro paises
latinoamericanos, profundizando en el campo de problemas que propone el
curriculo chileno actual en educacién basica y sus efectos sobre las
concepciones de los alumnos de 5° a 8° basico, a la luz de la nociéon de medio

didactico de la teoria de situaciones didacticas.

El tercer estudio considera resultados de investigaciones en didactica de la
matematica y de psicologia educativa y evolutiva. A partir de estos
antecedentes se formula la probleméatica y precisan los objetivos de

investigacion.



1.1 Estudio Epistemologico de la Nocion de
Probabilidad.

"Es notable que una ciencia que comenzo con las consideraciones de juegos de azar
habia de llegar a ser el objeto mas importante del conocimiento humano. Las cuestiones
mas importantes de la vida constituyen en su mayor parte, en realidad, solamente
problemas de probabilidad”,

Pierre Simon de Laplace.

El analisis epistemoldgico contribuye a conocer las caracteristicas de la
actividad matematica y los procesos por los cuales la nocién de probabilidad se
fundo y desarrolld

(Artigue, 1990, p. 241; 2018, p.1). Se refiere a un estudio analitico bibliografico
sobre la evolucién del objeto probabilidad desde el punto de vista filoséfico,
matematico y su influencia en la ensefianza de la probabilidad. Este estudio,
pretende determinar los usos cotidianos de la probabilidad como los problemas
que permitieron construir uno de los conceptos mas utilizados por el sentido

comun, pero controversial en su reconocimiento como objeto matematico.
1.1.1 Significado etimologico de |la probabilidad.

Torretti, (2012, p. 336), plantea que la palabra probabilidad es de origen
grecorromano. En Tépicos, Aristoteles considera que una cosa es plausible,
cuando parece bien a todos o a la mayoria o los mas sabios, asi la nocién de
probabilidad tiene el caracter de aprobable, (Santos del Cerro, 2006, p.105).

Un siglo mas tarde, Carneades de Cyrene, crea el denominado probabilismo
pagano, el que constituye una teoria del conocimiento que afirma que la
realidad no puede percibirse ciertamente sino a lo sumo probablemente, o lo

que es lo mismo, para el hombre no existe nada que no sea meramente



probable. Carneades utilizé el vocablo mbavogpara caracterizar lo que
consideraba apariencias sensibles verosimiles, Ciceron, jurista, politico, filosofo,
escritor y orador romano, utiliza en su oficio probabilis, como el equivalente

latino de mbavoc.

El adjetivo probabilis, deriva del verbo probo, que significa ‘declarar bueno’,
‘aprobar’, ‘probar y se aplica primordialmente a todo aquello que admite
aprobacion, citado en Torretti (2012, p. 336). Al parecer, de este uso

Ciceroniano proviene la acepcién moderna de probable.

El vocablo mbavoc es un adjetivo emparentado con el verbo neibw (cuyo
significado es persuadir), y en griego clasico se aplica a las personas
persuasivas (Tucidides, 3-36, 6.35, citado en Torretti 2012) y sus modales
cautivantes (Jenofonte, Memorabilia, 3.10.3, citado en Torretti 2012). Por
ejemplo, un sabio en la antigledad o una eminencia, son personas persuasivas.
Al respecto, Ciceron sostiene que “el sabio a menudo tiene que admitir lo
probable, aquello que no es captado ni percibido ni confirmado como verdadero,

pero que es verosimil, pues si no lo acepta la vida se le haria imposible”.

El adjetivo mbavog también se aplica a los argumentos plausibles, relatos
creibles (Herodoto) y aun a una estatua por semejarse a la figura de una

persona viva.

Lo probable, se concibe como un atributo de verdad aparente, predicable, de
las apariencias presentes y adquiere un significado cualitativo, que dista de los
usos que se atribuyen en la ensefianza a lo probable como sin6bnimo de
probabilidad. Hoy en dia se asignan probabilidades cuantitativas a ciertos
sucesos que en la antigiedad no hubieran sido considerados como probables,
por ejemplo, en aquella época no se concebia asignar una cuantificacion al

suceso salir cara en el lanzamiento de una moneda.



Torretti (2012), sostiene que los fildsofos griegos tenian alguna idea de grados
de creencia y confianza en la ocurrencia de un suceso, pero no hay indicios que

hayan intentado cuantificar ni calcular probabilidades, (p. 338).

Esta actitud se reproduce en las escuelas, puesto que los nifios de 10 y 11 afios
no atribuyen espontaneamente un significado cuantitativo a la probabilidad, sino
que la caracterizan con expresiones del lenguaje natural o con aquellas
expresiones establecidas en el curriculo como probable, seguro, imposible,

poco probable.

Esta diferencia entre las dimensiones cualitativa y cuantitativa de la probabilidad
podrian representar en gran medida una dificultad para concebirla desde la
perspectiva formal, asociada a una medida en el intervalo [0, 1] y a
procedimientos matematicos para determinar su valor, mientras que en el
significado semantico su cuantia depende de consideraciones subjetivas como
la confianza en el conocimiento experto de una autoridad que dictamina sobre

algun tema.

1.1.2 Desarrollo historico de la probabilidad en la antigtiedad.

Borovcnik plantea que uno de los primeros obstaculos que caracterizan al
pensamiento probabilistico fue el largo periodo en que la probabilidad estuvo
relacionada a la adivinacién del futuro, este oficio pudo ser uno de los factores
que produjo su retraso como objeto de conocimiento, junto a una concepcién
del universo basada en la relacion causa efecto, desarrollada en el mundo
griego, que abarca desde la antigledad hasta finales de la edad media,
Borovcnik (2011).
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Estos obstaculos reflejarian el pensamiento de la humanidad con relacion a una
clase de fendbmenos, en un periodo de la historia, como también los intentos de
avanzar en el entendimiento y conocimiento de estos fendmenos. En palabras
del epistemélogo de las ciencias, Gaston Bachellard “el conocimiento de lo real
es una luz que siempre proyecta alguna sombra. Las revelaciones de lo real
son siempre recurrentes y ... al volver sobre un pasado de errores se encuentra
la verdad en un verdadero estado de arrepentimiento intelectual”, (Bachellard,
2003, p. 15). Ademas estos obstaculos se revelan, por cuanto reaparecen “es
en el acto mismo de conocer, intimamente, donde aparecen por una especie de
necesidad funcional, los entorpecimientos y las confusiones”, (Bachellard, 2003,
p. 15). Por ello no es de extranar encontrarlos en los conocimientos de los

alumnos, a pesar de la ensefianza.

1.1.2.1 Significados y Practicas del Azar.

En una primera fase de exploracion histérica, el azar estuvo ligado a la
adivinacién, a la supersticion y al deseo de conocer la voluntad de los dioses.
Durante la época antigua los ritos paganos eran oficiados por sacerdotes, los
que lanzaban una serie de aparatos misticos que segun su posicidn
representaban la voluntad divina.

Algunas de estas tradiciones milenarias han trascendido en el tiempo y las
personas las utilizan junto con el conocimiento cientifico, produciendo
obstaculos epistemoldgicos para comprender el sentido de la aleatoriedad y su

relacion con la probabilidad y el azar.
1.1.2.2 Nociones tempranas de azar.

Los juegos de azar aparecen en antiguas civilizaciones como una actividad de
entretencion. Al respecto Herddoto (historiador griego, 484 — 426 A.C.) se
refiere a la popularidad y difusion de los juegos de azar practicados en el Egipto
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Imperial por las clases sociales mas cercanas al Faradn a objeto de sustituir el

tiempo de ocio.

Excavaciones arqueoldgicas en la India, Babilonia Egipto, Grecia y Roma han
encontrado una mayor proporcion de huesos de astragalo que de otros huesos,
datados en 40000 anos atras”, lo que ha llevado a pensar en la necesidad de
los juegos de azar en las antiguas civilizaciones, David (1962), citado en
Borovcnik y Kapadia (2014, p. 8, 9), Batanero (1996, p. 30). Registros pictéricos
encontrados en la Piramide de Keops— Egipto, hacen suponer que en el aino

3.500 a. C., ya se realizaban juegos de azar.

La figura 1 ilustra un juego de dados entre el héroe griego Aquiles y Ajax, en un

descanso de la Guerra de Troya.

Figura 1: Juego de dados en la antigliedad

Fuente: Llagostera, E. 2011.

Se ha documentado ademas que los jefes de antiguas tribus lanzaban el
astragalo! para decidir frente a conflictos que tuvieran mas de una opcion.
También se ha encontrado evidencia que hace suponer que las victimas
sacrificadas a los dioses, se seleccionaban al azar, entre los prisioneros de una
tribu.

1El astragalo es un hueso corto del pie que forma parte del tarso de los humanos y demas
plantigrados. ComUnmente es llamado taba y por su forma de 4 a 6 seis caras se lo usaba en la
antigledad con fines de supersticion o 6 ara juegos de azar.
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Saenz (1997) sostiene que, artefactos aleatorios han existido desde épocas
muy remotas, astragalos y dados, pero en un principio no proporcionaron un
conjunto de resultados que permitiera identificar algunas regularidades del
comportamiento aleatorio de los resultados, debido principalmente a
irregularidades de fabricacion”, Hacking reacciona a esto, argumentando que en
el Museo de Antigledades del Cairo se conservan dados de marfil muy antiguos
que estan muy bien equilibrados, o los construidos de ceramica por los babilonios
alrededor del 3000 AC y cocidos en hornos especiales, adoptando formas casi
simétricas, Borovcnik y Kapadia (2014). Lo que hace suponer la dificultad en
percibir patrones en los resultados obtenidos o simplemente no estaba en sus

preocupaciones interesarse en ellas.

A pesar que estas actividades ponian de manifiesto el azar y permitieron
observar sus efectos durante largos siglos, la idea de probabilidad como

abstraccion conceptual no surgié sino muchos mas tarde, alrededor del S XVII.

Uno de los primeros intentos en desarrollar el calculo de probabilidades lo
constituyen las reglas que Cardano sugiere a los jugadores de la época, él
proponia considerar la frecuencia relativa de resultados favorables en un juego
de azar, (Batanero, 2006, p. 23). En esta primera fase, la probabilidad
manifestada a través del azar no se asociaba a la aleatoriedad.

1.1.2.3 El pensamiento griego.

Otra causa de retraso fue la fuerte tradicion del mundo griego, la que
obstaculizé la construccion de hipétesis basadas en la variabilidad de datos
empiricos. Se impuso una légica que concibio las relaciones en torno al modelo
deductivo de la geometria de Euclides. Bennett (1993) asegura que por muchos
siglos y hasta comienzos de la edad media, perdurd el convencimiento de que

el azar estuvo relacionado con la fortuna y la causalidad, citado en Batanero
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(2006, p. 19). En este marco, los filosofos griegos desarrollaron varios puntos
de vista. Para Demdcrito cada cosa en la tierra es el fruto combinado del azar y
la necesidad, Aristoteles consideraba que el azar resulta de la coincidencia
inesperada pero notable de dos o mas series de eventos, independientes entre
si y debido a muy diferentes factores, el resultado final es pura casualidad,
Batanero (2006, p. 19).

Otras corrientes abrazaron ideas incipientes de aleatoriedad en las leyes que
gobernaban el universo. Epicuro, fildsofo griego (341 a.C.-270 A.C), discipulo
de Democrito, imaginaba el mundo constituido por atomos moviéndose en el
vacio. Pensaba que caian todos con la misma velocidad, siguiendo trayectorias
paralelas. ;Como podian entonces entrar en colision? ;Cémo la novedad -
nueva combinacion de atomos - podia aparecer? Epicuro supuso la existencia
de desviaciones infinitesimales, que tenian lugar no se sabe cuando, ni como ni
donde, cuyo efecto era la desviacion espontanea en cadena de la trayectoria
predeterminada por los atomos originando el nacimiento de un mundo. Gracias
a este elemento de espontaneidad de los atomos, Epicuro, y mas tarde
Lucrecio, niegan el caracter determinista del universo, concibiendo un cierto
grado de indeterminismo suficiente para mantener la libertad, tanto fisica como

moral, (Prigogine,1995, p. 17).

David sefiala que en esta época existieron situaciones empiricas del juego de
azar en las que el jugador deseaba hacer un analisis acerca de la posible
ocurrencia o no ocurrencia de un suceso con el objeto de valorar de antemano
sus posibles pérdidas o ganancias. David (1962), afirma que Cicerdn (44 A.C.),
lo expresa en términos de sucesos fortuitos y sus implicancias en el juego. El
sostiene en su De divinatione que: “si al lanzar cuatro dados se producen cuatro
caras, tu puedes hablar de accidente; pero supongamos que haces una prueba
de 100 lanzamientos en los que la cara aparece 100 veces; ¢ podria llamar a
eso accidental?, (p. 24).
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Durante cientos de afos este problema quedd sin resolver, llegando a la
conclusidén que en los juegos de azar operaba el principio de incalculabilidad,
puesto que luego de un gran numero de intentos sin éxito sobre el calculo de
sus predicciones, todos los métodos de prediccion fallaban cuando se

presentaba la aleatoriedad.

Otra fuente de la manifestacion del azar son los escritos biblicos. Algunos
episodios lo senalan de la siguiente manera: “Dios les permitié a los israelitas
echar suertes como forma de revelarles su voluntad divina, en casos inciertos”
(La Biblia, Num. 33:54?%; | Sam. 14:42; | Cron. 24:5). El echar suertes
representaba una suplica solemne a Dios, frente a la incertidumbre de tomar la
mejor decision, pues este procedimiento revelaba la voluntad divina. Asi lo
hicieron los discipulos de Jesus para conocer, la voluntad de Dios para

reemplazar a Judas Iscariote, (La Biblia, Hechos 1:15-26).

En la época del emperador romano Julio Cesar (100 — 44 A.C.), lanzando una
moneda al aire se zanjaba una disputa, que tenia a la cara del emperador como
juez del veredicto. Bellos sostiene que, en este contexto, “el azar no era algo
aleatorio sino la expresion de la voluntad divina. Del mismo modo, segun la
Biblia, sacar la pajita mas corta constituia un método imparcial de seleccidn solo
en la medida en que Dios asi lo quisiera: “La suerte se echa en el regazo; mas
del Sefor viene toda decisidén” (La Biblia, Proverbios 16, 33), (Bellos, 2011, p.
391).

La influencia del cristianismo, impulsado por Teodosio | el grande (380 D. C.),
produjo el detrimento en los juegos de azar en el imperio romano. La conviccién
adoptada por San Agustin (354 — 430 D. C.), segun lo expresa David (1962) “nada

sucede por azar, todo esta controlado por la voluntad de Dios. Si los

°Num 33:54 de la Biblia: Heredareis la tierra por sorteo, por vuestras familias; a las mas grandes
daréis ... Donde la suerte caiga a cada uno, eso sera suyo. ...
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acontecimientos parecen transcurrir por azar, se debe a la ignorancia del hombre

y no a la naturaleza de los eventos”, (p. 26) son una manifestacién del

pensamiento medieval.

Esta conviccidn revela una actitud de determinismo divino, la que niega la

influencia del azar como causa de los acontecimientos impredecibles e impide

todo tipo de discusiones sobre la aleatoriedad.

1.1.2.4 Obstaculos al progreso conceptual de la probabilidad.

Esta concepcién de un mundo en que el azar no existia, contribuyd a producir

obstaculos que dificultaron conceptualizar la nocion de probabilidad, algunos de

los cuales, Borovcnik y Capada (2014) asocian a:

La practica de los juegos de azar pudo alimentar un profundo deseo de
explorar la voluntad de los dioses y al mismo tiempo haber traido
consecuencias religiosas indeseadas al indagar en sus misterios. La
observacion de regularidades presentada en la caida de astrdgalos u
otros artefactos aleatorios, pudo haber producido el temor de revelar el
deseo de la deidad al intentar formalizar lo que a vistas de algunos
parecia un nuevo conocimiento.

Los sumos sacerdotes tenian la autoridad de interpretar la voluntad
divina usando artefactos y procedimientos aleatorios. Se cree que
muchos sacerdotes manipulaban estos resultados como una manera de
someter a la gente comun mediante el designio divino. Lo que pudo
obstaculizar la observacion de regularidades en los resultados de estos

experimentos.

Kendall, citado en Mateos y Morales (1985, p. 34), Batanero y Diaz (1996, p.30)

considera cuatro razones como causa para no advertir la equiprobabilidad,

estas son:
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a) Supersticion en los jugadores.
b) Ausencia de una notacion adecuada de los sucesos de azar.
c) Trabas morales y religiosas para el desarrollo de la idea de aleatoriedad.

d) Ausencia de una teoria combinatoria.

(...) Antes del cristianismo los griegos y romanos parece que
consideraban el mundo parcialmente determinado por el azar (...). Un
procedimiento mediante el cual las deidades como La Fortuna, Los
Hados o el Destino podian expresar sus deseos era interviniendo en el
lanzamiento del dado (...). Precisamente, en Grecia y Roma las cuatro
tabas de jugadores se usaban también en los templos de los dioses”,
(Mateos y Morales, 1985, p. 34).

Un obstaculo mayor lo constituye superar la racionalidad determinista de concebir
el estado pasado y presente de un suceso aleatorio para situarse en el estado

futuro del mismo y analizar sus posibles resultados.

Fue la primera manera de razonar la que opero en las soluciones propuestas por
Luca Pacioli, al problema de los puntos, cuya formulacion, en la version de Bellos
(2011) p. 395) es la siguiente: Jean y Jacques apuestan a ver quién saca el
numero mas alto tirando los dados en varias rondas. El ganador sera el primero
que obtenga tres victorias. En el caso de que hubiera que finalizar el juego
después de tres rondas, cuando Jean ha sacado el numero mas alto dos veces y

Jacques una vez, ;como deberia repartirse la apuesta? (p. 395).

Una respuesta a este problema que refleja la relacion entre sucesos pasados es
concebir un reparto proporcional, en la razén 2 es a 1, razonamiento que es muy

comun, aun en personas con bastante instruccién, (Bellos, 2011, p. 397).
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Hasta aqui la conceptualizacion del azar y la probabilidad se ha caracterizado por
un pensamiento asociado a la supersticion, a la religion y a la emergencia de
casos asilados relacionados con problemas en los que habia necesidad de
impartir justicia, la que se manifestaba en la ganancia recibida por cada jugador,

conduciendo a incipientes progresos en esta area.

1.1.3 Mecanismos incipientes de la nocion de probabilidad.

Las restricciones impuestas por estos obstaculos sumados a la supremacia
religiosa limitaron el desarrollo de las ciencias y la matematica, las que se
canalizaron a través de otras formas de expresion. En efecto, Bellhouse (2000)
analizé un manuscrito del SXIII titulado De Vetula, de Richard de Fournival (1200

—1250) y constata un salto cognitivo que favorece el desarrollo de esta nocion.

En uno de sus pasajes el manuscrito describe un juego de dados en el que los
jugadores apostaban a la suma de puntos obtenida al lanzar tres dados y se
establece la primera relacién entre la frecuencia y la enumeracion de sus posibles
resultados En este episodio se afirma que si se lanzan tres dados hay 216

combinaciones posibles para la suma de ellos.

La importancia de este hallazgo es la exhaustiva enumeracién que De Fournival
realizo para determinar las distintas combinaciones que este juego produce,
incluso el orden en que aparecian los numeros en los tres dados, la frecuencia
de aparicion de cada suma y el hecho que de Fournival piensa, sin tomar
conciencia, en términos de resultados posibles y futuros. Este mismo problema
fue estudiado por Galileo cuatro siglos mas tarde, a objeto de explicar por qué,
aunque las sumas 9 y 12 se pueden componer el mismo numero de veces que
las sumas 10 y 11, al lanzar dos dados la experiencia de los jugadores les hace
apostar a 10 y 11, las que ocurren con mayor frecuencia, (Batanero, 2005, p.

250). Para explicar esta paradoja, Galileo, tuvo en cuenta, lo mismo que De
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Fournival, el orden en que aparecian los numeros en los tres dados, y dio una
prueba combinatoria: 25 configuraciones diferentes para las sumas ordenadas 9

y 12 y 27 configuraciones posibles para las sumas 10y 11.
1.1.3.1 Girolamo Cardano (1501 — 1576).

Cardano efectua la primera idealizacion explicita de lo equiprobable, basada en
la practica aleatoria. En efecto, en el capitulo 6 de su “Liber Ludo Alea” él
recomienda a los jugadores exigir el principio fundamental que rige todo juego
de azar, el cual es simplemente la igualdad de condiciones de los contrincantes,
de los mirones, del dinero, de la situacion, del cubilete y del dado mismo. En la
medida en que usted se aparte de la igualdad, si es a favor de su contrincante,
usted es tonto, y si es al suyo propio, usted es injusto. Ademas, recomendaba
tener en cuenta todas las posibilidades de los diferentes resultados al hacer sus
apuestas para que lograran un juego equitativo, (Santos y Camufiez 2007,
p.45).

En “Liber Ludo Alea” Cardano analiza juegos de dados para encontrar reglas de

calculo que permitieran obtener ventaja en el juego.

El se interesa en resolver problemas relacionados con la division de una
apuesta (= 1543), el mismo problema que Paccioli habia solucionado utilizando
un razonamiento proporcional y logrando determinar el reparto en la razon 5 es
a 3, el que no concuerda con el reparto 7 es a 1, resultado que se obtiene por el

funcionamiento de un razonamiento probabilistico.

Cardano realiza un estudio bastante minucioso sobre los juegos de dados,
utilizando dos métodos: el recuento exhaustivo de las diferentes posibilidades y
cuando este método se complicaba o se extendia mucho, utilizaba el método de

la ganancia media o principio de igualdad, De Mora, (1981).
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Cardano utilizé este principio en el lanzamiento de uno, dos y tres dados, de la

siguiente manera:

Sea p la probabilidad de éxito en el lanzamiento de un dado. Entonces p = %y

. . ‘e 1
la igualdad en el juego se encuentra cuando la probabilidad es > lo que ocurre,

. . 1
en este caso, al realizar 3 lanzamientos, pues 3 o=

Cardano generaliza rapidamente este resultado y establece que si la

probabilidad de conseguir éxito en un suceso simple es p entonces la
. . 1 . .
expresionn - p = -, representa la igualdad en el juego, donde n corresponde a

la cantidad de intentos a realizar para obtener esta igualdad.

Aplicando este resultado plantea que al lanzar un dado la igualdad se encuentra
siempre en la mitad de los numeros, “y asi un punto sale en tres lanzamiento o
bien saldra uno de tres puntos en un lanzamiento. Por ejemplo se puede

obtener 1, 3 0 5 de igual manera que 2, 4 o 6”, (De Mora, 2011, p.125).

Segun este principio la igualdad al lanzar un dado se encuentra en 3
lanzamientos, lo que se expresa como 1 % = 12 para el primer lanzamiento.

En un juego con dos lanzamientos se producen 36 casos posibles. Cada cara
puede salir en 6 de estos 36 casos, asi obtiene 2-%= % para dos

lanzamientos del dado. Valor que concibe como la probabilidad de obtener una

cara del dado, al lanzarlo dos veces.
36 _ 108 _

~= = -, (De Mora, 1981,

Y en un juego con 3 lanzamientos se obtiene, 3 - T 3

p. 132), lo que concuerda con el principio de igualdad y con la probabilidad de
este suceso de acuerdo a sus convicciones.

Actualmente se sabe que los resultados para la probabilidad de 1, por ejemplo

11 91

. 1
en el lanzamiento de un dado, una dos y tres veces son o 32 Y 30

respectivamente.

20



., 1 N , .
Con la expresion n-p = se producira igual chance de tener éxito o de

fracasar. Entonces, el nUmero de intentos ‘'n’ en el que se podria llegar a tener

igual chance seria:

n=-—— (1)

Cardano realizaba ajuste a sus calculos por lo que el segundo resultado, 11
. . . .. 12 .
casos posibles de 36, le parecia una aproximacion del —o aue obtenia en sus

céalculos.

También habia notado que la generalizacion de su método para mas de 6
lanzamientos sobrepasaria al suceso seguro Cardano advierte esta
incoherencia pero no logra explicarla, a falta de argumentos tedricos para

interpretar esta contradiccion.

La dificultad de Cardano es que confunde la independencia de cada
lanzamiento particular con la probabilidad de obtener el valor% al menos una
vez en un numero determinado de lanzamientos. Es decir, Cardano no es
consciente que los lanzamientos son independientes entre si y que si en el

primer lanzamiento aparecié 1 el hecho que salga 1 o cualquier otro nimero del

dado es independiente del resultado en el segundo o tercer lanzamiento.

De este manera los obstaculos de Cardano se relacionan con no considerar la
independencia de los sucesos en estos juegos, lo que lo lleva a formular el
principio de la ganancia media como una propiedad del juego, De Mora (1981),

resultado que lo conduce a tratar las probabilidades como la media o esperanza
de una variable aleatoria de tipo binomial, con probabilidad de éxito igual a % y

con n igual al numero de lanzamientos, él convierte dicha media, en

probabilidad. Ese es su error, (Santos y Camufiez 2007, p. 46).

21



Cardano concibe que, en el juego la probabilidad esta relacionada a la fortuna,
es decir al azar, al analizar el juego con dos dados, él concluye que “...si no se
obtiene la igualdad en este numero de lanzamientos esto se debera a la

fortuna”.

Hasta ese momento la probabilidad no estaba asociada a la incertidumbre, y
particularmente en sus andlisis deja traslucir un pensamiento determinista,
puesto que deduce: “Por tanto se pactara con seguridad de acuerdo con esta
propiedad, si el dado es justo, y tanto mas o menos cuanto mas difiera de la

verdadera igualdad”, (Santos y Camuiiez, 2007, p. 126).

Cardano consideraba que sus andlisis contribuian verdaderamente para
comprender el fendmeno del juego, pero el aporte para su practica, apenas en

muy poco.

1.1.3.2 Pierre de Fermat (1601 - 1665) y Blaise Pascal (1623 -
1662).

Un siglo mas tarde se produce el intercambio de correspondencia entre Fermat
y Pascal, la que contenia reflexiones sobre los problemas formulados por el
caballero de Méré. El primer problema propuesto a Pascal fue: Al lanzar dos
dados, ¢cuantos lanzamientos son necesarios para apostar con ventaja a

conseguir un "doble seis"?

Caballero de Méré tenia dos respuestas a este problema, 24 y 25 lanzamientos.
La segunda respuesta la fundamentaba en la experiencia y para la primera su
razonamiento era proporcional ya que, (Santos y Camufiez., p. 43) sabia que
con 4 lanzamientos de un dado tenia, ventaja al apostar a cualquier numero, en
especial al 6. De esta manera realizaba un calculo aritmético basado en la

proporcion. De este modo obtiene n = 24, argumentando que “si con 4
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lanzamientos de un solo dado hay ventajas a mi favor, ;por qué no con 24
lanzamiento con dos dados?”. De Méré razona de manera proporcional: 4 es a
6 como 24 es a 36 y concluye que con 24 lanzamientos tiene ventaja frente a su

oponente al apostar al doble 6, (Santos y Camufez, p. 44).

Saenz (1997) sostiene que el razonamiento de De Méré se baso quiza en un
conflicto tedrico entre una enumeracion directa del conjunto de sucesos
posibles y la regla de Laplace. Esta regla produce soluciones correctas si es
aplicada a sucesos favorables que son elementos simples del espacio muestral.
Pero en los juegos anteriores se aplica la regla a series de 4 (de 6) o 24 (de 36)
ensayos como casos favorables los cuales no son, elementos del mismo

espacio muestral (p. 96).

En la carta que Pascal envi6 a Fermat, fechada el 29 de julio de 1654, le notifica
que “no tengo tiempo de enviarle la solucion al problema que ha confundido al
sefior de Méré, pero usted lo vera facilmente por los principios (combinatorios)

que tiene”,Saenz (1997).

El segundo problema consiste en dividir con justicia el monto de una apuesta si

un juego finalizaba antes de lo previsto.

Considérese la siguiente formulacion del problema: ‘A’ y ‘B’ realizan una
apuesta, a ‘A’ le falta solo un juego para ganar y a B le faltan dos juegos. ¢ Cual

es la manera mas justa de repartirse la apuesta?

Pascal y Fermat (S XVII) razonaron considerando los juegos futuros de cada
jugador, en el escenario que el juego terminaria, y fuera favorable a cada uno

de ellos en forma independiente.

Pascal razona de manera analitica, primero defiendo una regla de interrupcion

del juego y en coherencia con ella propone dos principios y dos corolarios.
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Regla de interrupcién del juego.

Para entender la regla de los repartos hay que considerar que los jugadores
renuncian a la propiedad de lo que se apuesta y en recompensa reciben el
derecho a esperar lo que el azar les pueda brindar, de acuerdo a lo que hayan

convenido previamente.

Cuando de comun acuerdo los jugadores deciden interrumpir el juego, en
cualquier estado que este se encuentre, cada contrincante renuncia a lo que

esperaba del azar y cada uno recupera la propiedad de algo.

Bajo la ley de interrupcion del juego, es justo que cada jugador acepte lo que se
le asigna, de acuerdo a una relacién proporcionada por lo que tenian derecho a
esperar de la fortuna o a continuar la aventura del juego: y esta justa
distribucion se llama el reparto” (“le parti”, en francés), DeGroot, M.H., 1970,

citado en Santos, Camufiez, Dominguez (2002, p. 26).

En la regla de los repartos Pascal propone que al apostar los jugadores
renuncian a la propiedad de la apuesta que han colocado en el juego, o sea lo

gue cada uno ha colocado ya no les pertenece.

Por ejemplo, al comprar un boleto de loteria el dinero ya no es del jugador, pero
la recompensa que este recibe es el derecho a esperar lo que el azar (la suerte)

le pueda dar, de acuerdo a las reglas de la loteria.
A continuacion, Pascal, formula dos principios:
Primer principio.

Si para uno de los jugadores (J) se aplica la regla que para cualquier cosa que
ocurra en el juego, una cierta suma ($) le debe pertenecer en caso de perder,
ganar o no jugar, sin que el azar le pueda arrebatar esta suma, entonces €l no

debe hacer reparto alguno, sino que debe tomarla entera como segura ya que
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el reparto debe ser proporcional al azar y como el azar de perder es nulo, debe

retirar todo sin reparto.

En este principio Pascal propone que si J juega con la regla que si pierde, gana
0 Nno juega, una suma $ le pertenece, J debe tomar $ sin necesidad de hacer

reparto puesto que hay una ganancia segura.
Segundo principio.

Si dos jugadores se encuentran en tal condicion que, si el uno gana, le
pertenecera una cierta suma, y si pierde, le pertenecera al otro, si el juego es de
puro azar en el que hay tanto azar para el uno como para el otro y por
consecuencia no hay mas razén de ganar para el uno que para el otro, si
quieren separarse sin jugar, y tomar lo que les pertenece, el reparto es que

dividan la suma que esta en juego por la mitad, y que cada uno coja la suya.

En este principio la palabra legitimamente esta utilizada en el sentido del
derecho. Esta igualdad de condiciones conduce al campo de la justicia como
instrumento de resolucién del problema.

Estos principios determinan dos corolarios:
Corolario 1

Si dos jugadores juegan a un juego de puro azar, con la condicién de que si el
primero gana, le correspondera una cierta suma, y si pierde, le correspondera
una menor; si ellos quieren separarse sin jugar, y tomar cada uno lo que les
pertenece, el reparto es que el primero coja lo que le corresponderia en caso de
perder, y ademas la mitad del exceso, el cual es lo que sobrepasa lo que le
corresponderia en caso de ganar de lo que le corresponderia en caso de

pérdida.
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El exceso a que se refiere Pascal corresponde a la diferencia entre lo que le
corresponderia en caso de ganar y lo que le corresponderia en caso de perder.

Si a es lo apostado y € es el exceso.Sea x lo que corresponderia ganar,

entonces a — X es la expresion que corresponderia perder. Donde: 0 < x < a

y €>0.

El exceso € se representa por: € = x — (@ — Xx); entonces:

E=2x—a. )

De acuerdo a este corolario Pascal plantea que los repartos serian X Yy X + &

Asi al jugador A le corresponderia Xx + € si gana la apuesta y X si la pierde,
segun estas condiciones. En cualquiera de los casos, A recupera parte de su

apuesta.

Para el exceso &, Pascal propone que es la cantidad que se arriesga, en el
sentido de ganar € o ganar 0. Ahora Pascal aplica sus principios.
Por el primer principio a A le corresponde X, en caso de ganar o perder

mientras que por el segundo principio A debe llevarse ademas la mitad de €.

Asi, si A gana debe llevarse x + ; (3)

Corolario 2.

Si dos jugadores estan en la misma condicién que acabamos de decir, yo digo
que el reparto se puede hacer de esta manera que viene a ser Io mismo: que se
junten las dos sumas de ganancia y pérdida y que el primero tome la mitad de
esta suma. Pues la mitad de la suma de dos numeros es siempre la misma que

el menor, mas la mitad de su diferencia.

En este corolario Pascal plantea que da lo mismo repartir:
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xX+x+ = X+ i-x
2 2
> que x +

2

En ambos casos se obtiene x + Z 4)

Division de la apuesta por Pascal.

Asi aplicando estas reglas al problema de la divisién de la apuesta, formulado
como: ‘A’ y ‘B’ realizan una apuesta, a ‘A’ le falta solo un juego para ganary a B

le faltan dos juegos. ¢, Cual es la manera mas justa de repartirse la apuesta?

Pascal afirma que si A pierde en el primer lanzamiento entonces estaria
empatado con B y asi para ambos, como el azar no les puede arrebatar nada,
recuperarian su parte de lo apostado, segun el primer principio.

Si decidieran no jugar el punto que falta, el juego quedaria en tal estado que,
aplicando el segundo principio ‘A’, podria argumentar “tengo segura mi parte de
la apuesta, pues incluso si pierdo el punto, la recibiré (Principio 1). Lo que resta
de la apuesta tal vez la gane tal vez no, el riesgo es el mismo. Por lo tanto
dividamos (sin jugar) esa parte por la mitad (Principio 2) y ademéas dadme la
parte de mi apuesta que tengo segura (Corolario 1),”. Pascal decide el reparto
diciendo que este se hara enlarazon 3esal.

Los juegos futuros de Ay B estan diagramados en el arbol siguiente:

Figura 2. Diagrama de arbol, la apuesta interrumpida.

. Gana A
1 2
Gana A Gana A
1 i
2 2 Gana A
[
1 1 Gana B
B 2
Gana B

2 Gana A
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El calculo aritmético siguiente lo constata:

Sean P(A) y P(B) las probabilidades de ganar de los jugadores A y B. De

acuerdo al diagrama de arbol se tiene:

1 3 1 1 1
P(A)= -1+ E=Z Yy P(B)=EE=Z

N =
N =

El diagrama de arbol también grafica las tres oportunidades de ganar de A

frente a una de B.

Fermat resuelve el problema del reparto mediante un razonamiento
combinatorio, el que refina por la amplia correspondencia con Pascal y sus

inquisidoras objeciones.

Fermat resuelve el problema, planteando a Pascal que a ‘A’ le faltan dos
lanzamientos y a ‘B’ tres para que el juego concluya. A continuacién, él afirma
que “el vencedor absoluto quedara decidido como maximo en cuatro juegos
mas”, (Fernandez, 2006, p. 102).

Fermat determina las combinaciones que harian ganar a A y también a B para
dividir la apuesta en esta proporcion. El cuadro combinatorio que Fermat utiliza

es el siguiente:

Figura 3. Cuadro combinatorio de Fermat

alala|lallalalalalb|b|b|b]|lb|b|b]|b
alalalallb|b|b|bllalalalalb|b|b]|b
ala|bl|bllala|b|b|lala|b|b|al|lal|bl|b
alblalblla|blal|bllal|bla|b]|lal|b|lalb
1|11 (1|11 f{1(2|111j112|1(2]2]2

Fuente: Garcia, J. 2000.
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Fermat explica, con este cuadro, que las columnas representan las 16
combinaciones que resultan al terminar el juego en las 4 partidas, considerando
que a A le faltan dos juegos y a B tres juegos para ganar. Por ejemplo la
combinacion (a, b, b, b) indica que A gano la primera partida y luego B gano las

restantes, por lo tanto el reparto consiste en una parte para Ay tres para B.

Al final de la tabla aparecen 1 y 2 de acuerdo a si en la combinacién se da

ganador a A o a B respectivamente.

Asi, de acuerdo a la figura 2, B gana en 5 de las 16 combinaciones y A gana en

las 11 restantes, por lo tanto para las condiciones que propone Fermat, el

, , 11 5
reparto de la apuesta deberia realizarse en ¢ Para Ay T¢ Para B.

Si se aplica este razonamiento al problema de los puntos planteado por De
Méré a Pascal, habria que decir que el juego quedara decidido en a lo mas dos

juegos y la tabla combinatoria seria como la siguiente:

Con lo cual se tiene, razonando como Fermat que el reparto se deberia hacer

en larazon 3 es a 1, como concluyo Pascal.

Paralelamente al desarrollo del cuerpo tedrico del calculo de probabilidad como
aritmética del azar, surgian distintas concepciones de la probabilidad como
conglomerados indistinguibles de cuantificacion matematica de lo incierto con la
idea filosofica de lo probable de la Grecia clasica.

29



Desde esta perspectiva, “lo probable se entendia como todo aquello que siendo
contingente parecia ser aprobado por todos, o por una mayoria, o se constituia

en la opinion autorizada de los mas sabios”, (Martin, 2002, p. 76).

Durante los siglos XVI y XVII las preocupaciones de la teologia moral se
relacionaron con saber cdmo obrar con justicia frente a la debilidad moral de los
hombres, en situaciones en las que el conocimiento de la ley era insuficiente.
Durante este periodo, la probabilidad se consider6 como un atributo de opinion
frente a la conducta moral y ética de los hombres, relacionados con, por
ejemplo, contratos de distinta naturaleza, interpretacion de leyes civiles entre

otros.

La nocion de lo probable se aplica a lo cotidiano y frente a ellas surgieron dos
corrientes filosdficas: una de ellas es la de los Probabilioristas y Jansenistas y la

otra de los Probabilistas.

Los jansenistas se caracterizaron por ser defensores de la aplicacion de
principios generales que bien se utilizaban para problemas de distinta
naturaleza, entre ellos los de caracter moral. Los tedlogos moralistas (casuistas)
aplicaron el probabilismo moral para analizar y solucionar un conjunto de

problemas morales.

Bartolomé de Molina, fundador del probabilismo moral, reconoce que el juicio
practico de la justa razén, sera un juicio de probabilidad, el que podra estar mas
0 menos cerca de la verdad y se movera generalmente en la zona de
probabilidad.

La raiz filoséfica del probabilismo esa inspirada en que el conocimiento de la ley
natural no es un conocimiento cientifico ni de la fe, sino un conocimiento de la
opinién. La aplicacion de la ley natural no conduce a conclusiones ciertas sino a

proponer opiniones probables frente a situaciones de incertidumbre.
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El criterio adoptado por el probabilismo, que Medina destaca en su obra
“‘Expositio in Priman Secundae de Tomas de Aquino”, publicada en 1578,
establece que “Si una opiniébn es probable (en el sentido aristotélico de

aprobable) es licito seguirla, aunque la opuesta sea mas probable”.

Este principio suscité gran polémica en los miembros de la Escuela de
Salamanca, de donde provenian los padres Vazquez, Suarez, Lumbier, quienes
adoptaron posiciones mas rigurosas o bien mas laxas, segun si se aceptaba o

no una opinidn probable frente a otra que fuera aun mas probable.

Esto ultimo, también impulsé el desarrollo del rigorismo acentuado de los
jansenistas, quienes se oponian a la superficialidad con la que, suponian, se

resolvian los asuntos morales.

La defensa del rigorismo jansenista se plasma en Cartas Provinciales,
manuscrito cuyos ultimos capitulos se atribuyen a Blaise Pascal y en los que se
trata, e incluso se introduce por primera vez, la palabra probabilidad para
designar a ésta en su acepcioén estadistica. En Cartas Provinciales aparece con
cierta nitidez la nocion de probabilidad epistemologica, que recoge parte de lo
aportado por los autores espafioles probabilistas, quienes plantean que la
probabilidad admite grados (de certidumbre) y que ademas puede aceptarse la

probabilidad subjetiva propuesta por cada persona, (Santos, 2002, p.71).

En la teoria de la probabilidad, se distingue su conceptualizacién de su calculo.
Santos del Cerro, sostiene que la nocion de probabilidad en la teoria de
probabilidad, representa una asimilacion conceptual y analitica de la tradicion
filoséfica aristotélica y principalmente de la doctrina del probabilismo moral,
también sefala una conexion con las reglas sistematicas, matematicas, creadas
por las Pascal y Fermat en la polémica entre jansenistas y probabilistas, en la

segunda mitad del S XVII, las que dieron lugar al calculo de probabilidades.
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Baudin, citado en Santos del Cerro (2002, p.112), sefala que, para Pascal, la
probabilidad “es una aproximacion a la verdad que, en ausencia de la verdad
demostrada, la razén no debe despreciar. A él le parece razonable, es decir
conforme a la razén y exigido por esta, reconocer lo probable y apreciar su

valor, utilizarlo para todos los fines del conocimiento y de la accion”.

La conexion del calculo de azares con la concepcion filosofica y teoldgica de la
probabilidad fue la Logica desarrollada en el convento de Port Royal, de
orientacién jansenista. En este tratado se clasifican en internas y externas, las
circunstancias que rodean a los sucesos humanos y contingentes, para evaluar
el grado de certeza sobre la licitud o ilicitud de la aplicacion de ciertas leyes
para resolver estos casos. Las circunstancias internas, pertenecen al caso
mismo Yy las externas se refieren a las personas, en virtud de cuyo testimonio

nos inclinamos a creerlo.

Esta clasificacion coincide con lo que los doctores espafoles habian llamado
factores intrinsecos y extrinsecos, al respecto Medina puntualiza que la
autoridad de los sabios, aduciendo a razones de peso validas, puede hacer que

una opinion sea considerada probable.

Se produce, entonces, una analogia en la estructura de razonamiento y analisis
conceptual que se encuentra en la doctrina moral del probabilismo y en los
principios de la Logica de Port Royal, la que influiria en los desarrollos ofrecidos

por Pascal en la resolucion de los problemas planteados por Caballero de More.

Por otra parte, en la teologia moral, la probabilidad tiene sentido cuantitativo, al
exigir valorar el grado de probabilidad de distintas opiniones, relacionadas con
acciones morales, en las que era necesario determinar su licitud o ilicitud. Es
decir, ponderar la autoridad de los expertos. Al respecto Caramuel, tedlogo
espanol, publica un tratado titulado “Apologema pro antiquissima et

universalissima doctrina de probabilitate” (1670) en el que defiende las ideas
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probabilistas, cuantifica la autoridad de los expertos: un profesor que ocupase
una catedra distinguida, prevalecia sobre 4 profesores de menor rango, Jonsen

y Toulmin, citado en Santos del Cerro (2002, p. 114).

A Pascal y a Fermat se debe la creacién de lo que el primero denominé
“‘geometria del azar”, ambos propondran métodos propios, es decir reglas de
actuacion, para resolver un problema de decisibn ante una situacion de
incertidumbre.

El esquema de andlisis utilizado por Pascal para resolver juegos de azar, lo
aplicara al proponer la Apuesta sobre la existencia de Dios, un problema que
contiene incertidumbre por parte del conocimiento humano, tal como los juegos
de azar, es decir un género de problemas que los doctores espafoles

resolvieron creando una doctrina moral, denominada probabilismo.

La concepcion jansenista de la probabilidad, también influyé en los conceptos
seminales del Calculo de Probabilidades, Bernoulli lo reconoce de manera

explicita en la cuarta parte de “Ars Conjectandi”.

Algunas de estas ideas, Bernoulli las expresan como sigue:

El conocimiento que un individuo en un momento dado tiene a su disposicion
es, a veces, insuficiente para obtener “certeza” acerca de la ocurrencia o no
ocurrencia de un posible suceso.

Sobre esta base el individuo puede obtener solamente “un grado de
confianza” definido, que es a la certeza como un subconjunto es al conjunto
total, y que es llamado “probabilidad”. Este grado de confianza o probabilidad
depende del conocimiento que el individuo tiene a su disposicion y, por tanto,

puede variar de unos individuos a otros, (Mateos — Morales,1985, p. 157).
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1.1.3.3 Christian Huygens (1629-1695).

Christian Huygens fue un cientifico holandés, se traslada a Paris con objeto de
obtener su doctorado en leyes en la Universidad Protestante de Angers (1655)
a la edad de 26 afos. Alli tuvo conocimiento de la correspondencia entre
Fermat y Pascal con relacion a los problemas propuestos y se interesé por los
meétodos utilizados. A su regreso a Holanda sintetiza las primeras ideas
fundamentales sobre el calculo de la probabilidad, en su obra “De Ratiociniis in
Alea Ludo”, publicado en 1654. Este tratado es considerado la primera obra

cientifica que procede de manera metodica sobre probabilidad.

Consta de un prefacio, en el cual establece el principio que debe regir lo que él
entendia por juego justo y 14 proposiciones. En las tres primeras proposiciones,
Huygens introduce el concepto de esperanza matematica para variables
aleatorias que toman dos o tres valores y estas constituyen las bases del

calculo de probabilidad.

El define la esperanza como la ganancia que esperaria obtener si el juego se
repitiera muchas veces. En la cuarta, quinta, sexta y séptima proposiciones
Hyugens resuelve el problema del reparto de apuestas con dos jugadores,
razonando en forma recursiva. En la octava y la novena proposiciones analiza
este problema para el caso de tres jugadores. Al final del tratado Hyugens
propone cinco problemas sin resolver, cuyas soluciones fueron obtenidas afos

mas tarde por Jacques Bernoulli y recogidas en su obra Ars Conjectandi.

Huygens, mas tarde demuestra sus proposiciones utilizando un razonamiento

analitico. Para ello considera que juega con un oponente con el que pacta: que
cada uno apueste ‘x’ y quien gane se llevara todo el premio, pero el que gane
le tendra que dar una pequena cantidad ‘a’ al que pierda. Entonces se tiene la

misma probabilidad de ganar ‘a’ que 2x — a’.
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Las primeras tres proposiciones son generales y Huygens las utiliza en la
resolucion de estos juegos con dados, particularmente en el reparto de la

apuesta.

Proposicién I: Si puedo obtener igual de facil ‘a’ o ‘b’ entonces mi expectatio

es

X =— (5)

Huygens utiliza la palabra expectatio, representada por x, para referirse a lo que

espera ganar en el juego.

Demostracion: Si x representa la expectatio, como el juego es equitativo,

entonces tiene la misma probabilidad de ganar ‘a’ que ‘2x — a’* Substituyendo

‘ ) : b
2x — a’ por b y despejando x resulta que: x %

La expectatio que Huygens construye es la ganancia promedio de un juego

justo, en el que se determina, de acuerdo a la proposicion 1 que el ganador

dara ‘a’ al perdedor y se quedara con ‘b’.

Con este mismo método formula la proposicion |l

Proposicion Ill: Si puedo obtener igual de facil ‘a’,’b’o ‘c’ entonces mi

expectatio es:

a+b+c
3 (6)
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Proposicion lll: Si el nimero de chances para ganar “a” es p y el nimero de

chances para ganar “b” es q, suponiendo chances iguales, el valor esperado

a+qb
p+q

de la apuesta, o su expectatio, deberia ser igual a P
En esta proposicion p y q no indican probabilidades.

Demostracion:

Sea x el valor de su expectatio. Este valor debe proporcionar la expectativa de

un juego justo.

Sean p + q la cantidad de jugadores, incluido Huygens tal que cada uno

apuesta x, asi el total de la apuesta es px + gx.

Huygens realiza dos acuerdos con el resto de los jugadores. Acuerda con q

jugadores que si cualquiera de ellos gana le dara “b” a él y si él gana, dara “b”

a cada uno de los q. Con los p — 1 jugadores restantes (se excluye él) acuerda

« ”

que si cualquiera de ellos gana le dara "a” a él y si él gana le dara a cada uno

delosp- 1, “a’.

Asi, si Huygens gana el juego, lo que le toca es el valor de la apuesta total

menos el compromiso de los acuerdos, es decir:

px + qx-bq-a-(p —1) = px + qx-bq-ap + a
Pero: px + qx = bq + ap; omejordicho px + qx-bgq-ap = 0
Asiipx + qx-bq-ap + a = a

Y despejando x encontramos:
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ap+bq

X = (7)

rtq

Huygens no calcula probabilidades como tampoco la menciona en sus
proposiciones. En su trabajo deriva reglas recursivas para el valor esperado de
una situacion y desde la perspectiva actual, esta es interpreta con

probabilidades.

En la proposicion 4 Huygens desarrolla el problema de la division de la apuesta

y la demuestra aplicando su método.

Proposiciéon IV: Ay B juegan a un juego de azar. Gana el juego el primero, Ao
B, que logre ganar 3 partidas. Si A ha ganado dos partidas y B solo una, que
parte de la apuesta debe cobrar cada uno si deciden no jugar las partidas que

restan?

Demostracion: Suponga que el juego hubiera continuado. Si A gana la primera
partida se acaba el juego y A ganaria el total de la apuesta. Sea ‘a’ el total de la

apuesta.

Si B gana en la primera partida, entonces las posibilidades de ganar o de perder

el juego seran iguales para ambos, a partir de ese mismo momento. Por lo tanto

. 1
cada uno podra reclamar el monto de ;@

En tal estado del juego queda otra partida. Evidentemente A tiene la misma
posibilidad de ganar que de perder este lanzamiento. Luego A tiene igual

posibilidad de conseguir %a 6 0. Asi por la proposicion |, a A le corresponde:

1 %a+0 1
Ea+ = —a-++

3
a=2a

1
2 2 4
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1
Luego a B le corresponde 2 a, en Garcia (2000).

Huygens también trabajo en la teoria de decision, cuando la probabilidad no era
concebida aun como un numero, sino como un argumento (en pro o en contra)
con el fin de sopesar la posibilidad de ocurrencia o validez de tal o cual

argumento.

Huygens también realizd6 observaciones sobre la frecuencia de sucesos
especificos, lo que condujo a la posibilidad de considerar a la frecuencia como

un argumento.

Las aplicaciones de su trabajo lo llevaron a elaborar tablas de mortalidad y
trabajo las frecuencias de la misma manera que la probabilidad. El contribuyo a
desarrollar la idea de probabilidad como un concepto basado en la frecuencia

relativa.

En ese tiempo, la probabilidad jugé un rol de concepto elemental no definido, de
uso pragmatico en los juegos de azar y reducido a la equiposibilidad de los

casos.
Ubaldo Nieto, en Mateos y Morales, sostiene:

Aungue solo sea por la cristalizacion de las ideas de los matematicos franceses,
este autor ha ganado el derecho a ser considerado como el padre de la teoria
de la probabilidad. Después de Huygens el interés de la probabilidad no estuvo
solamente centrada en el juego, aunque este continu6é durante unos cien afios
aproximadamente. Su libro fué el primero que se publicé sobre calculo de
probabilidades y ejercié una gran influencia sobre Jacob Bernoulli y De Moivre,
por tal razén, con Huygens el célculo de probabilidades se puede dar por

comenzado seriamente.
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1.1.3.4 Jacob Bernoulli (1654 — 1705).

Ars Conjectiandi (o el arte de la previsicion), es la obra escrita por Jacob
Bernoulli (1654 — 1705), en la que formula por primera vez de manera mas
general el célculo de probabilidades. Esta obra, publicada en 1713, tras la
muerte de su autor es considerada por Gouraud un gran progreso y la
sistematizacién del conocimiento existente. Meusnier destaca una parte de la
carta que Bernoulli escribiera a Leibnizt el 3 octubre de 1703: “he terminado ya
la mayor parte de un libro pero me falta la parte escencial en la cual muestro
como los fundamentos del arte de conjeturar pueden aplicarse a la vida civil,

moral y politica”.

El libro se divide en cuatro partes: la segunda es un estudio sobre teoria de
combinaciones y permutaciones y la tercera las respectivas aplicaciones a un

conjunto de juegos de azar, Santos (2002, p. 42).

En la primera parte, Bernoulli sistematiza la teoria expuesta por Huygens en su
“De Ratiociniis in Ludo Alae” y comenta estos resultados. Es precsiamente en
estas anotaciones en las que aprace por primera vez la palabra probabilitas.
Bernoulli comenta un principio esencial del pensamiento probabilistico, a

propésito del problema la division de la apuesta:

Asi para calcular las suertes no se debe tener en cuenta los juegos pasados
sino solamente los juegos que faltan por jugar; dado que en ninguno de los
proximos juegos hay una probabilitas (probabilidad) hacia unos jugadores que

hacia otros ....

Considerando la tercera proposicion de Huygens, “Si me corresponde ‘a’ en ‘p’

pa+qb,,

casos y b casos en ‘g’ casos, mi esperanza sera: , Bernoulli obtiene un
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corolario que resulta de hacer b = 0 en la formula anterior. Su formulacion es la

siguiente:

Corolario 1: “Si me corresponde ‘a’ en ‘p’ casos y cero casos en ‘g’ casos, mi

a+qb
esperanza sera: PETAR »
p+q

pa
— 8
— (8)

Bernoulli consigue genarlizar este corolario encontrando un valor de la
esperanza, la que corresponde al calculo de la probabilidad segun la regla de
Laplace pero no utiliza explicitamente la palabra probabilidad. El escribe:

Entonces, si alguien pretende lograr alguna cosa en el primer intento, es claro
que tiene b casos o bien tiene a - ¢ casos para lograrlo, es decir para obtener

lo depositado (en referencia a lo apostado) — lo que supongamos sea de ahora

en adelante igual a 1 - y ¢ casos para obtener 0, asi segln el corolario 1 de la

proposicién Il (de Huygens) su suerte es %

En esta formulacion Bermouilli considera que ‘a’ representa los casos posibles,

‘a — ¢’ los casos favorables y ‘¢’ los casos desfavorables (en los que se
obtiene 0). Asi los casos posibles ‘a’ los divide en dos grupos, los casos

favorables b y los desfavorables c. Es decir a = b 4+ c¢. A continuacién
agrega:

Se sabe que la suerte de lo que alcance en el primer intento es ? = g.
Considerando b como los casos favorables y ¢ los desfavorables, determina
una de las formulas mas notables, las suertes de que un suceso ocurra al
menos m veces en n lanzamientos, cuando se conoce la suerte de que ocurra

en un lanzamiento sencillo.
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La palabra suertes es utilizada en esa época como la fortuna, el azar o la
casualidad.
Bernouilli razona de la siguiente: Si la suertes de éxito en un lanzamiento
. . b c
sencillo de un juego es -y la de fracaso es — entonces la suerte en el segundo
a a
2 b'C"_l

. b-c b-c L.
Intento es — en tercero —-yen el n-ésimo
a a

an
Estos resultados provienen del siguiente razonamiento, en lenguaje actual:

. " : . b . . . .
La probabilidad de éxito en el primer lanzamiento es ~ Si éxito no ocurriera en

el primer lanzamiento y se espera que ocurra en el segundo entonces su
probabilidad sera la probabilidad de fracaso en el primer lanzamiento y la

probabilidad de éxito en el segundo lanzamiento, lo que escribe como:

(9)

Si el éxito no ocurriera ni en el primer lanzamiento ni en el segundo lanzamiento

c b_b-c
a a a?

y se espera que ocurra en el tercero entonces su probabilidad sera la
probabilidad de fracaso en el primer lanzamiento y de fracaso en el segundo
lanzamiento y de éxito en el tercer lanzamiento, lo que escribe como:

c ¢c b b-c?
_____ - (10)

Y asi sucesivamente para n lanzamientos.

Estos resultados se conocen en la actualidad como probabilidad de sucesos
independientes.

La cuarta parte del “Ars Conjectandi” contiene el famoso teorema de Bernoulli,

su formulacion es la siguiente:

..al aumentar las observaciones crece también constantemente la
probabilidad de que el numero de las observaciones favorables alcance su

verdadera relacion con respecto al numero de las desfavorables, y ello
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precisamente hasta el extremo de que dicha probabilidad supere finalmente
cualquier grado de certeza... (Wussing y Arnold, 286), citado en Gutiérrez
(2013, p. 90)

La demostracion de este teorema le llevo a Bernoulli 20 afios. Por otra parte
Bernoulli sistematiza ideas sobre la probabilidad filosofica y teolégica, también
la probabilidad aleatoria derivada de los trabajos de Pascal y Fermat. Esta
altima representa el marco de referencia fundamental de la conceptualizacion

moderna de la probabilidad, Santos (2006).

Bernoulli tiene una concepcion epistemoldgica y subjetiva de la probabilidad
heredada de la tradicion filosofica y teoldgica probabilista. Desde este punto de
vista, él concibe la probabilidad como aquello sobre lo que no alcanzamos
certeza subjetiva absoluta. En Ars conjectandi, parte IV, él afirma: “las
probabilidades son estimadas a partir del nUmero y también del peso de los
argumentos que de alguna manera prueban o rvelan que alguna cosa es, sera o
ha sido”, (2006, p.45).

Shafer sostiene que Jacob Bernoulli fue el primero que contribuyé
sustancialmente a establecer la relacién entre la teoria de los juegos de azar y
la probabilidad, la que hasta entonces se ocupaba de cuestiones de teologia
moral y filoséfica. En esta misma linea Shafer afirma que la ley de los grandes
nameros ocupa un sitial importante en esta parte de la obra porque es una de
las herramientas por las cuales se determina la facilidad con la que ocurren

diferentes casos.

Es decir la tradicién del pensamiento filoséfico y teolégico de Bernoulli no se
ocupd del célculo numérico de la probabilidad, como se ensefia hoy en los
colegios, sino mas bien su trabajo estuvo influenciado por la doctrina

probabilista en la que la probabilidad era un atributo de la opinién, un producto
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del argumento o de la autoridad. Su teoria fue un intento de aplicar a los juegos
de azar la probabilidad, manteniendo la idea de una nocion basada en los

argumentos.

Considerando este enfoque Bernoulli tiene conciencia de que para evaluar una
probabilidad es preciso tener en cuenta tanto los argumentos a favor con en
contra, lo que actualmente serian los casos favorables y desfavorables del

suceso en cuestion.

Afos mas tarde, de la publicacion de Ars Conjectandi, el intelectual holandés
Willem Gravesande, quien habia hecho contacto con Nicolas Bernoulli, escribe
sobre el tema:

“Se puede ver que la probabilidad no se aplica sobre las cosas mismas, sino
gue sobre el conocimiento que de ellas tenemos; ademas se la puede
considerar como una cantidad que crece desde el mas pequefio grado de

conocimiento, hasta el pleno convencimiento”.

En estas lineas queda en evidencia el caracter epistemolégico de la nocion de
probabilidad de Gravesande. También plantea que en ciertas ocasiones la
probabilidad se fundamenta en las cosas mismas y que tanto en uno como en
otro caso, la probabilidad va a estar determinada por la relacién entre casos
favorables y posibles, manifestandose asi claramente la concepcion aleatoria
de la probabilidad, que desde Jacob Bernoulli predominé sobre la

epistemoldgica posterior al Ars Conjectandi.

Santos del Cerro asegura que el desarrollo posterior de la probabilidad no se
entenderia sin la clasificacion de la probabilidad a priori y a posteriori, sin el
teorema de Bernoulli y sin la nueva conceptualizacién de la probabilidad

aleatoria y epistemoldgica, propia de la filosofia y la teologia. El plantea que
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muchas de las confusiones y polémicas que han rodeado a este concepto, se

explican por su peculiar origen, (2006, p. 53).
1.1.3.5 Abraham de Moivre (1667 — 1754).

Aun cuando nacié en Vitry (Champagne) Francia, figura en la escuela de
matematicos ingleses. Fue admitido como miembro en la Royal Society en1697

y en las Academias de Paris y Berlin.

En sus investigaciones sobre el célculo de probabilidades es reconocido por
formular la regla para obtener la probabilidad de un suceso compuesto.

Entre sus obras sobre la teoria de la probabilidad figuran De mensura sorti,
Doctrine of Chances y Miscellania analitica, publicada en 1730, antes de la

tercera edicién de Doctrine of Chances.

La obra mas importante de De Moivre fue “Doctrine of chances” publicada en
1718 y considerada como el segundo libro mas importante sobre el tema luego

de la obra Ars Conjectandi de Jacques Bernoulli.

“Doctrine of chances” contiene 53 problemas, 26 de estos recogidos de su
memoria De mensura sorti. En ella, De Moivre utiliza el método combinatorio de
Fermat para resolver el Problema de los Puntos con tres jugadores. En la
segunda edicion, publicada en 1738, De Moivre discute algunos casos sencillos
de este problema siguiendo el método que utilizé6 Pascal con dos jugadores y
propone una regla para resolver el problema cualquiera que sea el nUmero de
jugadores basandose en el método de Fermat, segun Mateos y Morales (1985,
p. 70).

Otro grupo de problemas se refieren a sencillos problemas de probabilidad
mediante los que establece una teoria de permutaciones y combinaciones, la

que aplica en la resolucién de otros problemas.
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En esta misma obra plantea emplear una sola letra en lugar de dos o tres para

representar la probabilidad de que un suceso ocurra o no. Asi si “p” es la

probabilidad de ocurrencia de un suceso, “1 - p” representa la probabilidad de

su fracaso; y que si “q” y “r” representan la probabilidad de otros sucesos

entonces:

p-(1-q¢ -(1-7) (11)

Corresponde a la probabilidad que el primer suceso ocurra a la vez que el
segundo y tercer suceso no ocurran. Esta notacion representa un avance

importante en los calculos para determinar las probabilidades.

En sintesis De Moivre es reconocido por desarrollar una teoria de
permutaciones y combinaciones que utiliza para resolver problemas
emblematicos planteados por sus antecesores, ademas amplia la formulacién
de estos problemas extendiéndolos al caso de tres o0 mas jugadores con distinta
habilidad para ganar, es decir distinta probabilidad. Otra de sus contribuciones
se presenta en el ambito de la simbolizacién, representando con una sola letra
la probabilidad de ocurrencia o de fracaso de un suceso, aspecto que por si
solo constituye un salto de abstraccion. Por ello es reconocido como el gran

perfeccionador de esta teoria.
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1.1.3.6 Pierre Simon Laplace (Francia 1749 — 1827).

Matematico y astronomo francés es otro de los personajes que se destaca en la
avolucion de la teoria de la probabilidad.

Su obra, Teoria analitica de las probabilidades (Théorie Analytique des
Probabilités) se publico por primera vez en Paris en el afio 1812, la segunda
edicion ocurrid en 1814 y en el afio 1820 se publica la tercera edicion en la que
Laplace incorpora “Ensayo Filoséfico de la probabilidad”, dedicado al uso del
calculo de las probabilidades a las ciencias morales: el derecho y la politica.
Esta obra es una de las mas reconocidas de Laplace y constituye una

recopilacion de sus numerosas memorias sobre el estudio de este tema.

En esta obra, Laplace afirma que “La probabilidad se vincula en parte con
nuestra ignorancia y en parte con nuestro saber” y establece que “La teoria del
azar consiste en llevar todos los acontecimientos semejantes a una cierta
cantidad de casos igualmente posibles, es decir, que nos despierten la misma
duda sobre su existencia y en establecer el numero de casos favorables al
hecho cuya probabilidad se persigue. La relacion de este numero con el de
todos los casos posibles da la medida de esa probabilidad que no consiste mas
que en una fraccion cuyo numerador es el numero de los casos favorables y el

denominador el de los casos probables”.

A continuacién propone un conjunto de principios para el calculo de
probabilidades, que aplica a situaciones de juegos de azar para ejemplificar la
regla. Al respecto solo comentaremos los que interesan al propdsito del

presente estudio.

Primer principio es la definicion de probabilidad como razén entre el

numero de casos favorables y casos posibles.

46



Segundo principio supone que todos los casos diversos son igualmente

posibles y de no serlo la probabilidad se establecera mediante la suma de las

probabilidades de cada caso favorable.

Tercer principio enuncia que la probabilidad de sucesos independientes es
el producto de las probabilidades de cada suceso.

Generaliza este principio formulando la regla: “La probabilidad de que en
idénticas circunstancias un hecho simple ocurra un determinado nimero n de

veces, es igual a la potencia n - ésima de la probabilidad de este hecho simple.

Cuarto principio es el de la probabilidad condicional, el que formula como:
Si dos acontecimientos dependen el uno del otro, la probabilidad del
acontecimiento compuesto es el producto de la probabilidad del primero por la

probabilidad de que si ocurre este acontecimiento, ocurrira el otro.

Este principio lo ejemplifica suponiendo la existencia de tres urnas A, By C, de
las cuales dos solo contienen bolitas blancas y otra urna solo contiene bolitas
negras, La probabilidad de extraer una bola blanca de C es 2/3, pues de las tres
urnas, solo dos contienen bolitas blancas. Pero si se ha sacado una bolita

blanca de la urna C, la incertidumbre con respecto a dicha urna sélo alcanza a

Ay a B, la probabilidad de sacar una bolilla blanca de B es %; el producto de %

por % o] sea% es la posibilidad de obtener simultaneamente dos bolitas blancas
de B y C. En efecto, para ello es necesario que A sea de las tres urnas la que
contenga bolitas negras y su probabilidad es, indudablemente é

En “Memoire sur les suites récurrent et sur les usages dans la théorie des
hasards”, Laplace resuelve tres problemas, de los cuales el llamado la Duracion
del Juego habia sido tratado anteriormente por De Moivre y Montmort. Laplace

lo plantea para el caso de dos jugadores con igual habilidad e igual capital.
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Luego lo plantea para un caso particular en el que cada jugador aplica distinta
habilidad pero manteniendo la condicién de capitales iguales para ambos
jugadores. También resuelve el antiguo Problema de los Puntos, de Pascal y
Fermat.

En 1776 publica “Recherches sur l'intégration des Equations différentielles aux
différences finies, et sur leur usages dans la théorie des hasards” en la que
realiza observaciones generales a los problemas tratados en su primera
memoria. En esta nueva publicacién vuelve a abordar los problemas de su
primera memoria utilizando diferentes métodos y discutiendo el problema de la
duracion del juego para jugadores con capitales iguales y también con capitales
distintos, pero no se plantea la posibilidad de habilidades diferentes para los

jugadores.

A modo de cierre se puede apreciar que las preocupaciones de los jugadores
de la época no plantearon problemas de probabilidades a los sabios (Pascal,
Fermat y otros), en el sentido formal, sino que estas eran mas practicas y
concretas por ejemplo, en cuantos lanzamientos debian esperar la aparicion del

doble 6, para pactar la apuesta, al lanzar dos dados.

Claramente esta esperanza esta estrechamente relacionada con la probabilidad
de ganar el juego, sin embargo, los problemas no son planteados en términos
de probabilidades sino en términos de esperanza matematica.

Entonces ¢Por qué no plantear en estos términos, los problemas de la

ensenanza?

Por otra parte, el estudio epistemoldgico permitid identificar los tipos de
conocimientos que obstaculizaron la construccion de este concepto, (Barrantes,
2006) y su relacion con las dificultades que se observan, en los alumnos, para
la adquisicion de ciertas nociones matematica. Asi las creencias sobre el

calculo de la ocurrencia de un suceso con el objeto de valorar de antemano las
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posibles pérdidas o ganancias en un juego de azar, pueden reaparecer en

distintas generaciones, sobre todo en nifios y jévenes en edad escolar.

Por otra parte, el extraordinario desarrollo, matemético y formal que dio lugar al
calculo de probabilidades, desde los siglos XVII al XX, ha logrado ensombrecer
al concepto mismo de probabilidad, generando confusion sobre el origen de la
conceptualizacion de esta nocion y los aportes al contenido conceptual y
analitico de la moderna nocion de probabilidad proporcionado por la doctrina
moral del probabilismo, desarrollada por algunos doctores escolasticos
espafioles de los siglos XVI y XVII. Particularmente la concepcién axiomatica de
la probabilidad atribuida al matematico ruso Kolmogorov, ha contribuido a

acentuar esta confusion.

No obstante, y al parecer en la practica cotidiana, el concepto de probabilidad,
aun mantiene el caracter epistemolégico de los desarrollos de los doctores
espafioles y su tratamiento matematico a través de teoremas y proposiciones,
ha llegado a alcanzar un desarrollo tan complejo y sofisticado que se tiende a
confundir la esencia del concepto de probabilidad con su medida y tratamiento

formal.

Entonces se pueden distinguir dos tipos de probabilidad, la probabilidad

aleatoria y la epistemoldgica.

La primera se aplica en juegos de azar y otras situaciones parecidas, seguros,
rentas y pensiones y otras. Especialmente en los juegos de azar, las cualidades
de uniformidad y simetria, establecen una hipotesis de equiposibilidad de
resultados elementales, que define la probabilidad de un suceso particular como
el cociente entre casos favorables y posibles del juego, lo que da curso a la Ley
de Laplace.
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La probabilidad epistemologica se refiere al grado de veracidad que concibe el

entendimiento humano ante un juicio 0 una proposicion, semejantes a las que

surgen en la Teologia Moral, sobre la licitud o ilicitud de la aplicacién de ciertas

leyes a determinadas situaciones o casos particulares, de esta naturaleza. Por

lo tanto, la probabilidad epistemoldgica, opera aplicando ciertas leyes o

principios probables, a situaciones concretas, en las que en general no es

posible establecer una enumeracion de posibilidades ni mucho menos afirmar la

igualdad de posibilidades.

Se sintetizan las principales aportaciones de los personales considerados.

Tabla 1 Contribuciones al desarrollo de la probabilidad

Personaje

Contribucion

Girolamo
Cardano
1501 - 1576

Blaise Pascal

Pierre de

Fermat

Jacques

Bernouilli

Formula el principio de la ganacia media, como una propiedad
del juego, utillizando la esperanza matematica como
probabilidad, lo que lo conduce a errores. No considera la
independencia entre sucesos.

Aconseja a los jugadores, exigir el principio de igualdad de
condiciones y tener en cuenta los casos posibles de la partidas.
Propone reglas (de interrupcion del juego), principios y
corolarios y los aplica, mediante un razonamiento analitico, para
resolver los problemas planteados. En Cartas Provinciales,
plantea que la probabilidad admite grados (de certidumbre) y
gue ademas puede aceptarse la probabilidad subjetiva
propuesta por cada persona.

Utiliza un razonamiento combinatorio, para lo cual elabora tablas
con columas, las que representan las diferentes combinaciones
gue resultan para resolver el problema propuesto.

Escribe Ars Conjectiandi (1773),0bra en la que se genralizan las

ideas del calculo de Probabilidad. Plantea el teorema de
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1654 - 1705

Christian
Hyugens
1629 -1695
Abraham De
Moivre

1667 - 1754

Pierre
Laplace
1749 - 1827

de

Bernoulli, cuya demostracion le llevo 20 afios, sistematiza ideas
sobre la probabilidad filoséfica y teoldgica, también la
probabilidad aleatoria derivada de los trabajos de Pascal y
Fermat.

Hyugens expone (1654) las primeras ideas sintéticas sobre el
calculo de la probabilidad, en “De Ratiociniis in Alea Ludo”, con
el enfoque de la esperanza matematica.

Reconocido como ‘Gran Perfeccionador’ de este tema,
desarrolla una teoria de permutaciones y combinaciones, que
aplica al resolver problemas. Formula la regla para la
probabilidad de un suceso compuesto. Representa con un
mismo simbolo, la probabilidad de un suceso y el de su
complementario.

Contribuye a formalizar la teoria clasica de la probabilidad, en
Théorie Analytique des Probabilités, enunciando un conjunto de
principios para el calculo de probabilidades, que aplica a

situaciones de juegos de azar para ejemplificar la regla.
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1.2 Analisis Curricular del Objeto de Ensefianza
Probabilidad

1.2.1 La Ensefianza de la probabilidad en educacion basicaen 5

curriculos internacionales

Este estudio propone comparar las decisiones curriculares para abordar la
ensefianza de la probabilidad adoptadas por cuatro paises latinoamericanos,
con la propuesta chilena. El estudio es descriptivo y pretende indagar si existe
una transferencia de los aprendizajes formales a problemas del mundo real y
viceversa de los alumnos entre 10 a 14 afos de escuela.

Los curriculos considerados son los que corresponden a los paises de
Argentina, Colombia, México y Uruguay,. Ellos han sido seleccionados debido a
que en estos paises se han iniciado reformas educacionales y ademas cuentan
con equipos de investigadores en educacion matematica cuyos aportes se han
visto progresivamente reflejados en los cambios que ha tenido la educacion
matematica en estos ultimos 15 afios.

El analisis realizado considera el contenido matematico, los aprendizajes
esperados que especifican las habilidades a desarrollar, los propésitos y las

orientaciones didacticas.
1.2.1.1 El curriculo de probabilidad en Argentina.

La educacion escolar en Argentina, se divide en cuatro niveles, uno de ellos es
el nivel de Educacién Primaria, el que comienza a partir de los seis afios y tiene
una duracion de seis o0 siete afios, dependiendo de cada jurisdiccion. El
siguiente nivel es el de Educacion Secundaria, el que esta dividido en dos
ciclos: un ciclo basico de dos o tres cursos de caracter comunes a todas las
orientaciones y un ciclo orientado de tres cursos en el que se pueden elegir

distintas modalidades segun el camino que quiera seguir el alumno.
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El curriculo de matematica argentino se estructura en areas de pensamiento
matematico denominadas ejes, uno de ellos es el eje “Estadistica y
Probabilidad”, cuyo objetivo es que los alumnos sean capaces de “Recurrir a
nociones de probabilidad para cuantificar la incertidumbre”, Disefio Curricular
del Ciclo Basico de la Educacion Secundaria - Ministerio de Educacion de la
Provincia de Cordoba
http://www.bnm.me.gov.ar/gigal/documentos/EL003226.pdf, 18 de febrero
2018.

En este pais el estudio de la probabilidad comienza en el primer grado de la

educacion secundaria, cuando los alumnos tienen aproximadamente 12 afios.

Comparativamente hablando, en el sistema educativo chileno los alumnos
cursan el 7° basico. En este estudio, se consideraran los grados del curriculo
argentino que sean equivalentes, en cuanto al contenido tratado, con los niveles

de 5° a 8° basico de la ensefianza formal chilena.

Para el curriculo argentino la nocidn de probabilidad en la escuela cobra sentido
en situaciones de ensefianza que promuevan en los alumnos y alumnas “El
reconocimiento y el modo de cuantificar la incertidumbre en situaciones
problematicas que lo requieran”, Nucleos de Aprendizaje Prioritarios. Tercer
Ciclo EGB/Nivel Medio,

http://www.me.gov.ar/curriform/publica/nap/nap3matem.pdf.

Asi para el primer grado de la ensefianza basica secundaria se espera que los
alumnos de 12 o 13 afios logren:
» Comparar probabilidades de diferentes sucesos, incluyendo seguros e
imposibles, para espacios muéstrales finitos”.
Al parecer, este objetivo pretende establecer diferencias entre lo predecible y lo
impredecible, o que en Chile se propone para nifios de 10 afios en contextos

cotidianos y de espacio muestral finito.
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En el segundo grado se espera que los alumnos, de 13 o 14 afios logren:
= Determinar la frecuencia relativa de un suceso mediante
experimentacion real o simulada y la comparan con la probabilidad
tedrica.
= Comparar las probabilidades de diferentes sucesos incluyendo casos

que involucren un conteo ordenado sin necesidad de usar formulas

Los objetivos de este grado proponen relacionar los significados frecuencial y
clasico de la probabilidad.
En el tercer grado se espera que los alumnos, de 14 o 15 afios logren:

= Explorar, producir y utilizar formulas sencillas de combinatoria para

calcular probabilidades.

El cuarto, quinto y sexto grado de la educacién secundaria argentina, se
denomina ciclo orientado y el propdsito de ensefianza de la probabilidad y
estadistica es vincularse con la toma de decisiones, analizando situaciones

extra matematicas tales como las vinculadas a los juegos de azar.

En estos niveles los alumnos tienen entre 15y 17 o 18 afos, respectivamente.
Este ciclo plantea que los alumnos logren:
= |Interpretar y aplicar conceptos y procedimientos basicos de la
estadistica y la probabilidad, reconociendo los alcances y limitaciones
de sus usos en la toma de decisiones de acuerdo a la situacion

planteada.

Los contenidos seleccionados en los distintos niveles de este ciclo se ponen en
juego en actividades de “andlisis de situaciones de probabilidad y el
conveniente uso de formulas”, asi en el primer grado del ciclo orientado los

objetivos que se proponen son:
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» Analizar la posibilidad de recurrir a la formula de Laplace para
determinar la probabilidad de un suceso en la situacion que se esta
abordando y, en caso de no ser posible, acudir a su determinacion
empirica.

» Determinar la probabilidad de sucesos en contextos variados
apelando a férmulas para el conteo de los casos favorables y los
casos posibles, si es conveniente.

Aqui el foco esta puesto en el significado clasico de la probabilidad y en los
métodos de conteo para obtener los resultados posibles y favorables al suceso.
En segundo grado:

» Caracterizar diferentes sucesos (excluyentes, no excluyentes,
independientes, dependientes), y seleccionar la estrategia mas
pertinente para determinar sus probabilidades.

= Analizar fendbmenos para calcular probabilidades condicionadas,

teniendo en cuenta las caracteristicas de los sucesos que intervienen.
En tercer grado:

» Evaluar la probabilidad de un suceso para la toma de decisiones al

analizar el funcionamiento de situaciones extra matematicos.

En el segundo y tercer grado del ciclo orientado el foco de le ensefianza esta
puesto en el significado axiomatico de la probabilidad.

La ensefianza de la probabilidad en Argentina desarrolla, en el nivel de
secundaria (desde los 13 a 18 afios) significados clasico, frecuencial, y
axiomatico de esta nocion.

En este curriculo la nocion de aleatoriedad tiene lugar en la diferenciacion entre
lo posible y lo seguro, a los 12 a 13 afos de edad. En el resto de los niveles la

ensefianza de la probabilidad sigue un desarrollo curricular ya conocido.
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1.2.1.2 El curriculo de probabilidad en Colombia.

La educacion formal en Colombia depende del ministerio de educacion y se
estructura en cuatro niveles, uno de ellos es el nivel basico, el que se divide en
dos ciclos: la educacién béasica primaria (de los 6 a los 10 afios) y la educacién
basica secundaria (de los 11 a los 14 afios).

El documento Lineamientos curriculares, colombianos contiene principios
generales para la ensefianza de la probabilidad, basados en la tendencia de
favorecer el pensamiento aleatorio, el que esta situado en la teoria de la
probabilidad y su aplicacibn como medida de la incertidumbre para acceder a

un manejo apropiado de esta.

En la organizacion curricular de la ensefianza de la matematica se definen cinco
tipos de pensamiento, uno de ellos es: Pensamiento aleatorio y sistema de

datos.

Al respecto el documento: “El plan de Matematica”, 2014, de la secretaria de
Educacion plantea que el Pensamiento aleatorio y sistema de datos: “Hace
énfasis en el desarrollo del pensamiento aleatorio, el cual ha estado presente a
lo largo del tiempo, en la ciencia y en la cultura y aun en la forma del pensar
cotidiano. Los fendmenos aleatorios son ordenados por la estadistica y la
probabilidad...”, (MEN, 1998, p. 47), en

http://www.atlantico.gov.co/images/stories/adjuntos/educacion/medellinmatemati

cas.pd18 de febrero, 2018.

Por otra parte, para los lineamientos curriculares la aleatoriedad surge en
relacion con el azar, nocidn que se antepone a lo deducible y que se considera
como un patron que explica los sucesos que no son predecibles o de los que no
se conoce la causa. Esta concepcion se concreta a través de ejemplos en

situaciones reales, en tendencias, predicciones, conjeturas. Ministerio de
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educacién nacional republica de Colombia” La revolucion educativa: estandares

bésicos de mateméticas y lenguaje educacion basica y media, 2003.

En la educacion basica, el aprendizaje de las nociones de probabilidad se
favorece con el uso de representaciones graficas: circulares, histogramas,
diagramas de arbol, los que permiten captar la aleatoriedad y la incertidumbre
tanto en forma cuantitativa como cualitativa y sobre los cuales los estudiantes
pueden hacer evaluaciones y tomar decisiones, sin recurrir a un esquema unico
de célculo que los llevaria a encontrar valores deterministas definidos, los que
no permiten reflejar la naturaleza especifica de la aleatoriedad, Steinbring, en
Lineamientos Curriculares Colombianos (2006, p. 47)..

El proyecto del Consejo Escolar de Educacion Estadistica propone tres
principios a tener en cuenta al introducir los conceptos de probabilidad:
e Los conceptos y las técnicas deben introducirse dentro de un contexto
practico.
e No es necesario desarrollar completamente las técnicas en el momento
en que se presentan por primera vez.
e No es necesario ni deseable una justificacién teérica completa de todos
los temas, algunos de ellos se trataran dentro de un problema particular,
otros se consideraran mediante experiencias y no se justificaran

tedricamente.

Por otra parte los estandares béasicos de mateméaticas sefialan las
competencias que los alumnos deben desarrollar en los distintos grados de

estudio y su progresion intra y extra grado.

Estas competencias se operacionalizan mediante situaciones didacticas que
ponen en juego:
» La recoleccion sistematica y organizada de datos.

» La ordenacion y presentacion de la informacion.
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» Los graficos y su interpretacion.
= Métodos estadisticos de andlisis.

= Nociones de probabilidad.

En la ensefianza basica, la probabilidad se inicia en tercer grado, alumnos con
8 0 9 afios, en este nivel los estandares proponen:
= Explicar, desde su experiencia, la posibilidad o imposibilidad de
ocurrencia de eventos cotidianos.
» Predecir si la posibilidad de ocurrencia de un suceso es mayor que la

de otro.

Al parecer, el estandar pretende desarrollar un enfoque intuitivo de la
probabilidad.
En quinto grado a la edad de 10 u 11 afos, el estandar establece:
= Hacer conjeturas y poner a prueba predicciones acerca de la posibilidad
de ocurrencia de eventos.
Al parecer el estandar pretender desarrollar el significado frecuencial de la

probabilidad, mediante la repeticion de experimentos aleatorios.

En séptimo grado, a los 12 o 13 afios, el estadndar establece:
» Usar modelos (diagramas de arbol, por ejemplo) para discutir y predecir
posibilidad de ocurrencia de un evento. Hacer conjeturas acerca del
resultado de un experimento aleatorio usando proporcionalidad y

nociones basicas de probabilidad.

En la primera parte de la descripcion, al parecer el estandar pretende
desarrollar el significado clasico de la probabilidad y por lo tanto la regla de
Laplace. En la segunda parte no especifica cuales son las nociones basicas de
probabilidad involucradas y porque se deberia usar proporcionalidad. ¢Se

referira a la razon entre resultados favorables y posibles?
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En el noveno grado, a los 14 o 15 afios, el estandar establece:

= Disefiar experimentos aleatorios (de las ciencias fisicas, naturales o
sociales) para estudiar un problema o pregunta.

» Interpretar conceptos de probabilidad condicional e independencia de
eventos.

» Resolver y formular problemas usando conceptos basicos de conteo y
probabilidad (combinaciones, permutaciones, espacio muestral,
muestreo aleatorio, muestreo con reemplazamiento).

= Proponer inferencias a partir del estudio de muestras probabilisticas.

Se aprecia una profundizacién del significado axioméatico de la probabilidad el
gue cobra relevancia en cuanto corresponda a un medio para crear modelos
probabilisticos experimentales que den respuestas a las preguntas formuladas
en el modelo.

La ensefanza de la probabilidad en Colombia desarrolla, en el nivel de primaria
(desde los 8 a 13 afios), significados intuitivo, clasico y frecuencial, lo que
concuerda con la experiencia chilena, y al inicio de la enseflanza secundaria se
inicia el estudio del significado axiomatico de esta nocion.

En este curriculo, la nocién de aleatoriedad adquiere un estatus de objeto de
ensefianza que favorece la formacién del pensamiento probabilistico, en tanto
los alumnos se apoyen en sus experiencias reales para analizar la posibilidad o
imposibilidad de ocurrencia de eventos cotidianos y la describan en el lenguaje
de la incertidumbre.

1.2.1.2. El curriculo de probabilidad en México.

En México “La educacion primaria es obligatoria y se imparte a nifios de entre 6
y hasta 14 afios de edad”; a la ensefianza secundara accede los alumnos

fluctian entre de 12 a 16 afios de edad y que han aprobado el ciclo anterior.
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ttp://www.sep.gob.mx/work/models/sepl/Resource/1447/1/images/sistemaedum
ex09 01.pdf. 21/01/2018.

En el curriculo mexicano la matematica escolar se organiza por ejes tematicos,
tal como en el curriculo chileno. En el ambito de la incertidumbre este eje se
orienta al “conocimiento de los principios basicos de la aleatoriedad”. Y frente a
la probabilidad, su propdsito es que los alumnos “Calculen la probabilidad de

experimentos aleatorios simples, mutuamente excluyentes e independientes”.

En el curriculo mexicano los aprendizajes esperados corresponden a
conocimientos y habilidades que los alumnos deben construir durante el
proceso de estudio. Los aprendizajes se van desarrollando en cada tema a
través del contenido propuesto.
A los 13 - 14 afos los alumnos mexicanos tienen sus primeras experiencias
escolares sobre probabilidad, en la primera etapa del nivel secundario a
diferencia del curriculo chileno gue inicia las primeras ideas de probabilidad en
el primer ciclo basico con alumnos desde los 6 a 9 afios
Para el primer grado de educacion secundaria, se especifican los siguientes
contenidos:
C.1: Identificacién y practica de juegos de azar sencillos y registro de
resultados.
C.2: Eleccion de estrategias en funcion del analisis de resultados posibles.
C.3: Anticipacion de resultados de una experiencia aleatoria y su posterior
verificacion experimental, utilizando el registro de tabla de frecuencias y el
calculo de la frecuencia relativa para determinar la probabilidad experimental
del suceso.
C.4: Resolucion de problemas de conteo mediante diversos procedimientos,
tales como diagrama de arbol y tablas de doble entrada.

C.5: Busqueda de recursos para verificar los resultados.
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Se observa que C4 coincide con el objetivo de aprendizaje 17 de la
actualizacion 2016 del programa de estudio de 8° basico chileno.

Las orientaciones didacticas del curriculo mexicano sefalan que ‘“los
conocimientos especificados en este grado pueden ser considerados como un
primer contacto con el estudio de la nocion de probabilidad y por ello el registro
de los resultados de los juegos de azar permite caracterizarlos como juegos en
los que las posibilidades de ganar no dependen de la habilidad del jugador”,

Programas de estudio 2011 / Guia para el Maestro Secundaria / Matematicas.

Se observa que la estimacion de resultados de experimentos aleatorios, el uso
del diagrama de arbol y el célculo de la frecuencia relativa se plantea como
medio de verificacion de las estimaciones realizadas (estas habilidades son
desarrolladas en los niveles 6° y 7° en el curriculo chileno, entre los 11y 12

afos de edad).

En este grado se propone una aproximacion a la nocion de probabilidad
apoyada en la experimentacion con juegos de azar para dar sentido a la
probabilidad experimental.

En el segundo grado de educacion secundaria (15 afios de edad) los
aprendizajes esperados (A. E.) y contenidos (C) son los siguientes:

A. E.1: Compara cualitativamente la probabilidad de eventos simples.

C1.: Comparacion de do o mas eventos a partir de sus resultado posibles,

usando relaciones como: “es mas probable que...”, “es menos probable

que...”.

C2.: Realizacion de experimentos aleatorios y registro de resultados para un
acercamiento a la probabilidad frecuencial. Relacion de ésta con la probabilidad
teorica.

A. E.2: Explica la relacion que existe entre la probabilidad frecuencial y la

probabilidad teérica.
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C.3: Comparacioén de las graficas de dos distribuciones (frecuencial y teorica)

al realizar muchas veces un experimento aleatorio.

Los contenidos de C.1 corresponden a conocimientos intuitivos acerca de la

ocurrencia de un suceso y al uso del lenguaje cotidiano para caracterizar la

incertidumbre y 