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CONTENIDO

RESUMEN

En la actualidad, las bases cuiriculares de matematicas en Chile instauran el estudio
de la distribucion binomial en el nivel de cuarto afio medio, influenciada su ensefanza y
aprendizaje en la sala de clase por el Programa de Estudio, el Texto del Estudiante, el
Cuademo de Actividades y la Guia Didactica del Docente. El proposito del presente estudio
consiste en valorar la representatividad de los significados de la distribucion binomial
promovidos por el curriculo chileno de cuarto afio medio, haciendo uso de algunas nociones
tedricas del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS)
y tomando como referente su significado holistico propuesto en una investigacioén previa.
Para ello, se analizaron los documentos oficiales entregados por el Mmisterio de Educacion:
Programa de Estudio y Material Didactico (compuesto por el Texto del Estudiante, el
Cuaderno de Actividades y la Guia Didactica del Docente) de dicho grado escolar. En
concreto, se identificaron los objetos matematicos primarios de los tres significados parciales
de la binomial presentes en cada uno de los documentos, que posteriormente fueron
comparados y contrastados con aquellos pertenecientes al significado referencial,
permitiendo asi su valoracion. Como principales resultados, se evidencia que los Significados
Parciales 1 y 2 se valoran con una representatividad media-alta, mientras que el Significado
Parcial 3, con una representatividad alta; en general, considerando los tres significados
parciales, su valoracion es alta. Ademds, este estudio permitio identificar la ausencia de
algunos objetos matematicos primarios de los tres significados parciales de la binomial en
los documentos analizados. Esto podria ser de utilidad para los profesores de matematica de
cuarto ano medio, o aquellos investigadores interesados en el estudio de esta distribucion,
que requieran disefiar tareas, actividades o secuencias didacticas, que incluyan o promuevan
el uso de todos los elementos del significado de la binomial para el desarrollo de su

comprension en el estudiantado.

Palabras clave: significados, distribucion binomial, libros de texto, programa de

estudio, Enfoque Ontosemiotico.
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RESUMEN

ABSTRACT

Currently, the Chilean mathematics curricula establish the study of the binomial
distribution at the twelfth grade (last year of high school), its teaching and leaming in the
classroom being mfluenced by the Study Program, the Student's Text, the Activities
Notebook and the Teacher's Didactic Guide. The purpose of the present study is to assess the
representativeness of the meanings of the binomial distribution promoted by the Chilean
curriculum on this grade, making use of some theoretical notions of the Ontosemiotic
Approach to Mathematical Knowledge and Instruction (OSA) and taking as a reference its
holistic meaning proposed in a previous research. For this purpose, the official documents
delivered by the Ministry of Education were analyzed: Study Program and Didactic Material
(composed of the Student's Text, the Activities Notebook and the Teacher's Didactic Guide)
of twelfth grade. Specifically, the primary mathematical objects of the three partial meanings
of the binomial distribution present in each of the documents were identified, which were
subsequently compared and contrasted with those belonging to the referential meaning, thus
allowing their evaluation. As main results, it 1s evident that Partial Meanings 1 and 2 are
valued with a medium-high representativeness, while Partial Meaning 3, with a high
representativeness; in general, considering the three partial meanings, their valuation is high.
In addition, this study made it possible to identify the absence of some primary mathematical
objects of the three partial meanings of the binomial distribution in the analyzed documents.
This could be useful for mathematics teachers of this grade, or those researchers interested
in the study of this distribution, who need to design tasks, activities or didactic sequences
that include or promote the use of all the elements of the meaning of the binomial distribution

for the development of its understanding in the students.

Keywords: meanings, binomial distribution, textbooks, curriculum, Ontosemiotic

Approach.
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INTRODUCCION

INTRODUCCION

La mvestigacion en Educacion Estadistica y Probabilistica ha gozado de un gran
crecimiento en las ultimas décadas, alcanzando mayor importancia dentro de la Didactica de
la Matematica; esto se ve reflejado en el alto numero de publicaciones, la realizacion
congresos especializados y el incremento de la comunidad investigativa que se dedica a

estudiar en esta area.

De acuerdo con Burrill y Biehler (2011), dos de las 1deas estadisticas fundamentales
que deberia manejar un egresado de educacion media (Salcedo, 2019) son la distribucion y
los modelos de probabilidad, las cuales cuentan con multiples aristas para trabajar en los
diferentes mveles educativos; tales como, los enfoques de la probabilidad, o bien, las
distribuciones de probabilidad, tanto para variables continuas como discretas, donde destacan

la distribucion normal y binomial, respectivamente.

La distribucion binomial es considerada como una de las distribuciones con gran
relevancia en el campo de la probabilidad, ya que permite modelar fenomenos o situaciones
aleatorias de diversas ciencias o areas del conocimiento; cuya expresiéon matematica, en
conjunto con su media (valor esperado), desviacion tipica y varianza, es una herramienta ttil
para calcular probabilidades y analizar dichas situaciones. Sin embargo, algunos estudios han
detectado dificultades en la comprension de este objeto matematico-probabilistico, tanto por
estudiantes como por profesores, lo cual resulta preocupante dada la importancia que se le

atribuye.

Determinar cuales son los origenes de estas dificultades podria ser considerada como
una tarea dificil; por ejemplo, en las aulas de clase existen diversos factores (tipo de
ensenanza, tipo de establecimiento, tipo de actividades, motivacion de los estudiantes, entre
otros) que influyen en esta problematica. No obstante, un elemento en comun que se tiene en
la educacion formal es el libro de texto, asi como los planes y programas de estudio
propuestos por el ente educativo de cada pais. En el caso de Chile, el Ministerio de Educacion
(MINEDUC) entrega gratuitamente el Texto del Estudiante y el Cuaderno de Actividades a
gran parte de los alumnos, asi como el Programa de Estudio y la Guia Didactica del Docente

a los profesores.
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INTRODUCCION

Por este motivo, consideramos prudente realizar un analisis critico de los contenidos
relacionados con la distribucion binomial presentes en estos documentos; especificamente,
un analisis de los significados de esta distribucion que se promueven en el Programa de
Estudio, Texto del Estudiante, Cuaderno de Actividades y Guia Didactica del Docente de
cuarto ano medio, con el propodsito de valorar su representatividad en el curriculo chileno de

dicho grado, en relacion con su significado referencial.

El Capitulo 1 estd enfocado en desarrollar el drea problematica, asi como el marco
tedrico que aporta las herramientas necesarias para realizar a la investigacion. Ademas, se
introduce el significado holistico de la binomial, surgido como resultado de un estudio
historico-epistemologico. Finalmente, se presenta la pregunta de investigacion que guio el

desarrollo del estudio y los objetivos que permiten dar respuesta a tal pregunta.

En el Capitulo 2 se presentan los antecedentes o investigaciones relacionadas tanto
con la distribucion binomial, como con el analisis de significados de otros objetos

matematicos presentes en libros de texto de diversos paises y contextos educativos.

En el Capitulo 3 se entregan las herramientas metodologicas que se utilizaron para
llevar a cabo el analisis, asi como un panorama general de la estructura del curriculo chileno
de ensefianza media y las fases del estudio que permitieron cumplir con los objetivos

planteados en el Capitulo 1.

El Capitulo 4 corresponde a los resultados obtenidos al efectuar el andlisis de los
documentos. Inicialmente, se presenta una vision general de la presencia de los elementos de
los tres significados parciales de la binomial en el curriculo chileno; posteriormente, se
desarrolla cada una de las fases del estudio para entregar una valoracion de la

representatividad de los significados.

Finalmente, en el Capitulo 5 se resumen las conclusiones obtenidas a partir de los
resultados, asi como las principales aportaciones del estudio, sus limitaciones y lineas de

mvestigacion futuras.

Cabe senalar que este estudio se enmarca dentro la linea investigativa relacionada con
la Didactica de la Probabilidad y Estadistica, y busca contribuir al desarrollo de esta area, asi
como al analisis de libros de texto; esto apoyado por las herramientas teoricas del Enfoque

Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos.
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CAPITULO 1

1. AREA PROBLEMATICA Y MARCO TEORICO
1.1 Introduccion

En este capitulo se presenta el area problematica de nuestra investigacion, abordando
la importancia de la distribucion binomial y el analisis de libros de texto en el campo de la
didactica de la matematica. Ademas, se mtroducen algunas herramientas de analisis del
modelo tedrico denominado Enfoque Ontosemiotico (EOS) del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos, y se describe el significado holistico de la binomial, que sera
tomado como referente en esta imvestigacion. Finalmente, se especifica la pregunta que dio
origen y guia esta investigacion, asi como los objetivos, general y especificos, que permiten

dar respuesta a dicha pregunta.
1.2 Area problematica
1.2.1 Ladistribucion binomial y su importancia

El comportamiento de una variable aleatoria, tanto discreta como continua, puede ser
descrito a través de una distribucion de probabilidad. Por ello, de acuerdo con el tipo de
variable, existen diversas distribuciones de probabilidad; entre ellas, podemos destacar la
distribucion normal como la mas conocida y una de las mas importantes distribuciones de
probabilidad para una variable aleatoria continua (Sanchez et al., 2014). Si hablamos de
distribuciones de probabilidad para variables discretas, muchos autores se refieren a la
distribucion binomial como una de las mas importantes o, directamente, como la mas
importante (Landin y Sanchez, 2010; Mayén y Salazar, 2014; Garcia-Garcia et al., 2018). Sin
embargo, a pesar de la relevancia que se le atribuye y su presencia en los programas de
estudio de Educacion Media de diversos paises (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte,
2015; Ministerio de Educacion [MINEDUC], 2019; Direccion General del Bachillerato,
2019; entre otros), Garcia-Garcia et al. (2014) indican que son escasos los trabajos referidos
a ella en el campo de la investigacion en Didactica de la Matematica. En lo que sigue,
mmdagaremos acerca de la binomial y los aspectos que, consideramos, le dan el estatus de una

de las distribuciones de probabilidad mas importantes para una variable aleatoria discreta.

Una situacion binomial corresponde a un experimento aleatorio en el cual se obtiene
uno de dos resultados posibles. Por ejemplo, al lanzar una moneda se puede obtener cara o

sello; al fabricar cierto producto, este puede estar defectuoso o no; al disparar a un objetivo,
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AREA PROBLEMATICA Y MARCO TEORICO

se puede acertar o fallar; al rendir un examen, es posible aprobar o reprobar; etc. En Moore

(2000, p. 359) se establece que una situacion binomial posee las siguientes caracteristicas:

1. Tenemos un determinado niimero n de observaciones.

2. Las n observaciones son todas independientes. Es decir, saber el resultado de una
observacion no te indica nada sobre las restantes observaciones.

3. Cada observacion tiene dos resultados posibles, que por conveniencia llamaremos
“€xito” y “fracaso”.

4. La probabilidad de éxito, llamada p, es igual en todas las observaciones.

En las situaciones binomiales es posible establecer un modelo de probabilidad para
el recuento de exitos. En el ejemplo de fabricar n productos, cada producto puede estar
defectuoso o no defectuoso. Conocer el resultado de un producto no nos dice nada acerca de
los otros productos, por ello, los n productos son independientes. Si llamamos “éxito” a los
defectuosos, la probabilidad p de obtener defectuioso se mantiene constante si no cambiamos
las condiciones de fabricacion o el proceso de manufacturacion. El recuento del numero de

defectuosos es una variable aleatoria X.

Ahora bien, al cumplirse las cuatro condiciones senaladas anteriormente, podemos
decir que X tiene una distribucion binomial de probabilidad, con parametros n y p. Esta
situacion a menudo se expresa simbolicamente como X — Binomial(n,p) o,
abreviadamente, como X — B(n,p). Finalmente, si X tiene una distribucion binomial con n
observaciones y con una probabilidad de éxito p en cada observacion, los posibles valores

de X son 0,1, 2,...,n,ysi k es uno de estos valores, la probabilidad de obtener k éxitos esta

dada por:
P =) = () p* (1 —p)'

Adicionalmente, la media u y la desviacion tipica o de X se calculan,

respectivamente, mediante las expresiones:
H=np

o = —p)
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La distribucion binomial, como objeto probabilistico-matematico, ocupa un lugar
mmportante dentro de los contenidos de estocastica; esto se ve reflejado por su presencia en
practicamente cualquier curso introductorio de Probabilidad y Estadistica (Landin y Sanchez,
2010; Landin, 2013; Mayen et al., 2013; Mayén y Salazar, 2014). En Chile, la distribucion
binomial, junto con la normal, se encuentra presente dentro de los Objetivos de Aprendizaje

de cuarto aio medio para Formacion General (MINEDUC, 2019).

Existe una gran variedad de conceptos matematicos-probabilisticos involucrados en
el estudio de la binomial, ya sea como requerimiento previo para lograr su comprension o
incluidos directamente en su aplicacion. En Landin y Sanchez (2010), Garcia-Garcia et al.
(2014) y Garcia-Garcia (2017) se menciona la existencia de un sistema o red conceptual que
compone a la binomial, es decir, un conjunto de conceptos asociados que constituyen su
estudio, entre ellos, se indican algunos como probabilidad e independencia estocastica.
Sanchez y Carrasco (2018) senalan la complejidad de realizar estudios acerca de la
distribucion binomial, precisamente porque su constituciéon conceptual mvolucra nociones
mterconectadas entre si, que de manera mdependiente son complicadas de abordar. Algunos
de los conceptos que forman parte de esta red conceptual son los siguientes: aleatoriedad,
espacio muestral, experimento aleatorio, variable aleatoria, distribucion de probabilidad,
factorial de un numero, combinacion, combinatoria, parametro, experimento Bernoulli,
esperanza matematica, funcion de probabilidad, Ley de los Grandes Niimeros, nocion de
probabilidad, en sus enfoques clasico y frecuencial (Garcia-Garcia et al., 2014; Vergara y

Parraguez, 2016; Cid et al., 2017; Silvestre et al., 2017).

Sumado a lo anterior, parte de la importancia de la distribucion binomial radica en su
extenso campo de aplicacion en diferentes ciencias o areas del conocimiento, al ser utilizada
frecuentemente como herramienta de modelacion, ademas de involucrar una gran cantidad
de problemas interesantes (Garcia-Garceia et al., 2014; Cid et al., 2017; Sanchez y Carrasco,
2018; Garcia-Garcia et al., 2020). En Wackerly et al., (2008) se refuerza esta idea, al
mencionar que la distribucion de probabilidad binomial tiene aplicaciones en, por ejemplo,
la probabilidad de encontrar defectos en controles de calidad industrial, en la preferencia de
los consumidores con respecto a un determimado producto, en la aprobacion o rechazo hacia
un candidato politico y en diferentes situaciones fisicas. Ademads, en algunos libros que tratan

sobre estadistica y probabilidad aplicada, mencionan usos de la binomial en situaciones de
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negocio y economia (Webster, 2001; Lind et al., 2012) o en ciencias de la salud (Moncho,

2013), entre otras.

Ademas de lo anterior, podemos mencionar algunos tipos de problemas binomiales
que se han identificado en la revision de literatura, tomando como referencia instrumentos
utilizados en estudios que abordan este objeto probabilistico-matematico. Por ejemplo, en
Landin y Sanchez (2010) y Mayén y Salazar (2014) se utilizan problemas sobre lanzamiento
de monedas y sobre una situacion deportiva de tito al blanco; de manera similar, Garcia-

l'!'!

Garcia et al. (2014) presentan una actividad llamada “{A la suerte!” que consiste en lanzar
dos monedas, cuyo resultado determina qué programa de television veria una familia cada
noche; Zamorano y Munoz (2016) utilizan dos problemas, uno en un contexto de apuestas
con respecto a los resultados en un videojuego, y otro situado en un contexto deportivo,
especificamente en baloncesto; en el cuestionario utilizado por Garcia-Garcia et al. (2020) se

l'}'!

encuentra un problema titulado “jRefresco gratis!”, que consiste en calcular la probabilidad
de obtener un “vale otro” al destapar una cierta cantidad de refrescos. Estos ejemplos dan
cuenta de algunos problemas y contextos en los que hay detras un fenomeno aleatorio de tipo
binomial, es decir, en donde se utiliza la distribucion binomial como herramienta de
modelacion, tanto en un émbito personal (lanzamiento de monedas, jA la suerte!, apuestas
en un videojuego y jRefresco gratis!) como en un ambito deportivo (tiro en el blanco y

encestar en baloncesto).

Otro aspecto que le da relevancia a la distribucion binomial dentro de la estadistica y
probabilidad es su relacion de convergencia con la distribucion normal (Alvarado y Batanero,
2007; Garcia-Garcia y Sanchez, 2015; Sénchez y Carrasco, 2018; Garcia-Garcia et al., 2020).
Esta relacion es util cuando el niimero de repeticiones aumenta, debido a que la formula
binomial se hace cada vez mas pesada y, en estos casos, la distribucion se asemeja cada vez

mas a una normal. Consiste en lo siguiente: si X — B(n,p), cuando n es grande, la
distribucion X se aproxima a una distribucion normal con parametros N (np, Jnp(1l— p))
(Moore, 2000). En esta linea, Alvarado y Batanero (2007) presentan un estudio donde

analizan la comprension teorica y practica de la aproximacion de la distribucion normal a la
binomial por parte de estudiantes de ingenieria. El interés en esta problematica radica en la

gran cantidad de situaciones que es posible modelar con una distribucion binomial donde el
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parametro n toma valores grandes; ademas, estos autores mencionan que una posible
dificultad en su comprension se encuentra en el hecho de aceptar que una distribucion

discreta pueda aproximarse a una continua.

Por todo lo mencionado anteriormente, consideramos que la importancia atribuida a
la distribucion binomial es apropiada y aunque en Chile se presenta formalmente dentro de
los Objetivos de Aprendizaje de cuarto afio medio para Formacion General, si reconocemos
que muchos de los conceptos necesarios para su correcta comprension se abordan en los
niveles anteriores, y de alguna manera estos convergen en el estudio de esta distribucion.
Concordamos con Cid et al. (2017), quienes argumentan que se justifica su presencia en el
curriculo chileno por la riqueza del sistema de conceptos relacionados, la gran cantidad de
situaciones bmomiales que aparecen en diversos contextos y su utilidad como herramienta

de modelacion.
1.2.2 Laimportancia del libro de texto y su analisis

Diversos autores (que mencionaremos en detalle a continuacion) reconocen la
importancia que tiene el libro de texto como herramienta didactica; siendo este, muy
probablemente, el recurso didactico mas utilizado y con mayor relevancia dentro de las aulas
de clase (Salcedo et al., 2018). Gomez (2011) define, de manera general, el libro de texto
como “‘una publicacion especializada, reconocible por su contenido y porque esta rotulado
claramente indicando la materia que trata y, a menudo, indicando a quién va dirigido” (p.
51). Este autor menciona también el concepto de manuales escolares para referirse a aquellos
libros de texto diseniados para ser utilizados en las escuelas y que cuentan con un diseno
editorial y una estructura de organizacion, que podria ser, por ejemplo, mediante lecciones,
temas, unidades y actividades. En nuestro trabajo, consideraremos como sinonimos el
concepto de libro de texto y el de manual escolar, siendo el primero aquel que utilizaremos

con mayor frecuencia.

La importancia del libro de texto reside en diferentes aspectos, siendo un aporte para
el profesor y el estudiante debido a que, al ser un recurso tan utilizado, tiene una gran
mfluencia en el proceso de ensenanza y aprendizaje (Gea et al., 2013); ademas, su uso puede
ayudar a los profesores a favorecer un aprendizaje adecuado en los estudiantes (Ortiz et al.,

2001). Adicionalmente, Cordero y Flores (2007) indican que el libro de texto regula
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practicamente todas las acciones de ensenanza y aprendizaje, o al menos tiene gran influencia
en ellas, y que, por tanto, juega un rol importante en el discurso matematico escolar. A pesar
de que no compartimos totalmente lo senalado por ellos, va que consideramos que no
necesariamente el libro de texto normara todas las acciones del proceso de ensefianza y
aprendizaje, si destacamos sus palabras, puesto que es una muestra de la gran relevancia que

algunos autores atribuyen a este recurso didactico.

Glasnovic¢ (2014), tras realizar una revision exhaustiva de la literatura, enumera cinco

motivos por los cuales es importante realizar investigacion acerca de los libros de texto:

a) los libros de texto son artefactos y medios tangibles; b) los libros de texto contienen
texto en una medida significativa; c) los libros de texto son ampliamente utilizados
por estudiantes y profesores; d) los libros de texto estan profundamente integrados en
el plan de estudios; e) los libros de texto reflejan tradiciones culturales y educativas.

(Traduccion propia de Glasnovic, 2014, p. 252)

Desde nuestra perspectiva, consideramos que, sobre todo los puntos c), d) vy e),
otorgan una gran relevancia al libro de texto como recurso didactico, por lo que, en los

siguientes parrafos, intentaremos complementar las ideas de Glasnovic.

De acuerdo con Ortiz (2002), el libro de texto corresponde a un segundo nivel de
transposicion didactica (Chevallard, 1991), siendo el primer nivel los curriculos y programas
de estudio oficiales. Escolano (2009) menciona que los libros de texto son soportes del
curriculo, utilizados como un vehiculo para el conocimiento que desean transmitir las
mstituciones educativas. En Chile, los libros de texto son claborados por diferentes
editoriales, las cuales realizan una interpretacion de los planes y programas establecidos por
el MINEDUC, para disefiar y organizar sus contenidos y actividades a través de una

estructura coherente.

El amplio uso que se da a los libros de texto, por parte de estudiantes y profesores, es
algo que se ha mencionado por multiples autores (Ortiz, 2002; Escolano, 2009; Valverde,
2017; entre otros). Esta situacion podria explicarse a través de diversos motivos, por ejemplo,
que dentro de los libros de texto hay una gran cantidad de actividades y ejemplos que facilitan
la comprension de los objetivos curriculares, ademas de presentar los contenidos de manera

ordenada y secuenciada, y ayudar en la planificacion de las clases (Ortiz, 2002). En el caso
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de Chile, el MINEDUC otorga de manera gratuita libros de texto de cada asignatura a todos
los niveles educativos de educacion parvularia, basica y media de establecimientos
municipales y particulares subvencionados. Por tanto, estos libros de texto tienen presencia
a lo largo Chile, llegando a gran parte de los estudiantes y profesores, lo cual promueve su
uso dentro de las salas de clase; sin embargo, esto depende de la postura y decision de cada

docente o institucion educativa.

Una de las caracteristicas que deberia tener el libro de texto de matematicas es que
este acerque dicha ciencia formal a los estudiantes y la relacione con su realidad. En esta
linea, Escolano (2009) sostiene que los libros de texto son una representacion del mundo y
del entorno cultural donde se desarrollan. Adicionalmente, Picado y Rico (2012)
complementan esta idea, al indicar que los libros de texto estan vinculados directamente con
intereses sociales, politicos, culturales, econémicos y educativos; ademas de facilitar la

educacion estandarizada y aumentar su cobertura.

Luego de realizar una breve revision de la literatura, podemos afirmar que el libro de
texto posee una gran importancia en la Didactica de la Matematica, especialinente dentro de
las aulas declase, al ser el recurso didactico mas utilizado y el mas importante para profesores
y estudiantes. Por estos motivos, consideramos que es un objeto de estudio que debe estar en
permanente revision y ser sometido constantemente a analisis critico por parte de sus

usuarios.

Con respecto al analisis de libros de texto, Alvarado y Segura (2012) valoran este
proceso, ya que provee informacion valiosa a los profesores (por ejemplo, para confeccionar
mmstrumentos de evaluacion), proporciona ideas para mejorar la labor docente y ayuda a
detectar dificultades que podrian presentar los estudiantes al estudiar un objeto matematico
en estos libros (Alvarado y Batanero, 2008). Cobo y Batanero (2004) sostienen que los
profesores deben mantener una constante vigilancia epistemologica hacia los libros de texto,
debido a que, s1 aparece un significado sesgado en ellos, este podria ser asimilado por los

estudiantes.

Con base en lo anterior, destacamos la relevancia del uso del libro de texto dentro de

las salas de clase y la importancia de su analisis critico, con miras hacia el mejoramiento de
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los procesos de enseflanza-aprendizaje y su contribucion en el desarrollo de la Didactica de

la Matematica.
1.2.3 Contextualizacion del problema de investigacion

Pino-Fan et al. (2019) consideran que un criterio que permitiria valorar documentos
curriculares, tales como libros de texto o programas de estudio, es la evaluacion de la
representatividad de los significados pretendidos para un determinado objeto matematico con
respecto a su significado holistico de referencia. Adicionalmente, estos autores indican que
la representatividad de los significados permite determinar la pertinencia epistemologica de
los ajustes curiculares que se realizan periodicamente. En ese sentido, Pino-Fan et al. (2013)
sostienen que esta representatividad es uno de los criterios que favorece la valoracion de la
mmstruccién matematica y se debe tomar en cuenta al planificar actividades matematicas. A
nuestro entendimiento, aqui se plantea la necesidad de realizar este tipo de estudios, y de esta
manera, poder efectuar una valoracion de la representatividad de los significados de un objeto
matematico que se pretenden promover en el curriculo escolar, es decir, en un determinado

libro de texto y programa de estudio.

Por otro lado, como indicamos anteriormente, la distribucion binomial tiene una gran
importancia dentro de la probabilidad; no obstante, es considerada como un tema complicado
por estudiantes y profesores. Lo anterior se evidencia en los resultados de diversos estudios
que evaluan el nivel de razonamiento que poseen estudiantes y profesores acerca de este
objeto matematico (véase seccion 2.2). Con base en ello, de acuerdo con lo que mencionan
Cid et al. (2017), para avanzar en una propuesta de ensefianza para la distribucién binomial,
es necesario determinar las dificultades en su comprension y realizar un analisis sobre su
presencia en los libros de texto. A suvez, Parra (2015) menciona que, para evaluar y disenar
ciclos de formacion de profesores, es necesario reconstruir el significado pretendido por el
curriculo de matematica de un determinado objeto matematico, asi como evaluar su

representatividad respecto del significado holistico de referencia.

El primer acercamiento desarrollado al estado de la cuestion nos permite dilucidar
que hay poca investigacion acerca de la distribucion binomial en Didactica de la Matematica,
asi como su analisis en los curriculos escolares, a pesar de la importancia que se le atribuye

dentro del area de la probabilidad y las dificultades que se han expuesto en algunos estudios
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previos (vease apartado 2.2). Por todo lo anterior, consideramos relevante realizar el analisis
de los significados pairciales de la distribucion binomial promovidos por el curriculo chileno
de cuarto ano medio (programa de estudio, libro de texto, cuaderno de actividades y guia
didactica del docente) tomando como base su significado referencial; esto con miras a
entregar orientaciones al profesor en servicio sobre los significados parciales; para planificar,
reorganizar o disenar propuestas didacticas que desarrollen la comprension del estudiante
acerca de la binomial, asi como para el diseno de ciclos de formacion de profesores de

matematica de educacion media.
1.3 Marco Teorico

Para la realizacion de este estudio se consideraran algunas herramientas teoricas del
Enfoque Ontosemiotico (EOS) del Conocimiento y la Instruccion Matematicos, el cual es un
sistema teorico inclusivo desarrollado por Godino y colaboradores en diferentes trabajos

desde 1994 (Godino y Batanero, 1994; Godino. 2002; Godino et al., 2009).

1.3.1 Enfoque Ontosemiotico (EOS) del Conocimiento y la Instruccion

Matematicos

El Enfoque Ontosemidtico es un modelo tedrico que considera aspectos del
conocimiento matematico que puedan contribuir a la confrontacion y articulacion de diversos
enfoques de imvestigacion en Didéactica de la Matematica. Este modelo surgid por la
necesidad de desarrollar un enfoque unificado de la cognicion e instruccion matematica, y
busca proporcionar herramientas teoricas que permitan analizar el pensamiento matematico
y los factores que condicionan su desarrollo (Godino et al., 2009). Godino et al. (2009)
enumeran ocho herramientas teoricas constituyentes del EOS, definiendo nociones
importantes que permiten analizar los diversos elementos involucrados en la instruccion

matematica:

Sistemas de practicas operativas y discursivas ligadas a tipos de problemas
Emergencia de los objetos matematicos

Comprension y conocimiento en el EOS

Recapitulacion

Problemas, practicas, procesos y objetos didacticos

Gy h R B e

Dimension normativa
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7. Criterios de idoneidad didactica

8. Niveles de analisis didactico de los procesos de estudio matematico

Desde nuestra perspectiva, estas herramientas constituyen un valioso insumo capaz
de adaptarse a las necesidades de cada investigador, permitiendo analizar diferentes
situaciones intervinientes en el proceso de ensenanza y aprendizaje de la matematica. En
nuestro caso, nos valdremos de herramientas provenientes de los dos primeros apartados para
llevar a cabo nuestro analisis: sistemas de prdcticas operativas y discursivas ligadas a tipos

de problemas y emergencia de los objetos matemdaticos.

1.3.2 Sistemas de practicas operativas y discursivas ligadas a tipos de

problemas

Para el EOS, el significado de un objeto matemdtico corresponde al sistema de
practicas matematicas que se realizan para resolver situaciones-problema donde se involucra
dicho objeto (Godino et al., 2009). De acuerdo con Godino et al. (2009), una prdctica
matemdtica es “toda actuacion o expresion realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros
contextos y problemas” (p. 4). Ademas, estos autores agregan que estas practicas “pueden
ser idiosincrasicas de una persona o compartidas en el seno de una institucion” (p. 4). En ese
sentido, es posible diferenciar dos tipos de significados: significados personales (sistema de
practicas que realiza una persona) y significados institucionales (compartidas en el seno de
una institucion); entendiendo institucion como una comunidad de practicas formada por

personas que se encuentran involucradas en un mismo tipo de situaciones problematicas.

En este estudio haremos uso de la nocion de significados institucionales; con relacion

a estos, se proponen los siguientes cuatro tipos:

e Implementado: en un proceso de estudio especifico es ¢l sistema de practicas
efectivamente implementadas por el docente.

e Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los
aprendizajes.

e Pretendido: sistema de practicas incluidas en la planificacion del proceso de

estudio.
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e Referencial: sistema de practicas que se usa como referencia para elaborar el
significado pretendido. En una institucion de ensefianza concreta, este
significado de referencia sera una parte del significado holistico del objeto
matematico. La determinacion de dicho significado global requiere realizar
un estudio historico-epistemologico sobre el origen y evolucion del objeto en
cuestion, asi como tener en cuenta la diversidad de contextos de uso donde se

pone en juego dicho objeto. (Godino et al., 2009, p. 5)

En concreto, nos centraremos en el analisis del significado institucional referencial
de la distribucion binomial promovido en el curriculo chileno de matematica de cuarto afio

de Educacion Media.
1.3.3 Emergencia de los objetos matematicos

De acuerdo con Font et al. (2012), podemos entender como objeto matemadtico a
“cualquier entidad que esté relacionada de alguna manera con la practica o actividad
matematica y que pueda separarse o individualizarse” (p. 13, traduccion propia). EI EOS
considera que los objetos matematicos surgen de las practicas matematicas, mediante un
fenomeno complejo que abarca (al menos) dos niveles: en un primer nivel tenemos las
configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de prdcticas; mientras
que, en el segundo nivel, se consideran los atributos contextuales (Godino et al., 2009). En

nuestro caso, consideraremos el primer nivel.

En la realizacion de una practica matematica se pone en funcionamiento
conocimiento matematico. Este conocimiento se expresa en el uso de lenguajes (verbales,
simbolicos o graficos). Estos lenguajes derivados de las practicas matematicas son, a su vez,
la expresion de conceptos, proposiciones y procedimientos, y con base en estos, se elaboran
argumentos que dan cuenta de la validez de las acciones. En ese sentido, cuando se realiza o
evalua una practica matematica emergen seis tipos de objetos matematicos primarios (Font

et al., 2007; Godino et al., 2009):

e Lenguaje: términos, expresiones, notaciones, graficos u  otras
representaciones utilizadas para referirse al objeto.
e Situaciones-problema: actividades, tareas o ejercicios, ya sean extra-

matematicas o intra-matematicas.
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e Conceptos-definicion: construcciones o elementos que son introducidos
mediante definiciones o descripciones de un objeto.

e Proposiciones: enunciados o afirmaciones sobre los conceptos.

e Procedimientos: algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, métodos de
ejecutar determinadas acciones.

e Argumentos: enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo.

Esta tipologia de objetos matematicos primarios, llamados como “elementos del
significado”, se articulan mediante una configuracion representada en la Figura 1.1. Esta
configuracion, denominada ontosemiodtica (Pino-Fan et al., 2015) puede ser epistémica o

cognitiva, referida a objetos matematicos y procesos institucionales o personales,

respectivamente.

Figura 1.1

Configiracion de objetos primarios
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Fuente. Godino et al., 2009.

Para el analisis del significado de la distribucion binomial promovido en el curriculo
chileno de matematica de cuarto anio de Educacion Media (tomando en cuenta el Programa
de Estudio, el Texto del Estudiante, el Cuaderno de Actividades y la Guia Didactica del

Docente) se considerara la tipologia de objetos matematicos primarios para identificar la
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presencia de cada elemento del significado perteneciente al significado referencial de la

binomial.

1.4 Significado holistico de la distribucion binomial a partir de un estudio

historico-epistemologico

Ademas de las nociones teoricas del EOS, mencionadas anteriormente, se tomara
como referencia parte del significado holistico de la distribucion binomial determinado a
partir de un estudio de tipo historico-epistemologico, como parte de los resultados de un
provecto de mvestigacion (Proyecto de Investigacion Universidad de Los Lagos Regular
R22/19), en el que se utilizaron algunas herramientas del Enfoque Ontosemiotico (EOS) para
su reconstruccion, especificamente las nociones de prdctica matemdtica, objeto matemdtico
y significado. Dichos resultados fueron reportados en Garcia-Garcia etal. (2022) y Fernandez
et al. (2022). A continuacion, se presenta un resumen del estudio historico-epistemologico

(EHE) descrito en estos articulos y del significado holistico de la distribucion binomial.
1.4.1 Estudio historico-epistemologico de la distribucion binomial

En el EHE se identificaron cinco periodos historicos en los que surgieron situaciones
relacionadas con la distribucion binomial (Garcia-Garcia etal., 2022; Fernandez et al., 2022),
lo cual permitio distinguir cuatro familias de problemas, que constituyen la base para el
desarrollo del significado holistico: problemas binomiales de conteo de casos, situaciones
binomiales particulares, situaciones binomiales generales o con varias variables y situaciones
que van mas alla de la simple aplicacion de la distribucion binomial (asociandola con otras

nociones de la matematica o probabilidad). Estos periodos se describen a continuacion:
1. 600 a.C.— Siglo XIV. EI conteo de casos y los patrones numéricos informales.

Durante este periodo, Porfirio (234 — 305) plantea la pregunta ;de cuantas maneras
pueden seleccionarse dos cosas de n cosas diferentes?, la cual ostenta una naturaleza
combinatoria (Laudanski, 2013, citado en Garcia-Garcia etal., 2022; Fernandez et al., 2022).
Su solucion se presento, en primera instancia, para un caso parficular (n = 5) usando un
razonamiento recursivo, es decir, que el primer elemento puede tener cuatro parejas, el

segundo, tres y asi, sucesivamente.
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Papo de Alejandria (290 — 350) estudio un problema similar al anterior, pero enfocado
en una situacion geomeétrica, el cual consistia en averiguar la cantidad de intersecciones que
se pueden generar conn lineas (rectas) mtersecantes, cuya solucion esta dada por la expresion
1+2+3+4+ -+ (n—1). Boecio (480 — 524) indica que tal solucion era conocida por

Euclides, junto con expresiones equivalentes al uso de combinatorias de la forma C;'.

Por otro lado, no hay evidencia de que en la Edad Media hubiera calculo de
probabilidades, sin embargo, si existieron situaciones de analisis de la cantidad de casos
posibles en juegos de azar, lo cual es aplicable al estudio de casos posibles, favorables y no
favorables en fenomenos de caracter binomial, por ejemplo, el lanzamiento de monedas

(Hald, 2005, citado en Garcia-Garcia, et al_, 2022).

En la Divina Comedia de Dante aparecen las primeras sefiales de probabilidad,
presentadas como proporciones y aplicadas en los casos posibles en lanzamientos de dados
(Todhunter, 1865, citado en Garcia-Garcia et al., 2022; Fernandez et al., 2022). Al relacionar
esto con el fenémeno binomial, significa la introduccion del enfoque clasico (Laplaciano)

para el calculo de probabilidad en forma de proporciones.
2. Siglo XV — Siglo XVII. Formalizacion de patrones numéricos v la probabilidad.

Se formalizan patrones matematicos correspondientes a fenomenos binomiales,
dando paso a la construccion del Triangulo de Pascal (ver Figura 1.2) y se estudia la
probabilidad como propoicion en juegos de azar.

Figura 1.2
Triangulo de Pascal

GENERATINGROW 7 L
AND COLUNMN -+

}—» TRIANGULAR NUMBERS
I—b TETRHAHEDRAL NUMEERS

BINOMIAL CORFFICIENTS FOR (A By

Fuente. Tomada de Garcia-Garcia et al. (2022).

33



CAPITULO 1

En el Triangulo de Pascal se relacionan los numeros figurados, los coeficientes
binomiales y la combinatoria, asi como algunas demostraciones y propiedades que facilitan
su uso para trabajar la probabilidad y el conteo de casos; por ejemplo, la ubicacion de los
términos, la suma de elementos en una fila, columna o diagonal especifica, la existencia de

simetria, entre otras.

Esto cobra relevancia en las salas de clase, donde, con frecuencia, en el estudio de un
fenomeno binomial, los estudiantes utilizan como referente los coeficientes binomiales
indicados en el Triangulo de Pascal o en el diagrama de arbol; sin embargo, muchas veces

desconoce el origen de estos elementos y los procesos detras de su demostracion.

En 1662, Amauld y Nicole, establecen la probabilidad como un valor numérico
aplicable a otras situaciones, ademas de los juegos de azar. En el renacimiento, se consideraba
a la probabilidad como un concepto no numeérico, expresando el azar como proporcion (Hald,
2005, citado en Garcia-Garcia et al., 2022; Femandez et al., 2022), evidenciandose asi, en
este periodo, una expansion de la probabilidad desde el estudio de juegos de azar hacia
fenémenos que siguen comportamientos aleatorios, con apoyo de metodos aritmeéticos en la

aplicacion del azar y la probabilidad.
3. Siglo XVII. La teoria de la probabilidad: El problema de puntos.

En este periodo se hace presente el problema de puntos y la biisqueda de su solucion.
Este problema consiste en que dos jugadores, A y B, realizan una serie de juegos hasta que
uno de ellos logre ganar una cantidad s de puntos; en cierto momento el juego debe detenerse,
cuando A ha ganado s, juegos y B ha ganado s, (ambos menores que s), entonces, jcudl

seria la manera mas justa de repartirse el dinero?

El problema de puntos genero, durante el siglo XVI, los primeros intentos de dar
solucion a problemas probabilisticos mediante patrones numericos y combinatoria con la
consideracion de la probabilidad como un valor entre 0 y 1, utilizable, por ejemplo, para
asignar un valor a un fenémeno binomial. Asi, en este siglo se busca la solucion general de

dicho problema, la cual seria otorgada por Pascal y Fermat un siglo mas tarde.

En 1663 se publicaria E/ Libro sobre Juegos de Azar, fruto de una serie de

manuscritos de Cardano, donde se evidencio la utilidad del analisis matematico en los juegos
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de azar, abordando temas como las condiciones de un juego, cuando es favorable jugar y
posibles fraudes. Muchas de sus conclusiones las obtuvo gracias al ensayo y error, lo que le
permitio generar aportes a la probabilidad, tales como la regla de la multiplicacion, el
concepto de dado honesto, la probabilidad utilizando el conteo de casos y la permutacion

(Hald, 2005, citado en Garcia-Garcia et al., 2022; Fernandez et al., 2022).

Por su parte, Samuel Pepys e Isaac Newton, estudiaban situaciones relacionadas con
el fenomeno binomial, buscando el evento que tuviera la mayor probabilidad de ocurrencia
(Laudanski, 2013, citado en Garcia-Garcia, et al., 2022). Para resolver problemas de dados,
Newton utilizé la enumeracion de casos y los principios combinatorios de la probabilidad,
sin hacer referencia explicita a la binomial. Por otro lado, Blaise Pascal y Pierre de Fermat
aportaron los principios basicos de numeracion, las reglas basicas de probabilidad, elementos

de la teoria combinatoria e introdujeron el concepto de valor (de una probabilidad).

Durante este periodo, se puede evidenciar una aritmetizacion de los fenomenos
probabilisticos, pudiéndose trabajar de una manera mas abstracta, lo cual seria esencial para
el desarrollo de la teoria de la probabilidad. Ademaés, hay intentos de extender el estudio de
fendmenos probabilisticos al infinito, aumentando el ntumero de variables en las formulas

relacionadas con el célculo de probabilidades.

4. Siglo XVII — Siglo XVIII. La distribucion binomial informal: Modelacion del caso

p = Y y el homorfismo del binomio.

Se utiliza la generalizacion de expresiones para modelar situaciones binomiales que
involucran una variable desconocida, por ejemplo, el ntmero de lanzamiento de dados (n).
Pascal desarrolla la binomial para p = %, basandose en la combinatoria, el triangulo de
Pascal, los principios asociados en el estudio de la esperanza y la resolucion de situaciones
similares al problema de puntos. Mediante el uso de métodos recursivos, Pascal ofrece
soluciones del problema de puntos para diferentes valores (Hald, 2005, citado en Garcia-
Garcia et al., 2022; Fernandez et al., 2022), aunque no de manera general, referenciando a la

distribucion binomial para p = .

Mediante cartas, Fermat y Pascal realizaron una asociacion entre el problema de
puntos y la combinatoria, pudiendo determinar, de manera general, la cantidad maxima de

Juegos que faltan para terminar, a partir de la cantidad de juegos que le falta a cada jugador
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para ganar. Fermat entrega la respuesta general al problema de puntos, referenciando a la
distribucion binomial negativa, aunque no explicitamente (Hald, 2005, citado en Garcia-

Garcia, et al., 2022).

Otro problema interesante abordado por Pascal y Fermat corresponde al problema de
la tuina del apostador, el cual consiste en que dos jugadores, A y B, cuentan con 12 fichas y
Juegan con tres dados, en caso de que el lanzamiento de estos dados arroje 11 puntos, A4 le
entrega una ficha a By, en caso de obtener 14 puntos, B le entrega una ficha a A. Se sabe
que hay 15 casos en que A gane una ficha y 27 casos en que el ganador sea B. Aunque el
Juego acaba cuando un jugador tenga todas las fichas, su solucion comenzo a abordarse
considerando que ganara el jugador que tenga dos fichas mas que el otro. En este sentido,
Christiaan Huygens entreg6 una solucion mediante el uso de diagramas de arbol y luego
generalizandolo mediante expresiones algebraicas (Hald, 2005, citado en Garcia-Garcia et
al., 2022; Fernandez et al., 2022). Otro aporte de Huygens es el uso de la esperanza

matematica aplicada en el estudio de juegos de loteria y su probabilidad.

John Arburthnot también estudia el fenomeno binomial a través del lanzamiento de
monedas, donde aborda la situacion con cuatro lanzamientos (n = 4) y probabilidad p = %
desde la expansion del binomio elevado a 4. En conclusion, en este periodo se puede
identificar la modelizacion de fenomenos probabilisticos asociados directa e indirectamente
con la binomial, si bien no de manera formal, presentandose el calculo de la esperanza y otros
valores que involucran el razonamiento binomial, utilizando principios matematicos y

probabilisticos.
5. Siglo XVIIL La distribucion binomial formal.

Jacob Bernoulli, en su obra Ars Conjectandi de 1613, establece la expresion general
de la distribucion binomial para el analisis del valor esperado, presentando los principios
aditivos y multiplicativos de la probabilidad que le permitieron la construccion de la
expresion (;)pmq”_m. Ademas, Bemoulli, introduce la definicion de dos tipos de
probabilidad: a priori v a posteriori. La primera corresponde a una probabilidad teorica,
mientras que la segunda esta relacionada con frecuencias relativas y registros empiricos, y
serian tomadas como base para demostrar la Ley de los Grandes Numeros (Hald, 2007, citado

en Garcia-Garcia, et al., 2022).
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Una vez construida formalmente la distribucion binomial, se extendio su uso al
estudio de otros objetos matematicos, tales como la distribucion normal, la Ley de los
Grandes Numeros, la distribucion de Poisson, la distribucion multinomial, mtervalos de
confianza, etc., ademas de la mcorporacion de elementos probabilisticos de la propia
binomial, como su representacion grafica, su media y su varianza (Laudanski, 2013; Hald,

2005 v 2007; citados en Garcia-Garcia et al., 2022; Fernandez et al., 2022).

En conclusion, se considera que Bernoulli completo la construccion de la distribucion
binomial presentada para un caso particular por Pascal, permitiendo su extension a otras areas
de la probabilidad y estadistica, asi como el estudio sobre la misma, asociandola a nociones

como la media y varianza.
1.4.2 Significado holistico de la distribucion binomial

A continuacion, se presentan los cuatro significados parciales que conforman el
significado holistico de la distribucion binomial, identificados a partir de las familias de
situaciones problemas surgidas en el EHE desarrollado en Garcia-Garcia et al. (2022) y
Fernandez et al. (2022).

e Significado Parcial 1 (SP1): Sistema de prdcticas para problemas binomiales de

conteo de casos

La familia de problemas de la que emergen las practicas de este significado parcial
consiste en el estudio de los casos que se pueden generar en un fenomeno binomial, es decir,
el conteo de casos y la manera en que pueden ordenarse n elementos. Por esto, se pueden
identificar objetos asociables a niveles basicos o informales de la probabilidad como los
conceptos de azar y caso, el procedimiento del conteo directo, enlazandose los fenomenos
empiricos con la matematica mediante las proposiciones y usandose la argumentacion
inductiva. Los elementos del significado ligados a este significado parcial se detallan en la

Tabla 1.1.
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Tabla 1.1
Elementos del significado ligados al Significado Parcial 1
Situaciones-problema (S1)
S1.1: Seleccion de dos cosas de X diferentes.
S1.2: Conteo de casos posibles, favorables o no favorables.
Conceptos-definiciéon (C1) Procedimientos Proposiciones (E1)
C1.1: Azar, C1.13: (=) E1.1: Los juegos de
experimento Permutacion P1.1: Conteo azary otros fendmenos
azaroso o Cl.14: directo de casos pueden ser analizados
conceptos afines Variacion P1.2: desde distintas
Cl.2: Caso o Cl1.15: Construccion del | representaciones.
Lenguaje suceso Probabilidad espacio muestral | E1.2: Se puede obtener
(L1) C1.3: Suceso como Pl1.3: o un gladode
excluyente proporcion Reconocimiento | conocimiento del azar
LL1: C1.4: Sucesono C1.16: Numeros | de patrones utilizando expresiones
Lenguaje excluyente figurados Pl.4: matematicas.
comun C1.5: Patron Cl1.17: Construccion y E1.3: Sumando los
L1.2: numérico Tridngulo de validacion de casos posibles de dos o
Simbolico | C1.6: Potencia  Pascal algoritmos mas sucesos se obtiene
L13: C1.7: C1.18: originados desde | la cantidad de arreglos
Tabular Desigualdad Repeticion los patrones totales (principio
L14: C1.8: Incognita  1.19: Espacio numéricos aditivo para el conteo
Grafico Cl.9: muestral P1.5: Busqueda de casos).
(diagrama Coeficiente C1.20: Variable | de propiedades E1.4: Multiplicando los
dearbol) | binomial bt P1.6: Uso de casos posibles de dos o
C1.10: discieta representaciones | mas sucesos se obtiene
Combinatoria C1.21: Factorial | graficas la cantidad de arreglos
C1.11: Valor de totales (principio
la variable multiplicativo para el
C1.12: Orden conteo de casos).
Argumentos (A1)
A1.1: Razonamiento inductivo
A1.2: Expresiones recursivas
A1.3: Uso de representaciones

Fuente. Elaboracion propia.

o Significado parcial 2 (SP2): Sistema de practicas para situaciones binomiales

particulares

El segundo significado parcial se asocia con el fendémeno binomial utilizando el valor
de probabilidad mas conocido (o sencillo) (p = 1/2), lo cual genera una familia de
problemas que utiliza la formula binomial en situaciones especificas y puede ser abordada
desde principios multiplicativos y combinatorios y no solamente de la formula general. Por

esto, es posible identificar objetos que permiten la relacion entre la matematica y la
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probabilidad; por ejemplo, el concepto de la probabilidad como valor entre 0 y 1 y la
construccion de modelos matematicos como procedimientos para la busqueda de soluciones
a problemas probabilisticos. Los elementos del significado ligados a este significado parcial
se detallan en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2

Elementos del significado ligados al Significado Parcial 2

Situaciones-problema (S2)

S$2.1: Asignacion de valor a un ensayo.

S2.2: Validacion de aleatoriedad de fendmenos.

S2.3: Probabilidad de casos extremos.

$2.4: Probabilidad de una cantidad especifica de aciertos en un fenémeno
binomial.

S2.5 probabilidad de un intervalo de valores de la variable aleatoria (V.A.) de la
distribucion binomial (sin uso de la formula).

$2.6: Calcular la esperanza de una serie de fendémenos binomiales incompletos.

A2.1: Razonamiento deductivo
A2 .2: Razonamiento inductivo
A2.3: Uso de representaciones

Conceptos- Procedimientos (P2) Proposiciones (E2)
LE?E;;JE deflaicion (C2) P2.1: Identificar E2.1: El valor esperado de un
C2.1: Valor sifuaciones experimento binomial corresponde a
L2.1: numeérico de la binomiales la suma de los productos de cada
Lenguaje probabilidad entre | P2.2: Generacion, valor de la variable por su
comun 0yl comprobacion y/o respectiva probabilidad de
L2.2: C2.2: Valor correccion de ocurrencia.
Simbolico | asociado a un modelos E2.2: Se pueden obtener las
L23: experimento matematicos de probabilidades asociadas a un
Tabular aleatorio fenémenos de fendmeno binomial estudiando la
L24: C2.3: Distribucién | naturaleza binomial | expansion de la expresion (p + q)"
Grafico de probabilidad P2.3: Célculo del en la que p y q son sus
C2.4: Sumatoria valor esperado al probabilidades y n la cantidad de
C2.5: Extension del | asignar valores a las | repeticiones de los ensayos.
desarrollo del probabilidades deun | E2.3: La probabilidad sigue
binomio fenémeno principios aditivos y multiplicativos,
al estar directamente relacionada
con el conteo de casos.
Argumentos (Al)

Fuente. Elaboracioén propia.

» Significado parcial 3 (SP3): Sistema de practicas para situaciones binomiales

generales o con varias variables

En este tercer significado parcial estan incluidas aquellas situaciones-problema que

abordan la bimmomal de manera general, practicamente prescindiendo del uso de valores
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especificos, y cuyo desarrollo efectivo requiere del uso directo de la formula o la modelacion
con base en esta. Asi, es posible identificar objetos que permiten la formalizacion de la
distribucion binomial como parte de la teoria de la probabilidad y de la matematica, como
por ejemplo, los conceptos de la formula de la distribucion y la funcion de probabilidad,
procesos como el calculo de los parametros de una situacion binomial y la argumentacion
con base en principios deductivos. Los elementos del significado ligados a este significado
parcial se detallan en la Tabla 1.3.

Tabla 1.3

Elementos del significado ligados al Significado Parcial 3

Situaciones-problema (S3)
S3.1: La probabilidad de cualquier fenémeno binomial.
S3.2: Esperanza de un fenémeno binomial variable.
$3.3: Cantidad mas probable de aciertos.
S3.4: Dispersion nimero de aciertos.
S3.5: Probabilidad de una de las colas de la distribucion binomial variable.
$3.6: Esperanza de fenomeno binomial incompleto.
S3.7: Cantidad favorable de ensayos.
Conceptos- Procedimientos (P3) Proposiciones (E3)
. definicién (C3) P3.1: Determinacién | E3.1: En un fenémeno binomial
Lenguaje | 3 1. simacion/ de parametros de la existen n observaciones
¥3) fenomeno binomial | distribucién binomial | E3.2: Las observaciones/ensayos en
L3.1: (distribucion P3.2: Comparar un fenomeno binomial son
Lenguaje binomial) valores tedricos de independientes
comimn C3.2: probabilidad | un fen6meno E3.3: Cada ensayo de un fenémeno
1L32: binomial (formula binomial y las binomial tiene solo dos posibles
Simbolico | de la distribucion proporciones resultados (éxito y fracaso)
1.33: binomial) observadas. E3.4: Las probabilidades de éxito y
Tabular (C3.3: Funcion de P3.3: Variar fracaso son constantes
1.34: probabilidad pardmetros en E3.5: En un ensayo binomial, 1a
Grafico C3.4: Parametro simulaciones probabilidad de obtener m aciertos
C3.5: Inferencia P3.4: Aproximacion | en n ensayos con una probabilidad p
probabilistica o calculo de medidas | de éxito esta dada por la formula
C3.6: Grado de como la media y binomial.
conocimiento varianza E3.6: El valor esperado en un
(probabilidad P3.5: Calculo de fenomeno binomial esta dado por su
subjetiva) probabilidades media.
C3.7: Media aplicando la formula E3.7: Considerando una alta serie de
(C3.8: Varianza experimentos, si la proporcion
C3.9: Valor observada no concuerda con la
esperado probabilidad teorica, se sugiere que
(esperanza) el fenémeno podria no ser binomial.
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Argumentos (A3)

A3.1: Razonamiento deductivo
A3.2: Uso de representaciones

Fuente. Elaboracion propia.

* Significado parcial 4: Sistema de practicas para situaciones que van mas alla de la

simple aplicacion de la distribucion binomial

Este cuarto significado parcial es considerado como el significado extendido de la
distribucion binomial, debido a que se enlaza con otros objetos matematicos del area de la
probabilidad y estadistica, dando origen a una nueva familia de campo de problemas. Solo
se presentan las situaciones-problema de este significado parcial, puesto que su resolucion
mvolucra los objetos descritos en los significados parciales anteriores y aquellos
pertenecientes al significado de otras nociones matematicas y probabilisticas. Las
situnaciones-problema ligadas a este significado parcial se detallan en la Tabla 1 4.

Tabla 1.4

Situaciones-problema ligadas al Significado Parcial 4

Situaciones-problema (S4)

S4.1: Ley de los Grandes Ntimeros (probabilidad).
54.2: Intervalo de confianza.

S4.3: Extension de la binomial a la normal.

S4.4: Distribucion multinomial.

S4.5: Inferencia inductiva.

S4.6: Distribucion binomial negativa.

Fuente. Elaboracién propia.

En conjunto, los elementos de los cuatro significados parciales, presentados en las
tablas anteriores (Tablas 1.1, 1.2, 1.3y 1.4), conforman el significado holistico de referencia
de la distribucion binomial. Cabe sefialar que en este estudio consideraremos inicamente los
objetos primarios asociados a cada uno de los primeros tres significados parciales de la
distribucion binomial (SP1, SP2 y SP3), lo que denominaremos significado referencial.
Finalmente, se puede apreciar una estructura lineal con respecto a los cuatro significados
parciales de la binomial, es decir, se va transitando y construyendo el significado holistico
partiendo del SP1 y finalizando en el SP4; esto trae como consecuencia que algunos

elementos mtroducidos en un significado parcial pueden reaparecer en los subsecuentes.
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1.5 Pregunta y objetivos de investigacion
1.5.1 Pregunta de investigacion

De acuerdo con lo expuesto en los apartados anteriores, nos planteamos la siguiente

pregunta de investigacion, la cual guio el desarrollo del presente estudio:

¢ Cudles son los significados parciales de la distribucion binomial promovidos en el
curriculo de matematica (considerando el Programa de Estudio y el Material

Didactico) de euarto aiio de Educacion Media de Chile?
1.5.2 Objetivo general
Para dar respuesta a esta mterrogante, nos planteamos el siguiente objetivo general:

OG: Valorar la representatividad de los significados de la distribucion binomial
promovidos en el curriculo de matematica de cuarto ano de Educacién Media de

Chile, respecto de su significado referencial.
1.5.3 Objetivos especificos
Para lograr nuestro objetivo general, planteamos los siguientes objetivos especificos:

OEl: Determinar los significados de la distribucion binomial promovidos en el

Programa de Estudio de cuarto aiio medio de Chile.

OE2: Determinar los significados de la distribucion binomial promovidos en el
Maierial Didictico (considerando el Texto del Estudiante, el Cuaderno de

Actividades v la Guia Didactica del Docente) de cuarto aiio medio de Chile.

OE3: Determinar los significados de la distribucion binomial promovidos en el
curriculo chileno de matematica (considerando el Programa de Estudio y el Material

Didactico) de cuarto ano de Educacion Media.

OE4: Contrastar los significados de la distribucion binomial promovidos en el
curriculo chileno de matematica (considerando el Programa de Estudio y el Material
Didactico) de cuarto afio de Educacion Media con respecto a su significado

referencial
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2. ANTECEDENTES
2.1 Introduccion

El presente capitulo contiene una recopilacion de algunos estudios previos en el
ambito de la Didactica de la Matematica que guardan alguna relacion con los elementos
mvolucrados en este trabajo. En sintesis, se realiza un recorrido por estos estudios,
permitiéndonos situar en un contexto mas amplio nuestro problema de investigacion, ya que,

en conjunto, conforman un precedente para este trabajo.

Para organizar estos estudios, se clasificaron en dos grandes grupos: el primero, en
aquellos enfocados en la distribucion binomial dentro de la Didactica de la Probabilidad y
Estadistica y, el segundo, en aquellos que analizan la presencia de objetos matematicos en

libros de texto desde la perspectiva del EOS.
2.2 Algunos estudios sobre la distribucion binomial

A continuacion, se describen algunas investigaciones que abordan la distribucion
binomial como objeto de estudio. Estos estudios han sido realizados durante los ultimos afios

en diversos contextos educativos, tanto con estudiantes como con profesores.

En primera mstancia, presentamos la investigacion realizada por Alvarado y Batanero
(2007), quienes analizan las dificultades en la comprension de la aproximacion de la
distribucion normal a la binomial por parte de 123 estudiantes segundo ano de estudios de
mgenieria de la Universidad Catolica de la Santisima Concepcion de Chile. La metodologia
consistio en un proceso de ensenanza donde el tema fue abordado mediante el uso de material
concreto, simulaciones computacionales y procedimientos analiticos y algebraicos. Al
finalizar, se realizo una evaluacion con items variados (seleccion multiple y verdadero y
falso), donde los resultados indican que las propiedades mas sencillas de comprender por
parte de los estudiantes son la importancia del tamafio muestral, la correccion de continuidad,
la sensibilidad de los parametros, los valores en que la aproximacion es mejor (centrales) y
las condiciones en la precision de la aproximacion. Ademas, se propuso un problema abierto
para evaluar el nivel de razonamiento que habian alcanzado los estudiantes. En este ltimo,
los resultados muestran que la mayoria logra tipificar la variable para pasar a la distribucion

normal; no obstante, menos de la mitad aplica correctamente las formulas de la media o la
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varianza, logrando establecer la aproximacion a la normal de manera adecuada, y solo el 17%

logra aplicar la correccion de continuidad.

Maxara y Biehler (2010) analizan la comprension acerca del tamano de la muestra y
la Ley de los Grandes Numeros de 13 profesores en formacion, quienes participaron en un
curso de probabilidad y estadistica. En el curso trataron diferentes temas, ademas del uso del
software Fathom para analizar datos, realizar simulaciones y aplicar estadistica inferencial.
Al término del curso se realizd un examen final y posteriormente, algunos voluntarios
respondieron entrevistas que consistian en 10 tareas donde debian analizar los resultados de
una simulacion. El estudio se centrod el analisis las tareas-entrevistas. Las simulaciones
hechas con el programa muestran resultados positivos en la resolucion de tareas y en la
comprension de la Ley de los Grandes Numeros. Sin embargo, los estudiantes presentaron
dificultades para transferir esa comprension a contextos mas probabilisticos; es decir, la

correcta solucion de una tarea dependerd, en gran parte, de su contexto.

En Garicia-Garcia et al. (2014) se indaga sobre la manera en que estudiantes de
secundaria y bachillerato de Ciudad de Mexico, resuelven una tarea relacionada con el
concepto de distribucion binomial. Entre sus resultados, mencionan que, en general, el
desempetio de los estudiantes de bachillerato es mejor que el de los estudiantes de secundaria.
Ademas, senalan que los estudiantes presentan dificultades para describir el recorrido de la
variable o su espacio muestral y que, ademas, esta presente en ellos el sesgo de
equiprobabilidad, el cual se produce al no reconocer la relacion de la variable con el espacio
muestral. Finalmente, recomiendan evitar centrarse solo en el calculo e invitan a privilegiar
actividades en que los estudiantes realicen observaciones experimentales y reflexionen sobre

ello.

Por su parte, Mayen y Salazar (2014) exploraron el razonamiento que estudiantes de
secundaria y profesores en formacion presentan al resolver dos problemas donde se debia
aplicar la distribucion binomial. La muestra estuvo compuesta por 77 estudiantes: Grupo A
(31 estudiantes de bachillerato sin curso previo de probabilidad), Grupo B (28 estudiantes de
bachillerato con curso previo de probabilidad) y Grupo C (18 profesores de secundaria en
formacion micial). Se utilizo la taxonomia SOLO (Structure of Observed Learning Outcome)

para proponer niveles de razonamiento y, con ellos, analizar las respuestas entregadas. Los
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resultados mas bajos fueron obtenidos por el Grupo A, ya que la mayoria se encuentra en un
nivel preestructural. En cuanto al Grupo B, poco mas de la mitad se encuentra en un nivel
uniestructural, mientras que el resto, esta en un nivel preestructural. Finalmente, el Grupo 3
obtuvo mejores resultados, puesto que la mitad demostro estar en un nivel uniestructural y
tres de ellos, en un nivel superior, ya sea en multiestructural o relacional. Una de las
conclusiones que destacan las autoras es que el uso de diagramas de arbol, por parte de los
estudiantes, fue un elemento clave para diferenciar respuestas y clasificarlas en los niveles

preestructural y uniestructural.

Sumado a estos estudios, Cid et al. (2017) estudiaron el conocimiento sobre el modelo
de probabilidad binomial que poseen 46 profesores (en ejercicio y en formacion) de laRegion
del Biobio en Chile, quienes debian responder un cuestionario de tres items sobre
construccion y aplicacion del modelo binomial. En estos items se buscaba que los profesores
reconocieran la variable aleatoria, ademas de calcular probabilidades a través del modelo
binomial y aplicar la esperanza matematica. A pesar del uso de calculadora y del software
GeoGebra, ambos grupos presentaron dificultades en tres aspectos: no identifican la variable
aleatoria bmomial, no consideran el numero de ensayos Bemoulli, y no aplican

adecuadamente la esperanza matematica.

Sanchez et al. (2018) analizaron las respuestas proporcionadas por 103 estudiantes de
secundaria, divididos en dos grupos: el primero, integrado por 37 estudiantes, no tenia
mstruccion previa sobre estadistica y probabilidad, mientras que el segundo, formado por 66
estudiantes, ya habia tomado un curso anteriormente. En primera instancia, los alumnos
debian responder dos preguntas (incluidas dentro de un cuestionario) asociadas a una
situacion binomial, posteriormente, realizaron simulaciones con elementos manipulativos vy
con uso de software y, finalmente, volvieron a responder el cuestionario. Los autores
utilizaron los niveles de la taxonomia SOLO para evaluar la calidad de las respuestas,
acompanado de un analisis conjunto de las respuestas a las preguntas 1 y 2. Los resultados
apuntan a que las respuestas en el post-test son mejores que las del pre-test, es decir, las
actividades de simulacion permitieron una mejor comprension del problema. Otro elemento
por destacar es que la mayoria de los estudiantes presento dificultades para incorporar la

variabilidad en sus respuestas.
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En el mismo orden de ideas, Sanchez y Carrasco (2018) estudiaron el razonamiento
probabilistico que presentan estudiantes de bachillerato al realizar una tarea que contiene
elementos que conducen a una distribucion binomial. En el estudio participaron 34
estudiantes de educacion media inscritos en la modalidad de bachillerato en la Universidad
Nacional Autonoma de Mexico. La metodologia consistié en responder un cuestionario y
realizar actividades de simulacion (de manera fisica y virtual). Entre sus resultados
mencionan que los estudiantes no logran relacionar adecuadamente la conexion entre las
distribuciones empiricas (simulaciones) y las distribuciones teoricas. Debido a esto,
concluyen que, para lograr una correcta integracion entre los dos aspectos se necesita realizar
un diseno mstruccional mas elaborado, tomando como base la simulacion y las formas de

razonar que presentan los participantes en su investigacion.

En Toledo et al. (2019) se estudiaron los diferentes tipos de razonamiento acerca de
la distribucion binomial que tienen profesores de matematica en ejercicio. Se realizoé un
analisis de las respuestas de 63 profesores de establecimientos educacionales chilenos sobre
dos problemas de probabilidad asociados a la distribucion binomial; uno de ellos corresponde
a una situacion equiprobable [X ~ B(5,%)], mientras que el otro, a una situacion no
equiprobable [X ~ B(3,5/8)]. Entre sus observaciones, los autores mencionan que la
mayoria de los profesores recurre al diagrama de arbol para dar solucion a los problemas;
ademas, entre sus debilidades mas destacadas, indican que no se observa uso de lenguaje
formal, no hay definicion de eventos ni notacion algebraica para los calculos, y si bien,
algunos docentes usaron la formula binomial, esta no se enuncia y tampoco se define la

variable aleatoria correspondiente.

Recientemente, Begué et al. (2020) realizan un estudio enfocado en analizar la
comprension intuitiva de estudiantes acerca de la distribucion binomial. Su muestra estuvo
conformada por 127 estudiantes de bachillerato de diferentes centros escolares de Aragon,
Espana. La tarea a la que fueron sometidos los participantes consistio en entregar cuatro
valores probables de una situacion binomial y justificar la razon de esos valores. Los
resultados arrojan que la mayoria de los estudiantes (73%) entrego valores que se encuentran
en un rango aceptable, mostrando un razonamiento distribucional. Sobre los argumentos
acerca de la estimacion de la probabilidad, los autores sefialan que el 56,7% de los estudiantes

baso sus respuestas bajo el enfoque frecuencial, mientras que el 40,2%, en la observacion de
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la convergencia y variabilidad de la variable. Dentro de los argumentos incorrectos, se

presentaron creencias erroneas sobre la aleatoriedad, asi como el sesgo de equiprobabilidad.

En otra investigacion, Garcia-Garcia et al. (2020) analizan el desarrollo del
razonamiento probabilistico que poseen profesores de matematica al calcular probabilidades
en problemas de tipo binomial. Siete profesores, que fueron objeto del estudio, comenzaron
respondiendo un cuestionario, posteriormente realizaron una actividad de simulacion
computacional trabajando con el software Farhom y, finalmente, volvieron a responder el
cuestionario. De esta manera, se pudo observar el razonamiento probabilistico de los
profesores en cada una de las etapas. Los resultados obtenidos arrojaron que, antes de la
actividad de simulacion, seis de los siete participantes entregaron niuneros enteros como
probabilidades de eventos, mientras que solo uno de ellos proporcioné como respuestas
valores entre 0 y 1, aunque de manera incorrecta. Después de la actividad de simulacion,
cuatro profesores modificaron su razonamiento probabilistico, logrando proporcionar los

valares teoricos de la binomial.

La mayoria de los estudios presentados anteriormente cuentan con una estructura
similar, ya que se han enfocado en utilizar niveles para evaluar el razonamiento que presentan
los individuos acerca de la binomial. Especificamente, se escoge a un grupo de participantes,
a los cuales se les pide responder un cuestionario que contiene situaciones-problema acerca
de la distribucion binomial, para finalmente determinar su nivel de razonamiento o las
principales falencias que presentan. Un denominador comin que hemos detectado en este
tipo de investigaciones es la constante presencia de dificultades en el desarrollo de
actividades, ocurriendo esto tanto en estudiantes como en profesores en formacion y en
gjercicio.

Ademas de los anteriores estudios, presentamos otros que tienen un enfoque
diferente: el primero de ellos corresponde a una propuesta didactica para abordar el estudio
de la binomial y la descripcion de su experimentacion en el aula; mientras que en el segundo,
se describe, grosso modo, el tratamiento que se le da a la distribucion binomial en un libro

de texto.

Zamorano y Munoz (2016) presentan resultados de una experiencia en el aula sobre

la ensenanza de la distribucion binomial. La metodologia utilizada se aplicé en estudiantes
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chilenos de tercero medio y contd con tres fases: analisis documental, donde se analiza el
tratamiento que le da el Texto del Estudiante a la binomial; analisis exploratorio, el cual tenia
por objetivo identificar los contenidos minimos necesarios para el tratamiento de la binomial,
desde el punto de vista de cuatro profesores de matematica; y, por ultimo, el disefio e
implementacion de la clase. En el inicio de la clase, los estudiantes apostaban por el ganador
en tres peleas de un videojuego y reflexionaban al respecto. Luego, en grupos, buscaban
explicaciones sobre la frecuencia de los aciertos y nuevamente reflexionaban sobre qué
pasaria si se aumenta el nimero de peleas; posteriormente, resolvieron otro problema en un
contexto diferente (lanzamiento de tiros libres en baloncesto). Finalmente, cada grupo
elaboro preguntas para sus demas compaiieros, las cuales se revisan en la clase. Entre sus
resultados, mencionan que se evidencia una construccion efectiva del concepto y aplicacion
de la binomial como método para calcular probabilidades, a traves de desafios y reflexiones

grupales.

Por otra parte, Taufiq et al. (2020) realizan una descripcion sobre el concepto de la
distribucion bmomial en un libro de texto, el cual es el mas usado en la escuela secundaria
de Indonesia. Los autores argumentan que uno de los problemas es que los estudiantes no
entienden qué es la distribucion binomial, mas allda de la formula. Algunos errores
encontrados en su analisis corresponden a la falta de discusion relacionada, por ejemplo, con
los estadisticos de la distribucion binomial (media y varianza); ademas, mencionan que hay
conceptos mportantes que no se encuentran en el texto (como variable aleatoria discreta y
distribucion de probabilidad discreta). Entre sus conclusiones, mencionan que las falencias
encontradas podrian provocar dificultades en la comprension de la binomial por parte de los

estudiantes.

En general, las investigaciones aqui abordadas estudian la distribucion binomial en
diferentes contextos y proporcionan informacion valiosa a profesores e investigadores que
abordan este tema; en particular, para nuestro estudio, el bosquejo de estas nos permite tener
un panorama sobre las principales dificultades y desafios que existen para mejorar la

comprension de este objeto matematico por parte de los estudiantes.
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2.3 Estudios sobre analisis de libros de texto desde el marco del EOS
2.3.1 Estudios en Estadistica y Probabilidad

Enseguida, se resumen algunas investigaciones enfocadas en el analisis de Ia
presencia de objetos matematicos ligados a la estadistica y probabilidad en libros de texto de
diversos niveles educativos. Cabe senalar que nos enfocamos en aquellos estudios que
consideran como marco de referencia el Enfoque Ontosemiotico (EOS) del Conocimiento y
la Instruccion Matematicos, en concreto, los elementos del significado de los objetos

matematicos.

Uno de los primeros estudios acerca del analisis de un objeto matematico-estadistico
en libros de texto, corresponde al realizado por Cobo y Batanero (2004). En dicho estudio se
caracterizan los significados de la media presentes en 22 libros de texto de Educacion
Secundaria Obligatoria de Espainia. Para el analisis consideran como constituyentes del

significado de la media las siguientes ‘entidades primarias’:

» Situaciones problemas. Predomina aquella que consiste en obtener un elemento
representativo de un conjunto de datos dados, con distribucion aproximadamente
simetrica, puesto que aparece en todos los libros analizados.

o Algoritmos y procedimientos. En todos los textos aparecen algoritmos que consisten
en calcular la media de una variable discreta, ya sea con datos aislados o presentados
en tablas de frecuencias, o bien, de una variable continua con datos presentados en
tablas de frecuencias agrupadas en clases.

» Definiciones y propiedades. En 18 de los 22 textos se utiliza la definicion centrada en
el algoritmo de cdlculo de la media como /a suma ponderada de cada uno de los
valores de la variable, multiplicado por su frecuencia. En cuanto a las propiedades,
se clasifican en tres grupos: numericas, algebraicas y estadisticas. La propiedad que
se presenta con mayor frecuencia corresponde a una de tipo estadistica: /a media es
un representante de un colectivo.

o Lenguaje, representaciones y argumentos. Los términos y expresiones verbales

(como media, parametro central, medida de centralizacion), asi como las tablas

estadisticas, son los elementos lingiiisticos y representaciones que se encuentran en
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todos los libros analizados; mientras que el argumento mas presente es la

comprobacion de ejemplos y contraejemplos, estando en 20 libros.

Entre sus conclusiones, las autoras indican que existe una gran diversidad de
significados en la presentacion de la media, ademas de la ausencia de elementos que podrian
complementar dicho concepto, por ejemplo, los calculos realizados a partir de graficos, lo

cual podria tener consecuencias negativas en los estudiantes.

Recientemente, Garcia-Garcia et al. (2021) realizan un estudio sobre el significado
de las medidas de tendencia central (media, mediana y moda) en libros de texto chilenos de
séptimo basico, especificamente, en el Texto del Estudiante y el Cuaderno de Actividades de
dicho mvel, proporcionados por el MINEDUC. Enseguida, se resumen de los resultados
obtenidos para cada elemento del significado, abordando aquellos elementos que se presentan

en los dos libros analizados:

* Situaciones-problema. Las situaciones que se identificaron en ambos documentos
cortesponden a obtener un elemento representativo en distribuciones
aproximadamente simétricas (media); usar la media para comparar dos
distribuciones de datos con variables numéricas (media) y obtener el valor mads
frecuente de un conjunto de datos (moda).

® Procedimientos. Se destacan los procedimientos de cdlculo de las medidas de
tendencia central con datos aislados (media, mediana y moda), cdalculo grdfico
(media y moda) y la inversion del algoritmo del cdlculo de la media.

o Conceptos-definicion. El inico concepto presente tanto en el Texto del Estudiante,
como en el Cuademo de Actividades es referente a la mediana: e/ valor de la variable
estadistica que divide en dos efectivos iguales.

» Propiedades. Se destacan dos propiedades, ambas de caracter numeérico: /a mediana
v la media pueden no coincidir con ninguno de los valores de los datos, mientras qiie
la moda siempre es uno de estos valores, v la moda y la mediana son, en ocasiones,
invariantes si cambian algunos de los datos, mientras que la media si se ve afectada
por cualquier cambio en los datos.

o Elementos lingiiisticos. Se presentan los cuatro elementos en los libros: rérminos,

simbolos, tablas y grdficos.




ANTECEDENTES

» Argumentos. Ninguno de los argumentos utilizados cuenta con presencia en los dos
libros de texto. En el Texto del Estudiante se presentan dos: comprobacion de casos
particulares y contraejemplos, y razonamiento verbal deductivo; mientras que, en el

Cuademo de Actividades, no se utiliza ninguno.

[Los autores senalan que exisfte una deficiencia en el tipo de situaciones-problema y
en los conceptos-definicion presentados en los documentos. Ademas, sostienen que no se
promueve una comprension adecuada de las medidas de tendencia central, puesto que solo

los elementos lingiiisticos cuentan con total presencia en ambos documentos.

En Alvarado y Batanero (2008) se analiza la presentacion el teorema central del limite
(TCL) en 16 libros de texto de estadistica utilizados en la formacion de ingenieros,
principalmente en Chile. La metodologia utilizada consistio en seleccionar los capitulos que
traten el tema, determinar los elementos del significado del TCL a partir de un analisis
epistémico, elaborar tablas comparativas, realizar un analisis comparativo de contenido y

presentar conclusiones. Sus resultados se resumen a continuacion:

o Campo de problemas. Los mas frecuentes corresponden a la aproximacion del
teorema mediante la distribucion binomial, la cual esta presente en todos los textos,
y la distribucion de la suma de variables aleatorias continuas, presente en 15 de los
16 libros de texto analizados.

o Lenguaje. Las notaciones simbdlicas (lenguaje simbolico) son las mas frecuentes, al
estar ausente solo en uno de los libros analizados.

® Procedimientos. El procedimiento descrito como cdlculo algebraico vy
transformacion de variables aleatorias es el inico que se presenta en todos los libros.

»  Enunciados. E1 mas comiin es el enunciado del teorema para la suma de variables
independientes idénticamente distribuidas, estando presente en 14 libros de texto.

® Propiedades. Las propiedades relacionadas con la correccion de continuidad en las
aplicaciones del teorema son las mas frecuentes, apareciendo en todos los textos.

* Argumentos. Los argumentos enfocados en la comprobacion de ejemplos y

contraejemplos, sin pretension de generalizar, estan presentes en 14 textos.

Estos autores mencionan que la informacion proporcionada por los libros analizados

es valiosa, aunque limitada debido a que solo proporciona una primera aproximacion a la
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ensenanza del teorema. No obstante, senalan que su estudio presenta un significado de
referencia del teorema central del limite, lo que permitiria el diseno de alguna propuesta

didactica de ensenianza.

En la misma linea, Alvarado y Segura (2012) analizan la presentacion de las
distribuciones muestrales en 22 libros de textos utilizados para la ensenanza de estadistica en
carreras de ingenieria en Chile. Los ‘elementos del significado’ analizados en este trabajo

son los siguientes:

® Situaciones problemas. L.os mas comunes corresponden a la estimacion por
intervalos de confianza y pruebas de hipotesis para muestras grandes, apareciendo
en 22 y 21 libros, respectivamente.

» Lenguaje y representaciones. Predominan los términos y expresiones verbales, ya
que se presentan en todos los libros analizados; seguidos de las notaciones y simbolos,
encontrados en 21 de los 22 libros.

* Procedimientos. El mas frecuente corresponde al cdlculo de probabilidades en
poblaciones distribuidas normalmente para obtener una muestra aleatoria
adecuada; este procedimiento se observa en 17 de los 22 libros de texto.

* Proposiciones. Las mas tipicas son las siguientes: el valor esperado de la distribucion
de la media aritmética es la media de la poblacion y la varianza de la distribucion
de la media aritmética es la varianza de la poblacion sobre el tamaiio de la muestra
de variables aleatorias independientes; ambas proposiciones se encuentran en 21
libros.

® Argumentos. Con tespecto a los tipos de argumentos relacionados con las
distribuciones muestrales, la presentacion de casos particulares de un resultado

general es el que mayoritariamente se encuentra en los libros analizados (19 de 22).

Sus resultados apuntan que los libros presentan ausencia de fundamentacion de
propiedades estadisticas, por ejemplo, en métodos de estimacion puntual y en la varianza
muestral; ademas, favorecen las expresiones de tipo simbolicas y descuidan las
representaciones graficas y las simulaciones. Finalmente, mencionan que la informacion

extraida de los libros permitio establecer un significado de referencia de las distribuciones
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muestrales, lo que constituye un primer paso para disenar una propuesta didactica para su

ensenanza.

Gea, Batanero y otros autores, a traves de diversas publicaciones, realizan un analisis
sobre la presentacion de la correlacion y la regresion lineal en libros de texto de bachillerato,
los cuales fueron seleccionados por ser los mas utilizados en la ensenanza piblica en la
Comunidad Autonoma de Andalucia, Espania. En un primer estudio, Gea et al. (2013)
analizan las justificaciones utilizadas en 16 libros de texto, en los que encontraron que
aquellas mas utilizados (al estar presentes en todos los textos) fueron el uso de ejemplos y
contraejemplos, 1as representaciones grdficas y los razonamientos verbales deductivos.
Posteriormente, en Gea et al. (2014) se presentan los resultados del analisis del lenguaje

utilizado en ocho libros de texto, encontrando los siguientes resultados:

o Términos y expresiones verbales. Se encontrd una gran variedad y se clasificaron en
dos grupos: por un lado, aquellos que no son especificos del tema (por ejemplo.
coeficiente de variacion, bisectriz, area) y, por otro lado, aquellos especificos ligados
a correlacion y regresion lineal (tales como coeficiente de Pearson, método de
minimos cuadrados o coeficiente de regresion).

* Notacion simbdlica. Algunos de los mas frecuentes son, por ejemplo, la notacion
simbolica de la media (X), la desviacién tipica (o,,S,), 1a varianza (c2,52), el
coeficiente de correlacion (Tyy), entre otros.

® Representacion tabular y grdfica. En cuanto a la representacion tabular, la mas
frecuente corresponde a las tablas bidimensionales simples, ya que se encuentran en
todos los textos. Por ofra parte, la representacion grafica mas utilizada es el diagrama

de dispersion, también presente en todos los textos.

Complementando los resultados de los dos estudios anteriores, Batanero et al. (2015)
analizan los campos de problemas, procedimientos, conceptos y propiedades ligadas a la

regresion lineal en 16 libros de texto:

o Campos de problemas. Los problemas mas frecuentes son aquellos que buscan
ajustar un modelo a los datos bivariantes. En total, hay 622 problemas de este tipo

en los 16 libros. Aproximadamente la mitad de los problemas, ejercicios y actividades
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estan enfocados en ajustar un modelo de regresion, mientras que el resto, busca
realizar estimaciones con el modelo ajustado.

* Procedimientos. En todos los libros estan presentes los siguientes procedimientos:
ajuste de la recta de regresion, determinar una prediccion y valorar la fiabilidad de
la prediccion.

» Conceptos. El concepto asociado mas frecuente es rectas de regresion, al ser el inico
que se encuentra en todos los libros, ademas de presentarse en tres formas de la
definicion: operacional, estructural y mediante ejemplo.

* Propiedades. De las once propiedades ligadas a la regresion, cuatro de ellas se
presentan en la mayoria de los libros (14 de 16): 1) la recta de regresion hace minima
la suma de los cuadrados de las desviaciones de los puntos de la distribucion
bidimensional a la recta, 2) la recta de regresion permite estimar valores de la
variable dependiente a partir de la independiente, 3) la recta de regresion pasa por
el centro de gravedad de la distribucion, y 4) las estimaciones con la recta de

regresion son mejores en valores cercanos a lamedia de la variable independiente.

Finalmente, con base en algunas carencias encontradas en su andlisis, estos autores
entregan algunas recomendaciones para mejorar la presentacion de la regresion lineal y la
correlacion, por ejemplo, incluir procedimientos de calculo del coeficiente de determinacion,
ampliar la cantidad de conceptos que aparecen en los textos, dar relevancia a la definicion

estructural de los conceptos, entre otros.

Gomez-Torres y colaboradores (Gomez-Torres, Ortiz y Gea, 2014; Gomez-Totres,
Batanero y Contreras, 2014; Gomez-Torres et al., 2015) analizan la presentacion de los
significados de probabilidad en dos series de libros de texto de educacion primaria de Espana,
siendo un total de diez libros, distribuidos en tres ciclos. Para ello, consideran como
referencia cuatro de los cinco significados de la probabilidad (intuitivo, clasico, frecuencial
y subjetivo) proporcionados en Batanero (2005). Los resultados del analisis de los objetos

matematicos fueron:

® Situaciones problema. Las mas comunes cortesponden a expresar los grados de
creencia en la ocurrencia de sucesos (significado intuitivo), estando presentes en

ambas series durante todos los ciclos.
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o Lenguaje probabilistico. Se observaron expresiones verbales, numéricas v
simbdlicas, tabulares y grdficas, presentes en todos los textos.

* Conceptos. Algunos de los mas frecuentes son conceptos como azar, variabilidad,
suceso seguro, posible, imposible (significado intuitivo), juegos de azar (significado
clasico), colectivo, atributos (significado frecuencial), entre otros. Todos los
anteriores estan presentes en los tres ciclos de ambas series.

® Propiedades. Se mencionan diversas propiedades presentes en los libros de los tres
ciclos de ambas series. Por ejemplo: 1) impredecibilidad del resulitado, ligada al
significado intuitivo; 2) equiprobabilidad de sucesos elementales, ligada al
significado clasico; y 3) atributos equiprobables o no equiprobables, relacionados
con el significado frecuencial.

* Procedimientos. Al igual que en el objeto matematico anterior, existen diversos
procedimientos que estan presentes a los tres ciclos de ambas series. En el significado
intuitivo, podemos mencionar el distinguir fenomenos aleatorios y deterministas; en
el clasico, analizar juegos de azar; mientras que, en el significado frecuencial,
representar distribucion de frecuencias.

»  Argumentos. El uso de ejemplos y contraejemplos es el tipo de argumentacion mas

frecuente en los textos analizados.

En resumen, estos autores senalan que en todos los ciclos se encuentra el significado
mtuitivo, por otro lado, los significados clasico y frecuencial estan presentes en el segundo y
tercer ciclo, mientras que el significado subjetivo cuenta con una baja presencia en ambas

series.

Por su parte, Vasquez y Alsina (2015, 2017) entregan un modelo para analizar el
fratamiento que se da a la probabilidad en el curriculo chileno, incluyendo las orientaciones
curriculares y los textos del estudiante (entregados por el MINEDUC) de los seis primeros
niveles de educacion basica. Cabe senialar que solo se analizaron los libros de texto de 2° a
59 basico, puesto que los de 1° y 6° no incluian contenidos de probabilidad. En su trabajo, al
igual que en Gomez-Torres et al. (2015), toman como referencia los significados de
probabilidad propuestos por Batanero (20035) y utilizan la tipologia de objetos matematicos

primarios.
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o Situaciones-problemas. En las orientaciones curriculares, las mas frecuentes
(inchiidas en todos los niveles) consisten en estimar v comparar la posibilidad de
ocurrencia en juegos de azar con monedas y dados (ligado al significado intuitivo).
Sin embargo, en los libros de texto, estas situaciones-problemas solo aparecen en los
cursos de 2° a 5° basico.

o FElementos lingiiisticos. El lenguaje comiin y €l probabilistico, correspondientes a los
significados intuitivo, subjetivo, frecuencial y clasico, estan presentes en las
orientaciones curriculares de todos los niveles. A su vez, el uso de tablas y grdficos
(en el significado frecuencial) también cuentan con presencia en todos los niveles.
Mientras que, el lenguaje comun es el mas frecuente en los libros de texto de 2°a 5°
basico.

o Conceptos-definiciones. Los conceptos de suerte/azar y resultados posibles, ambos
dentro del significado intuitivo, son los mas comunes y se encueniran en las
orientaciones curriculares de 2° a 6° basico. Por otra parte, en los libros de 2° a 5°
basico, se encuentran los conceptos de azar y suceso seguro, posible e imposible.

® Proposiciones. Dentro de las proposiciones mencionadas, el grado de posibilidad de
ocurrencia de un determinado suceso sc presenta en las orientaciones curriculares de
cuatro niveles (3° a 6°). En cuanto a los libros de texto, esta proposicion se encuentra
presente solo en tres de ellos (2°,4° y 5°).

® Procedimientos. El tnico procedimiento presente en todas las orientaciones
curriculares es la manipulacion de generadores de azar, tales como dados, monedas
o bolitas. En los libros, este procedimiento aparece en los niveles de 2° a 5° basico,
junto con otros, tales como, reconocer diferentes tipos de sucesos y valorar la
posibilidad de ocurrencia de un suceso determinado.

* Aroumentos. En las orientaciones curriculares, la forma de argumento que predomina
es la convencién social; no obstante, en los libros de texto, solo aparece en dos niveles
(4° y 5°). Por otro lado, el argumento que se presenta en todos los libros analizados

(2° a 5°) es el andlisis de ejemplos.

Ademas de lo anterior, los autores mencionan que, si bien es cierto que existe
coherencia entre las situaciones-problemas identificadas en las orientaciones curriculares

chilenas y los libros de texto, en general, el tratamiento dado a la probabilidad en los libros
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de texto no se encuentra siempre en concordancia con las directrices curriculares. Por este
motivo, Vasquez y Alsina (2015, 2017) consideran necesario realizar un replanteamiento
riguroso en los textos escolares chilenos para contribuir a la mejora de los procesos de

ensenanza y aprendizaje en la ensenanza basica.

En Del Pino y Estepa (2017, 2019) se realizo una revision de los 12 libros de texto
mas utilizados en educacion publica de los niveles 3° y 4° (en este ultimo se consideraron las
modalidades A y B) de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO). El objetivo de estos
estudios es analizar la presentacion de las medidas de dispersion en dichos textos. Para
efectuar el analisis, revisaron la presencia de los objetos matematicos primarios y para cada

uno de ellos establecieron subcategorias, lo que facilito su identificacion en los libros.

» Situaciones-problemas. Hay un exceso de situaciones-problema vinculadas con el uso
de la desviacion tipica en desmedro de las demas medidas de dispersion, las cuales
estan relegadas a un segundo plano. Por tanto, los autores manifiestan que es
necesario equilibrar la cantidad de situaciones-problema para cada medida de
dispersion.

o Elementos lingiiisticos. Estos se presentan en forma de expresiones verbales (donde
destacan términos como varianza y desviacion estandar) y simbdlicas (considerando
notaciones algebraicas como o, 62, C. V. , ademas del nso de formulas).

* Conceptos. Los mas frecuentes son desviacion tipica y coeficiente de variacion, al
estar presentes en 11 libros de texto.

» Procedimientos. En todos los libros de texto estd presente el procedimiento
consistente en calcular la varianza v la desviacion tipica.

* Propiedades. Las mas comunes, con base a su presencia en todos los libros, son: a
mayor/menor varianza, mayor/menor desviacion tipica; y todos los valores influyen
en el calculo de la varianza y la desviacion tipica.

»  Argumentos. Los argumentos que se presentan con mayor frecuencia son: 1)
argumentos con ejemplos, contraejemplos v comprobaciones; y 2) argumentos

apoyados en ostensivos (imagenes, tablas o graficos).

Ademas, los autores senalan que existen algunos significados que no se presentan en

la muestra de libros de texto analizada, a pesar de estar presente en el curriculo de ESO: por
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ejemplo, algunos libros de 3° no consideran la interpretacion, en conjunto, de la media y la

desviacion tipica.

Un estudio que presenta diferencias con los mencionados anteriormente, al no centrar
su analisis en la presencia o ausencia de los elementos del significado (objetos matematicos
primarios), es el realizado por Carrera (2020); ya que su objetivo se enfoca en caracterizar
los significados de la ‘variable aleatoria’ pretendidos por el curriculo chileno de séptimo
basico a segundo medio. Para ello, en primera instancia, la autora determina el significado
holistico de referencia; posteriormente, identifica las practicas matematicas y los objetos
matematicos presentes en los libros de texto y programas de estudio de 7° basico a 2° medio;
y finalmente, determina la representatividad del significado promovido por el curriculo,
respecto al de referencia. Enfre las falencias encontradas se sefiala que no se identificaron
definiciones claras, o bien, se observa una marcada preferencia por las representaciones
verbales. Por otro lado, se concluye que el significado pretendido por el curriculo chileno
esta basado principalmente en el significado parcial ‘variable aleatoria como variable de
mnteres’.

La estructura de la mayoria de los trabajos expuestos en este apartado guarda una
estrecha relacion con nuestra investigacion, puesto que buscan analizar los elementos del
significado presentes o ausentes en libros de texto de un determinado objeto matematico.
Estos trabajos conforman un valioso precedente y, de cierta manera, han servido de guia para
el desarrollo de este trabajo de Tesis. Consideramos que parte de la importancia de estas
mvestigaciones radica en la utilidad que pueden otorgar a los profesores en ejercicio, es decir,
al conocer los elementos ausentes del significado de un cierto objeto matematico, el
profesorado podria incluirlos en el aula de clase con el proposito de favorecer la compresion

sobre dicho objeto.
2.3.2 Estudios en otras areas de la Matematica

A continuacion, se presentan algunas investigaciones sobre analisis de libros de texto
y programas de estudio, centradas en objetos matematicos de otras areas externas a la
estadistica y probabilidad, considerando como marco de referencia el Enfoque

Ontosemiotico (EOS) del Conocimiento y la Instruccion Matematicos.
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Pino-Fan et al. (2013) analizan el plan de estudios y los libros de texto del nivel de
bachillerato de México, con el objetivo de caracterizar el significado pretendido por el
curriculo para la nocion de ‘derivada’. Para ello, toman en cuenta la reconstruccion del
significado global de la derivada presentada en Pino-Fan et al. (2011), y realizan la
comparacion y valoracion de la idoneidad epistémica del significado presente en el curriculo.
En concreto, se realiza un analisis detallado de los elementos del significado de la derivada

en dos libros de texto, destacando:

o Situaciones/problemas. Problemas introductorios, problemas de refuerzo y
ejemplificacion, problemas de aplicacion, y demostraciones.

o Conceptos/definiciones. Como previos se mencionan funcion, limite y continuidad,
ademas, se introducen conceptos relacionados con la derivada como la velocidad.

» Propiedades/proposiciones. Destacan teoremas o reglas para derivacion, criterios
de derivabilidad, andlisis de gradficas y regla de la cadena.

® Procedimientos. Algunos de los procedimientos que se mencionan son: cdlculo de
magnitudes, calculo de derivadas, graficacion, derivadas mediante su definicion
como limite, calculo de la derivada de segundo orden, analisis de grdficas, calculo
de tangentes, maximos y minimos, y demostracion de teoremas.

» Elementos lingiiisticos. Se evidencia el uso del lenguaje verbal, simbdlico y grdfico,
y se destaca la ausencia de /enguaje tabular.

* Argumentos. En ambos libros de textos aparecen justificaciones dadas a la inclusion
de conceptos o proposiciones, ejemplificacion y explicaciones de técnicas a seguir,

asi como argumentaciones deductivas y grdfico-visuales.

Finalmente, en sus resultados mencionan que el significado pretendido en el curriculo
de bachillerato mexicano acerca de la derivada es ‘la derivada como limite del cociente de

merementos’.

En Aké y Godino (2018) se analizan las tareas en unlibro de texto mexicano de primer
grado de primaria, con el proposito de revelar si dichas tareas promueven desarrollo del
pensamiento algebraico en ninos de 6 a 7 anos. Para efectuar el analisis, se utiliza el Modelo

de Niveles de Algebrizacion (Aké, Godino, Gonzato y Wilhelmi, 2013; Godino, Ake,
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Gonzato y Wilhelmi, 2014; citados en Aké y Godino, 2018); en concreto, consideran cuatro

criterios del modelo:

o Tipo de objetos algebraicos. Predomina la nocion de equivalencia, cantidades
desconocidas, propiedades de las operaciones Y sucesion.

o Tipo de notacion o representaciones. Se observa la presencia de numeéricas, iconicas
y tabulares.

* Transformaciones o cdlculo analitico. No se da un tratamiento analitico a las
cantidades desconocidas; en algunos bloques del texto no esta presente o no se
promueve la analiticidad con las cantidades indeterminadas.

o Situaciones de modelizacion. Se reflejan en problemas de suma y resta, donde el

elemento desconocido corresponde al resultado.

Podemos mencionar que sus resultados apuntan a que las tareas del libro de texto no
estan dirigidas de manera intencional al desarrollo del pensamiento algebraico en los ninos,
sin embargo, los autores manifiestan que son factibles de reorientarse hacia niveles

progresivos de algebrizacion.

En el contexto chileno, Monje et al. (2018) analizan los textos escolares y programas
de estudio de 4° basico a 4° medio para determinar el tratamiento que se le da a la inecuacion.
Se cenftraron en las unidades y capitulos que tratan el tema de inecuacion, realizando la lectura
meticulosa y elaborando tablas comparativas de los elementos del significado presentes en
los documentos. Dentro de sus conclusiones, las autoras mencionan que existe ausencia en
el curriculo de componentes que se consideran necesarios para una correcta ensenanza de la
inecuacion, como las inecuaciones cuadrdticas y las inecuaciones con valor absoluto.
Ademas de esto, senalan discontinuidad en la progresion de este objeto en los diferentes
niveles, puesto que, en algunos de ellos, la inecuacion no es tratada de manera explicita.
Finalmente, mencionan que una limitante para la realizacion de este estudio es la escasa

informacion existente que permitiria reconstruir el significado global de la inecuacion.

Finalmente, Pino-Fan et al. (2019) analizan la representatividad de los significados
de la funcion presentes en el curriculo chileno de matematica, a través de una reconstruccion
de su significado holistico de referencia y un analisis de su presencia en el curriculo chileno

(entendido como la dupla libros de texto — programas de estudio). En su analisis, determinan
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la configuracion ontosemiotica epistémica del objeto funcidn presente en el curriculo chileno,
a través de los elementos del significado. Sus resultados indican que los significados
presentados por el curriculo chileno no son representativos respecto del significado holistico
de referencia. De acuerdo con los autores, lo anterior deberia ser considerado como una senal
de alerta para los docentes a la hora de presentar este objeto matematico en el aula, ya que
los contenidos presentados en los libros podrian afectar la comprension del concepto por

parte de los estudiantes.

A pesar de que los estudios presentados en esta seccion provienen de otras ramas de
la matematica, algunos de estos objetos matematicos tienen relacion con la estadistica y

probabilidad (funcion de probabilidad), por lo que su importancia no esta ajena a este trabajo.
2.4 Conclusiones sobre el estudio de antecedentes

A través de la exploracion de diversos estudios (véase apartados 2.2, 2.3 y 2.4), que
guardan alguna relacion o similitud con nuestro proyecto de tesis, pudimos visualizar los
avances que se han realizado en los ultimos anos con respecto al estudio de la binomial y el
analisis de libros de textos, en los cuales encontramos resultados y conclusiones que pueden

ser de gran utilidad para profesores e investigadores.

En cuanto a la distribucion binomial, se detectaron algunas dificultades presentes
tanto en profesores como estudiantes, sobre su comprension y razonamiento; entre ellas
podemos mencionar las siguientes: uso de lenguaje formal y notacion algebraica,
identificacion de la variable aleatoria binomial, descripcion del recorrido de 1a varniable, sesgo
de equiprobabilidad, no consideracion del nimero de ensayos Bernoulli, problemas al aplicar
la esperanza matematica, entre otras. Esto nos resulta preocupante, puesto que muchos
estudiantes no logran apropiarse correctamente de los contenidos que involucran a la
binomial, a pesar de la importancia que se le ostenta (Landin y Sanchez, 2010; Garcia-Garcia
et al , 2014; Mayén y Salazar, 2014) y, por otra parte, si los profesores presentan dificultades
en su comprension, es posible que transmitan dichas dificultades a sus estudiantes. Lo
anterior nos lleva a cuestionarnos, por un lado, sobre ;jcual o cuales son los principales
factores que afectan el razonamiento y la comprension sobre la distribucion binomial? y, por
otro lado, ;qué elementos son necesarios considerar para el disefio de secuencias didacticas

que favorezcan la comprension de este objeto matematico?
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Por otra parte, en el analisis de la presentacion de un objeto matematico en libros de
texto, es comun para los autores encontrar deficiencias en los significados promovidos en
tales recursos didacticos, los cuales podrian generar dificultades o conflictos en los
estudiantes. Como muestra de lo anterior, tres de los estudios resumidos en el presente
capitulo abordan el analisis y representatividad de un objeto matematico en el curriculo
chileno (Monje et al., 2018; Pino-Fan et al., 2019; Carrera, 2020) y, en todos ellos, se llego
a la conclusion de que el significado promovido no es representativo del significado de
referencia utilizado, por lo que podriamos extender esta situacion y planteamos la siguiente
pregunta: ;queé resultados se encontrarian si se analizan los significados de otros objetos
matematicos presentes en el curriculo chileno? En este sentido, centrando la mirada en
nuestro objeto probabilistico-matematico, ;qué tan representativo es el significado de la
distribucion binomial presente en el cwriculo chileno de educacion media respecto del

significado referencial?
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3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION
3.1 Introduccion

En el presente capitulo presentamos los aspectos metodologicos que se utilizaron para
llevar a cabo nuestro estudio. Partiremos explicando el tipo de metodologia, luego
describiremos cada una de las fases del estudio, haremos unrecorrido por el curriculo chileno
de educacion media y su organizacion, y finalizaremos con la descripcion de las técnicas de
analisis. Nuestro diseno metodologico fue construido tomando en cuenta aspectos que,
consideramos, nos permitirian realizar un analisis detallado y optimo sobre la presencia de la

distribucion binomial en el curriculo chileno de cuarto medio.

3.2 Tipo de metodologia

La metodologia que utilizaremos en nuestro estudio esta basada en un enfoque
cualitativo de investigacion, el cual, de acuerdo con Hernandez et al. (2014) puede entenderse
como “un conjunto de practicas interpretativas que hacen al mundo ‘visible’, lo transforman
y convierten en una serie de representaciones en forma de observaciones, anotaciones,
grabaciones y documentos” (p. 9). Ademas de lo anterior, en este enfoque, el investigador
recolecta datos expresados a través de un lenguaje verbal y/o visual, mediante observaciones,
entrevistas, revision de documentos, entre otros, y no busca generalizar sus resultados de
manera probabilistica. Otra caracteristica relevante del enfoque cualitativo, segin estos
autores, es que “‘se fundamenta en una perspectiva interpretativa centrada en el entendimiento
del significado de las acciones de seres vivos, sobre todo de los humanos y sus instituciones”
(p. 9), es decir, se busca ‘reconstruir’ la realidad, a través de la interpretacion de los datos

obtenidos.

Consideramos que el enfoque cualitativo, por los rasgos mencionados en el parrafo
anterior, es adecuado para la metodologia a seguir en nuestra investigacion, puesto que los
datos son obtenidos a partir de la revision de documentos curriculares, para luego ser
analizados mediante las herramientas teoricas descritas en el apartado 1.3, y con ello, dar una
perspectiva interpretativa centrada en el estudio detallado de la distribucion binomial en el
curriculo chileno de cuarto medio, considerando el Material Didactico y el Programa de
Estudio de este nivel, y determinando asi, los significados parciales y los elementos del

significado presentes en estos documentos.
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3.3 Fases del estudio

Para lograr los objetivos de la presente investigacion, proponemos un disefio

metodologico que consta de cuatro fases, ademas de una breve descripcion de las actividades

a realizar. Estas fases surgen a partir de una articulacion realizada entre las metodologias

descritas en Parra (2015) y Vasquez y Alsina (2015, 2017).

Fase 1: determinar los significados promovidos por el Programa de Estudio de cuarto ario

medio sobre la distribucion binomial.

Se revisara el Programa de Estudio de Matematica de cuarto aiio medio para
Formacion General, proporcionado por el Ministerio de Educacion de Chile, con el
proposito de identificar e individualizar en unidades de analisis las actividades y
contenidos propuestos para el estudio de la distribucion binomial.

Se analizara la presencia o ausencia, en cada unidad de analisis, de los objetos
matematicos primarios de cada significado parcial de la distribucion binomial, de
acuerdo con el significado referencial descrito en el apartado 1.4.2. A partir de esto,
se determinardn los significados de la binomial promovidos por el Programa de

Estudio.

Fase 2: determinar los significados promovidos en el Material Didactico (Texto del

Estudiante, Cuaderno de Actividades y Guia Diddctica del Docente) de cuarto ario medio

sobre la distribucion binomial.

Se revisaran los tres componentes del Material Didactico para cuarto afio medio
(Texto del Estudiante, Cuaderno de Actividades y Guia Didactica del Docente)
proporcionado por el Mmisterio de Educacion de Chile, con el proposito de identificar
e individualizar en unidades de analisis las actividades y contenidos propuestos para
el estudio de la distribucion binomial.

Se analizara la presencia o ausencia, en cada unidad de analisis, de los objetos
matematicos primarios de cada significado parcial de la distribucion binomial, de
acuerdo con el significado referencial descrito en el apartado 1.4.2. A partir de esto,

se determinaran los significados de la binomial promovidos por el Material Didactico.

64



METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Fase 3: contrastar los resultados de los significados promovidos de la distribucion binomial

por el Programa de Estudio y el Material Didactico.

» Se contrastaran los significados promovidos por el Programa de Estudio (resultados
de la Fase 1) con los significados promovidos por el Material Didactico (resultados
de la Fase 2), identificando similitudes y diferencias entre ambos componentes. A
partir de esto se determinaran los significados de la distribucion binomial promovidos

por el curriculo chileno de cuarto afio de Educacion Media.

Fase 4: contrastar los significados promovidos por el curricilo chileno de la distribucion

binomial con el significado referencial.

» Se contrastaran los significados promovidos por el curriculo chileno (resultado de la
Fase 3) respecto del significado referencial de la distribucion binomial (descrito en la
seccion 1.4.2), identificando los elementos presentes y ausentes.

e Se determinara la representatividad de los significados de la distribucion binomial a

través de un valor porcentual y su interpretacion.

Las cuatro fases descritas pueden organizarse, de manera resumida, mediante el

diagrama presentado en la Figura 3.1.

Figura 3.1

Fases del estudio

Fase 1 Fase 2
Determinacion de los Determinacion de los
significados promovidos por el significados promovidos por el
Programa de Estudio Material Didactico

Fase 3

Contraste entre los resultados de la Fase 2y la Fase 3

Fase 4
Contraste entre los resultados de la Fase 4y la Fase 1

Fuente. Elaboracion propia.
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3.4 El curriculo de Educacion Media: datos y contexto

Antes de indicar en qué curso de Educacion Media se aborda la distribucion binomial,
es necesario comprender la organizacion del tiempo escolar en los niveles de 1° a 4° medio,
el cual es descrito detalladamente en las Bases Curriculares establecidas por el MINEDUC
(2015, 2019). Estas bases constituyen el documento principal del curriculo chileno, de
acuerdo con lo establecido en la Ley General de Educacion (LGE), y organizan (de manera
general) los aprendizajes de las diferentes asignaturas, estableciendo los lineamientos que
deben seguir los demés documentos curriculares; por ejemplo, los programas de estudio de
cada asignatura, puesto que basan su estructura en lo sefialado en las Bases Curriculares y

podrian considerarse como su extension.

En el sistema escolar actual se reconocen doce niveles de educacion obligatoria, ocho
en Educacion Basica y cuatro en Educacion Media, sin embargo, en la Ley General de
Educacion de 2009 (Ley N° 20.370) se considera que la Educacion Media tendra una
duracion de seis afios, abarcando desde 7° basico hasta 4° medio. Asimismo, estos seis anos
se subdividen en dos ciclos: un primer ciclo de formacion general comun, que incluye los
cuatro primeros niveles (7° basico a 2° medio) y un ultimo ciclo de formacion diferenciada,

que abarca los dos niveles restantes (3° y 4° medio).

En ese sentido, la formacion en los niveles de 7° basico a 2° medio, promovida por
las Bases Curriculares, es comun para todos los establecumientos del pais v, por consiguiente,
las asignaturas impartidas de manera obligatoria tambieén lo son (Lengua y Literatura;
Matematica; Ciencias Naturales; Historia, Geografia y Ciencias Sociales; Idioma Extranjero:
Inglés; Educacion Fisica y Salud; Musica; Artes Visuales; Orientacion; Tecnologia; v
Religion). Por otro lado, en el ciclo de 3°y 4° medio se contemplan tres posibles modalidades
o formaciones diferenciadas: Humanistico-Cientifica, Artistica y Técnico-Profesional, donde
cada establecimiento puede adoptar por una o mas de estas modalidades. En cada una de
ellas, el tiempo de clases se distribuye en tres ambitos: Formacion General, Formacion

Diferenciada y tiempo de libre disposicion.

La Formacion General esta destinada a todos los establecimientos, considerando un
Plan Comun (donde se encuentran las asignaturas de Ciencias para la Ciudadania; Educacion

Ciudadana; Filosofia; Inglés; Lengua y Literatura; y Matematica) y un Plan Comun Electivo
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(donde cada estudiante puede elegir entre Artes; Educacion Fisica y Salud; o Historia,
Geografia y Ciencias Sociales). Cada formacion diferenciada tiene diferente orientacion: 1)
Técnico-Profesional, esta orientada a la formacion en una especialidad técnica en diferentes
sectores economicos; 2) Artistica, se orienta a la formacion especializada en diferentes areas
artisticas; y 3) Humanistico-Cientifica, se destina para la profundizacion en areas de interés
para los estudiantes: Area A (que contempla tres sub-areas: Lengua y Literatura; Filosofia;
Historia, Geografia y Ciencias Sociales). Area B (subdividida en dos sub-areas: Matematica;
Ciencias) y Area C (que abarca dos sub-areas: Artes; Educacion Fisica y Salud). Finalmente,
el tiempo de libre disposicion es aquel que los establecimientos destinan a profundizar en
diferentes ambitos, basandose en sus proyectos educativos y/o en los mtereses de sus

alumnos.

Para comprender de mejor manera lo descrito en los parrafos anteriores, presentamos
la Figura 3.2, donde se aprecia la estructura de organizacion de las modalidades y asignaturas

disponibles en Educacion Media.

Hasta 2019, la distribucion binomial estaba incorporada explicitamente dentro de los
contenidos de 3° medio, y su aproximacion a la distribucion normal, en 4° medio; en ambos
casos para Formacion General. Esta situacion cambio con la publicacion de las iltimas Bases
Curriculares a finales de 2019, las cuales entraron en vigor entre los anos 2020 y 2021, y
donde la introduccion formal de la binomial (y también de la normal) se realiza en el nivel
de 4° medio. De acuerdo con estas nuevas bases (MINEDUC, 2019) la asignatura de
Matematica para Formacion General en 3° y 4° medio, cuenta con cuatro unidades, cada una
ligada con un Objetivo de Aprendizaje (OA) de conocimiento y comprension, que se

profundizan en el Programa de Estudio.
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Figura 3.2

Organizacion de los ciclos de Educacién Media

EDUCACION MEDIA 1
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Fuente. Elaboracion propia.

La distribucion binomial se presenta formalmente en el Programa de 4° Medio para

Formacion General, dentro de la Unidad 1: “La toma de decisiones en situaciones de

incerteza”; ligada con el Objetivo de Aprendizaje 2 (OA2): “Fundamentar decisiones en

situaciones de incerteza, a partir del analisis critico de datos estadisticos y con base en los

modelos binomial y normal” (p. 29). En este documento se proporcionan diversas

herramientas que el docente puede utilizar en sus clases, tales como, indicadores de

evaluacion, sugerencias de actividades, orientaciones didacticas, recursos didacticos,

propuestas de evaluacion y proyectos interdisciplinarios.

Adicionalmente, el Material Didactico para 3° y 4° medio, proporcionado por el

MINEDUC, fue elaborado por la editorial SM y cuenta con tres componentes. A los
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estudiantes se les hace entrega del Texto del Estudiante propiamente tal, que incluye los
contenidos de ambos niveles, ademas del Cuaderno de Actividades dividido en dos tomos (1
y 2), que contiene gjercicios complementarios para 3° y 4° medio, respectivamente. Por otro
lado, a los profesores se les proporciona la Guia Didactica del Docente, también dividida en
dos tomos (1 y 2) para 3° y 4° medio, respectivamente. Esta guia, ademas de traer
mmcorporadas las paginas del Texto del Estudiante y el Cuaderno de Actividades, incluye
diversas ideas, sugerencias o ayudas para abordar el trabajo con los alumnos, tales como
errores frecuentes, trabajos colaborativos, preguntas de calidad, herramientas digitales, entre

otros; y su vez, proporciona actividades complementarias y propuestas de evaluacion.

De estos cinco documentos, tres de ellos incluyen los contenidos de 4° medio (Texto
del Estudiante, Cuademo de Actividades Tomo 2 y Guia Didactica del Docente Tomo 2). La
friada de estos documentos, como propuesta editorial, es lo que, para fines de este estudio,
consideramos como Material Didactico de matematica de 4° medio. Ahora bien, la estructura
del Programa de Estudio descrita anteriormente (donde se aborda la distribucion binomial),
se plasma en cada componente del Material Didactico dentro de la Unidad 3: “La toma de
decisiones en situaciones de incerteza”, Leccion 5: “Toma de decisiones analizando la
distribucion binomial”. Adicionalmente, dentro de la misma unidad, en la Leccidn 6; “Toma
de decisiones analizando la distribucion normal”, se encuentra incorporada la aproximacion

normal a la binomial.

Por otro lado, la distribucion binomial cuenta con presencia en el Plan de Formacion
Diferenciada Humanistico-Cientifica de 3° y4° medio, en el Area B, sub-area de Matematica,
en la asignatura de Probabilidades y Estadistica Descriptiva e Inferencial (MINEDUC, 2021),
dentro de la Unidad 3: “Situaciones o fenomenos que se modelan por medio de las
distribuciones binomial y normal”, ligada al Objetivo de Aprendizaje 3 (OA3): “Modelar
fendmenos o situaciones cotidianas del ambito cientifico y del ambito social, que requieran
el calculo de probabilidades y la aplicacion de las distribuciones binomial y normal” (p. 28).
Para este trabajo, no se esta considerado el analisis de este documento, puesto que, al ser una
asignatura de caracter electivo de formacion diferenciada, solo algunos estudiantes de
establecimientos Humanistico-Cientifico pueden acceder a ella, dependiendo esto,
principalmente, de dos factores: que el establecimiento educacional decida ofrecerla como

alternativa y de la eleccion personal que tomen los propios estudiantes de estas instituciones.
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En concreto, en este estudio nos enfocaremos en identificar los significados parciales
de la distribucion binomial que privilegia el actual curriculo chileno de cuarto ano de
Educacion Media, y de esta manera, valorar su representatividad con respecto al significado

referencial.

Los documentos que se analizan en este estudio corresponden a los otorgados por el
MINEDUC, editados recientemente. La forma de seleccion de los documentos fue mediante
un muestreo dirigido, es decir, se seleccionan de acuerdo con las caracteristicas que interesan
en este trabajo (Hernandez et al., 2014). En la Tabla 3.1 se muestran los documentos que
forman parte de nuestro estudio.

Tabla 3.1

Documentos que se analizan en este estudio

Documento  Codigo Titulo Autores Editorial  Afio
Programa de PE Programa de Estudio Unidad de MINEDUC 2021
Estudio Matematica 4° Medio para Curriculum y
Fommacion General Evaluacion
Texto del TE Texto del Estudiante de Osorio et al. SM 2019
Estudiante Matematica 3° y 4° medio
Cuademo de CA Cuaderno de Actividades  Norambuena et al. SM 2019
Actividades de Matematica 3° y 4°
medio Tomo 2
Guia Didactica GDD Guia Didactica del Morales et al. SM 2019
del Docente Docente de Matematica 3°

y 4° medio Tomo 2

Fuente. elaboracion propia.
3.5 Método para el analisis de los datos
De acuerdo con Andréu (2002, p. 2), el analisis de contenido:

es una técnica de interpretacion de textos, ya sean escritos, grabados, pintados,
filmados..., u otra forma diferente donde puedan existir toda clase de registros de
datos, trascripcion de entrevistas, discursos, protocolos de observacion, documentos,
videos, ... el denominador comun de todos estos materiales es su capacidad para
albergar un contenido que leido e interpretado adecuadamente nos abre las puertas al
conocimiento de diversos aspectos y fenomenos de la vida social. (Andréu, 2002, p.

2)
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Bajo esta perspectiva, en este trabajo vamos a entender el analisis de contenido como
una técnica de interpretacion de textos que utiliza la lectura como instrumento para recabar
informacion, buscando explicar y sistematizar el contenido de manera objetiva y con

fundamento cientifico.

Para efectuar el analisis de contenido en cada uno de los documentos seleccionados
para este estudio (ver Tabla 3.1), consideraremos algunas técnicas propuestas en Cobo
(2003). Alli se menciona que “la segmentacion de los datos en unidades relevantes y
significativas es considerada como una de las practicas mas caracteristicas del analisis de
datos cualitativos” (p. 28). Con base en lo anterior, y con el propdsito de facilitar el analisis,
se comenzara examinando el Programa de Estudio (PE) y el Material Didactico (MD) de
cuarto medio, esto con el proposito de identificar los capitulos o secciones que incluyan
elementos relacionados con alguno de los significados parciales de 1a binomial; las secciones
identificadas se consideraran unidades de andlisis primarias. Posteriormente, cada unidad de
analisis primaria se segmentara en wunidades de analisis secundarias, correspondientes a
parrafos que cumplan con al menos una de las siguientes condiciones: 1) contener de manera
explicita elementos relacionados con el objeto matematico, o bien, 2) requerir el uso implicito
o explicito del objeto matematico. Finalmente, en cada una de las unidades de analisis
secundarias, se identificara la presencia de los elementos del significado relacionados con la
distribucion binomial, los cuales fueron descritos dentro del apartado 1.4.2. Cabe sefialar que,

en caso de encontrar alguno nuevo, este se describira en el Capitulo 4 (Analisis y resultados).

Sumado a lo anterior, con la finalidad de complementar las técnicas tomadas de Cobo
(2003), incorporaremos en nuestro método de analisis los cinco criterios propuestos en Pmo-
Fan et al. (2013), los cuales permiten analizar y caracterizar los significados de un objeto
matematico en un determinado curriculo, y de esta manera, valorar su representatividad con
respecto a su significado holistico de referencia. Estos criterios, adaptados a nuestro objeto

probabilistico-matematico, son:
* Representatividad de las situaciones-problema propuestas.

Es importante que las situaciones-problema propuestas a los estudiantes provengan
de un amplio sector que involucre, en lo posible, todos o la mayoria de los campos de

problemas ligados al objeto matematico. Esto con el fin de presentar a los alumnos
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significados del objeto que sean representativos del significado referencial y, de esta

manera, promover aprendizajes significativos en ellos.

¢ Tipo de representaciones activadas en el planteamiento y solucion de las tareas.

En el analisis se deben considerar las diferentes formas de lenguajes (elementos
lingiiisticos) que se utilizan para representar a los objetos matematicos involucrados,

ademas de los tratamientos y conversiones que se realicen entre ellos.
® Representatividad de los elementos regulativos y argumentativos.

Tomando en cuenta los elementos lingiiisticos identificados mediante el criterio
anterior, es posible identificar los demas elementos del significado: definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos presentes en cada una de las unidades
de analisis. Posterionmente, a través de una comparacion con los respectivos
elementos ligados al significado referencial de la distribucion binomial, se podra

valorar la representatividad de su presencia en los documentos a analizar.
e Conocimientos previos a la introduccion de la distribucion binomial.

Se considera la presentacion de los conocimientos previos, y su relacion entre ellos,
de la binomial. Para efectuar el analisis, en primer lugar, se enumeran los
conocimientos previos que sean mencionados de manera textual en los documentos;
en segundo lugar, tomando como referencia los resultados del estudio historico-
epistemologico y el uso posterior que se le dé en los documentos respectivos, se

emitira una valoracion sobre la pertinencia de dichos conocimientos previos.

* Representatividad de los significados institucionales propuestos respecto del significado

referencial.

La mstruccion impartida por los docentes en sus clases de matematica debe ser
gpistémicamente idonea; para esto, los contenidos propuestos en el curriculo
(Programa de Estudio — Material Didactico) que conforman los significados
nstitucionales, deben ser representativos del significado referencial del objeto
matematico. Privilegiar prominentemente algunos significados parciales por sobre

otros, o directamente omitir algunos, podria influir negativamente en la comprension
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del objeto matematico por parte de los estudiantes, afectando asi, el proceso de

mstruceion.

La articulacion entre las técnicas de analisis de datos mencionadas anteriormente se

puede resumir en el diagrama de la Figura 3.3.

Figura 3.3
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Fuente. Elaboracion propia.

73



CAPITULO 4

4. ANALISIS Y RESULTADOS
4.1 Introduccion

En el presente capitulo se presentan los resultados obtenidos al efectuar el analisis de
contenido en cada uno de los documentos que forman parte del curriculo chileno de cuarto
medio. En primera instancia, se muestran los resultados del analisis de la presencia de cada
uno de los objetos matematicos primarios de los significados parciales de la distribucion
binomial, acompanados de figuras (imagenes extraidas de los documentos) y una breve
descripcion; posteriormente, se exhiben los resultados de las fases del estudio descritas en el
diseno metodologico (véase apartado 3.3), desde el analisis de cada documento hasta la
valoracion de la representatividad de los significados de la binomial promovidos en el

curriculo chileno, esto con respecto a su significado referencial.
4.2 Analisis de los elementos del significado de la distribucion binomial
4.2.1 Analisis de las situaciones-problema

Como se mencionod anteriormente, de acuerdo con el EOS, las situaciones-problema
corresponden a actividades o tareas immersas en contextos tanto intra como extra
matematicos y generan la intervencion de los demas elementos del significado, los cuales son
utilizados para darle solucién. Es por este motivo que son el primer elemento en ser
analizado. A continuacion, se presenta el tratamiento que se le da a las situaciones-problema

ligadas a cada significado parcial en el curriculo chileno de cuarto medio.

o Situaciones-problema relacionadas con el significado parcial 1

En este significado parcial se consideran situaciones-problema previas al uso de la
distribucion binomial para el calculo de probabilidades, por ejemplo, el conteo de casos
mediante el uso de diferentes técnicas o representaciones. Adicionalmente, se comienza a
construir parte de la formula, especificamente, el coeficiente binomial, asi como su relacion

con el triangulo de pascal y el uso de factoriales.

En ninguno de los documentos revisados se detectaron situaciones-problema del tipo
S1.1: seleccion de dos cosas de X diferentes, aunque si se encontraron algunas del tipo S1.2:
determinacion de casos posibles, favorables o no favorables, principalmente en el programa

de estudio, aunque también aparecid en la evaluacion diagnostica propuesta por la Guia
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Didactica del Docente. Como ejemplo, presentamos las Figuras 4.1 y 4.2; la primera esta
relacionada con el conteo directo de casos y se apoya con el uso de representaciones
(diagrama de arbol) para determinar la cantidad de casos posibles para diferentes sucesos, y
la segunda se enfoca en buscar patrones en el conteo de casos, introduciendo la generacion
de numeros combinatorios y su relacion con el Triangulo de Pascal.

Figura 4.1

Situacion-problema S1.2 (lanzamiento de dos monedas)

!ﬂ Exitn
i <
el |
/// [ Fracaso C={()}
< | D={()())
. 7 Exit E={()}

_’3 Fracaso <__I

|= Fracaso
6. ¢Cuantas formas tienen de combinar los exitos y los fracasos? Observen el diagrama y respondan:

a. ¢De cuantas maneras se puede combinar dos fracasos o cero exitos?
b. ¢De cuantas maneras se puede combinar un éxito y un fracaso?

c. ¢De cuantas maneras se puede combinar dos éxitos?

Fuente. Programa de Estudio, p. 36

Otro tipo de situacion-problema vinculada a este significado parcial corresponde a la
S1.3: determinacicn de la variable aleatoria (discreta) y/o sus valores, la cual fue introducida
a partir del analisis de los documentos pertenecientes al curriculo chileno de cuarto medio;
en concreto, se presentan situaciones-problema en las que solicita describir la variable
aleatoria o enumerar sus valores. La S1.3 esta directamente relacionada con los casos posibles
en un experimento aleatorio, por ello, fue incorporada en el SP1, y fue detectada en todos los
documentos, salvo el Cuaderno de Actividades; un ejemplo se observa en el inciso @) de la
Figura 4.3, donde se solicita al estudiante definir la variable aleatoria de un experimento
dado. Cabe senialar que 1a S1.3 es recurrente en los tres componentes del Material Didactico

y en el programa de estudio.
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Figura 4.2

Situacién-problema S1.2 (lanzamiento de cliatro monedas)

1. Considera que la variable aleatoria es X = k (sellos). Las siguientes representaciones muestran que
hay solamente 1 camino para los extremos ¥ =0y X =4. Para X =1 y X = 3 hay 4 caminos y
para X = 2 hay 6 caminos.

q=04 p=06

i Lo @ @
R R R I @0 0

fe v | Q00D
LLLLLOG00RQ0 OO0

' » v v v . &S |y

P(=0)=1-0,6°-04* P(X=1]=4-0.6" 04>  Pp=2)=6:0,6* 047  P(X=3)=4-0,6"04'  P(X=4}=1:0,6* 0.4°

Fig. 1: Representadiones de una situacién binomial con paseo al azar, tridngulo de Pascal y coeficientes binomiales.

En general, las situaciones que se representa son con n repeticiones y se elige k, que puede ser caras -
sellos, derecha -izquierda, éxitos-fracasos, si-no u otras posibilidades binomiales.

a. Determina el nimero de caminos en los tres casos.

b. Identifica similitudes y diferencias en la forma de escribir las representaciones.

Fuente. Programa de Estudio, p. 54

Figura 4.3
Situacién-problema S1.3

1. Analiza la siguiente situacion y respande.

Una tienda vende mensualments dos modelos
de zapatos en las cantidades indicadas.

La probabilidad de que un zapato venga con

una falla de fabrica es de 0,05 y se quiere

determinar cudntas unidades debe haber en

stock para remplazarlos.

a. Define la variable aleatoria X asociada a
dicho experimento.

7 tacones rojos.

37 zapatos formales.

b. ¢Esunavariable de Bernoulli? Justifica
tu respuesta.
c. ¢Cuantos zapatos de cada modelo se deben fabricar para remplazarlos?

Fuente. Texto del Estudiante, p. 171
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e Situaciones-problema relacionadas con el significado parcial 2

En el significado parcial 2 se comienzan a calcular probabilidades de sucesos inscritos
en un fenomeno binomial, aunque sin llegar a utilizar explicitamente la formula. Podria
considerarse como un significado de transicion o de construccion para establecer la formula

de Ia distribucion binomial.

Solo se encontrd un ejercicio del tipo S2.1: asignacion de valor a un ensayo, el cual
corresponde a relacionar una situacion binomial con cantidades en un determinado contexto,
por ejemplo, con valores monetarios, como es el caso de la situacion-problema de la Figura
4.4.

Figura 4.4

Situacién-problema S2.1

Si por cada respuesta acertada se ganan de $100000 y por cada pregunta
errada se pierden $10000. ;Cudl es el premio final esperado?

Fuente. Cuaderno de Actividades, p. 34

En el Programa de Estudio se visualizan de manera recurrente situaciones-problema
del tipo S2 4: probabilidad de una cantidad especifica de aciertos en un fenémeno binomial,
el cual se aplica posteriormente al conteo de casos y al uso de representaciones (diagrama de
arbol). Por ejemplo, en la actividad de la Figura 4.5 se pide calcular probabilidades
especificas para cada suceso posible al utilizar un aparato de Galton con cinco filas; esta se
realiza antes de construir la férmula binomial, por lo que los estudiantes deben resolverla
mediante el conteo de casos y la regla de Laplace.

Figura 4.5

Situacion-problema S2.4

10. ¢Cual es la probabilidad de que una ficha llegue a una casilla en especifico?
a. (Cual es la probabilidad de que una ficha llegue a la casilla0, P(X = 0)?
b. ¢Cual es la probabilidad de que una ficha llegue a la casillal, P(X = 1)?

c. Repite la pregunta anterior hasta llegar ala casilla5, P(X = 5).

Fuente. Programa de Estudio, p. 35

Enrelacion con S2.5: probabilidad de un intervalo de valores de la variable aleatoria

(V.A.) de la distribucion binomial (sin uso de la formula), solo se encontro en el Programa
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de Estudio. En la actividad de la Figura 4.6 se pide calcular probabilidades con la ayuda de
representaciones graficas: el primer inciso se relaciona con S2.1, mientras que el segundo
con S2.5, ya que se solicita calcular la probabilidad para los valores de la V.A. menores o
iguales a 2.

Figura 4.6
Situacién-problema 52.5

c. Construye esquemas que te permitan responder las siguientes preguntas:
- ¢Cual es la probabilidad de encontrar valores tales que X = 4?
— ¢Cual es la probabilidad de encontrar valores tales que X < 27

Fuente. Programa de Estudio, p. 57

En cuanto a las situaciones-problema S2.2: validacion de aleatoriedad de fenomenos,
S2.3: probabilidad de casos extremos y S2.6: calcular la esperanza de una serie de
fenomenos binomiales incompletos; estas no fueron detectadas en ninguno de los documentos

analizados.
e Situaciones-problema relacionadas con el significado parcial 3

En este significado parcial se presentan situaciones relacionadas con la distribucion
binomial de manera formal, es decir, aplicando la formula, calculando sus estadisticos o

haciendo uso de sus representaciones.

La situacion-problema S3.1: /a probabilidad de cualquier fenomeno binomial
(usando la féormula) cuenta con presencia en todos los documentos, puesto que consiste en
hacer uso directo de la formula binomial para el céalculo de probabilidades, por ejemnplo, en
la Figura 4.7 se debe calcular la probabilidad para X = 0 y X = 1, de manera independiente.

Figura 4.7

Situacion-problema S3.1

1. Se realiza un estudio para conocer la eficiencia de cierto medicamento para
perros, y se determiné que este presenta una probabilidad de reaccion negativa
de 0,15. Si consideraramos una muestra de 30 perros, determina:

a. Probabilidad de las siguientes situaciones:
* Ningun perro tenga reaccion negativa.
* Un perro tenga reaccion negativa.
Fuente. Texto del Estudiante, p. 190
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En cuanto a las situaciones-problema relacionadas con medidas estadisticas de la
binomial, podemos mencionar tres: S3.2, S3.3 y S3.4. La primera, S3.2: esperanza (valor
esperado) de un fenomeno binomial variable, puede visualizarse en la Figura 4.8, donde se
pide al estudiantado (explicitamente) calcular la esperanza de situaciones binomiales
descritas previamente.

Figura 4.8

Situacion-problema S3.2

3. Determina la varianza y la esperanza de las distribuciones binomiales anteriores.

Fuente. Guia Didactica del Docente, p. 329

[La situacion-problema S3.3: cantidad mads probable de aciertos, interpretacion de la
media, se muestra, por ejemplo, en la Figura 4.9, donde se solicita dar una interpretacion del
significado del valor de la media representada en un grafico.

Figura 4.9
Situacién-problema S3.3

P(X) &

0,30

0,20 . . : $
0,10 -+ l ‘
i |
° F 4 T 4 : v

b. Ubica en la flecha verde el valor que corresponde, ¢te imaginas que es una balanza? {Que

X

significa esa flecha/valor para los resultados?

Fuente. Programa de Estudio, pp. 56-57

También es fiecuente que se solicite el calculo de la varianza de una situacion
binomial, lo cual esta ligado con S3.4: dispersion del niimero de aciertos, interpretacion de
la varianza o la desviacion estandar. Un ejemplo de esto de observa en la Figura 4.8, donde
se pide obtener la varianza (junto con la esperanza). Cabe senialar que, en la mayoria de los

casos, solo se solicita calcular el valor numérico sin dar una interpretacion del mismo.
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En la Figura 4.10 es posible observar la situacion-problema S3.5: probabilidad de un
intervalo de valores de la V. A. de la distribucion binomial, especificamente en los incisos b)
y d), donde se debe aplicar la formula de la binomial para obtener la probabilidad de un
conjunto de valores de X, para luego sumarlos y asi obtener la respuesta.

Figura 4.20
Situacién-problema 53.5

2. Sedefine |z siguiente variable X: nimero de caras obtenidas que son divisores de 6,
en 20 lanzamientos de una moneda cargada. Se sabe, ademas, que i=16yo=04.
. Determina el valordep yg.

Calcula la probabilidad de obleneral menos 10 caras en los 20 lanzamientos de
la moneda.

Sedefine lavariable Y: numero de sellos obtenidos en 15 lanzamientos de dicha
mcneda cargada. Determina el valor de los parémetros de la distribucién binomial.

!, Calcula la probabilidad de obteneral menos 5 sellos en los 15 lanzamientos.

Fuente. Guia Didactica del Docente, p. 335

La situacion S3.8: determinar si un fenémeno probabilistico cumple con un
comportamiento binomial fue incorporada en el analisis de contenido, al ser detectada en el
Texto del Estudiante, y engloba aquellas situaciones en las que se solicita verificar si una
situacion cumple con las condiciones necesarias para ser modelada mediante una distribucion
binomial. Un ejemplo de esto se presenta en la Figura 4.11, inciso b), donde se solicita
analizar las caracteristicas del experimento para establecer si corresponde o no a un fenémeno

binomial.
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Figura 4.13
Situacién-problema 53.8

Analiza el siguiente experimento y responde:

Se lanza doce veces un dado de seis caras y se define la variable aleatoria
X: numero de caras obtenidas que son multiplos de 3.

Determina el valor de los parametros p, g y n.

;Reune las condiciones para ser modelado mediante la distribucion
binomial? Justifica tu respuesta.

Fuente. Texto del Estudiante, p. 169

También en la Figura 4.10, en los incisos a) y ¢, esta presente la situacion-problema
S3.9: determinar los parametros de un experimento binomial. Esta situacion se fue detectada
con frecuencia en los tres componentes del Material Didactico y fue ntroducida a partir del
analisis de contenido; se presenta cuando se solicita determinar o identificar los parametros
P, q, o n en un fenomeno binomial dado. Otro ejemplo de esta situacion se puede apreciar en

la Figura 4.11, inciso a).

Por su parte, la situacion-problema S3.10: construir el grdfico de la distribucion
binomial, también fue introducida en el analisis de contenido y se presenta cuando, dados los
parametros de una situacion binomial, se solicita construr el grafico de esta. Cuenta con
presencia en todos los documentos analizados, exceptuando la Guia Didactica del Docente.
Un ejemplo se aprecia en la Figura 4.12, en el iciso ¢), donde se pide explicitainente
representar graficamente una situacion binomial especifica. Finalmente, las situaciones-
problema S3.6: esperanza de fenomeno binomial incompleto y S3.7: cantidad favorable de

ensavos, no fueron identificadas en ninguno de los documentos.
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Figura 4.42
Situacién-problema 53.10

3. Analiza el siguiente contexto y responde.

La probabilidad de que un concursante responda incorrectamente una pregunta
cualquiera de cierto concurso de television es de 0,1.

Si el concurso consta de 10 preguntas:
Identifica los parametros asociados a la distribucion binomial.
n= h= ol=
¢Cuadl es la distribucion binomial asociada?

Realiza el grafico de la distribucion binomial.

Fuente. Cuaderno de Actividades. p. 34

A continuacion, presentamos la Tabla 4.1 que resume la presencia de las situaciones-
problema de la distribucion binomial detectadas en los documentos constituyentes del
curriculo chileno de cuarto afio medio. Se puede observar que las situaciones S3.1, S3.2,S3.3
y S3.4 (correspondientes al significado parcial 3) son las inicas que aparecen en todos los
documentos. En contraparte, existen algunas situaciones que no aparecen en ninguno de los
documentos (por ejemplo, S1.1, S2.2, S3.6, entre otros). Por otro lado, el libro de texto es el
documento que presenta mayor variedad en cuanto a la presencia de situaciones-problema,
ya que se detectaron diez diferentes.

Tabla 4.1

Situaciones-problema en el curriculo chileno de cuario medio

Material Didactico

Programa de

Estudio Textc? del Cuafiifmo de Guia Didactica del
Estudiante Actividades Docente
S1.1
SP1 S1.2 X X
S1.3 X X X
S2.1 X
S2.2
S2.3
REL S2.4 X X
S2.5 X
S2.6
S3.1 X X X X
S3.2 X X X X
SP3 S33 X X X X
S3.4 X X X X
S3.5 X X
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S3.6

S3.7

S3.8

S3.9

S3.10 X
Fuente. Elaboracioén propia.

sltadia
¥
=

4.2.2 Analisis de los conceptos-definicion

En este apartado se analizan los conceptos-definicion que estan presentes, implicita
o explicitamente, en las situaciones-problema, ademas de los ejemplos, parrafos o cuadros
de texto utilizados para complementar los contenidos. Debido a la cantidad considerable de
conceptos-definicion ligados al significado de la distribucion binomial, expuestos en el
Capitulo 1 (véase seccion 1.4.2), es posible que en una misma figura se presenten dos o mas

de ellos.

o Conceptos-definicion relacionados con el significado parcial 1

En la Figura 4.2 (véase seccion 4.2.1) se hace uso de algunos conceptos-definicion
vinculados al SP1, tales como: C1.1: azar, C1.2: suceso, C1.6: potencia, C1.9: coeficiente
binomial, C1.10: combinatoria, C1.17: triangulo de Pascal, C1.18: repeticion y C1.20:
variable aleatoria (todos de manera explicita), y son utilizados para plantear el contexto de

las situaciones-problema.

En la Figura 4.13 se hace referencia al concepto C1.3: sucesos excluyentes. Este
concepto, a pesar de ser importante en la construccion de la binomial, se menciona con muy
poca frecuencia en los documentos.

Figura 4.13
Concepto-definicicn C1.3

Llamaremos experimento “de Bernoulli” a aquel que tiene solo dos posibles
resultados excluyentes. Si la probabilidad es favorable, la designaremos con
la letra es p, y si no, la designaremos con la letra q. Por lo tantop +q = 1.

Fuente. Texto del Estudiante, p. 167

Otro concepto importante relacionado con la binomial es el de C1.7: desigualdad.
Este aparece de manera implicita en diversos problemas, generalmente cuando se debe
calcular la probabilidad de un intervalo de valores. Por ejemplo, en la Figura 4.10 (véase

seccion 4.2.1), en el inciso b) se pide calcular la probabilidad de una desigualdad [P(X >
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10)], aunque no se utiliza la notacion algebraica ni tampoco se menciona la palabra
desigualdad.

El concepto Cl1.11: valor de la variable se menciona de manera explicita en la
situacion-problema de la Figura 4.14 (primera pregunta), donde los estudiantes deben
determinar con qué cantidad de respuestas correctas José reprobaria el examen (en el contexto
del problema serian menos de 9 correctas). Adicionalmente, en la segunda pregunta se pide
calcular la probabilidad de reprobar el examen, es decir, calcular la probabilidad para cada
cantidad diferente de respuestas correctas con las que se reprobaria el examen (X =
0,1,2,3,4,5,6,7,8) y posteriormente sumarlas. De acuerdo con nuestra mterpretacion, aqui
aparece de manera implicita el concepto C1.15: probabilidad como proporcion, ya que la
forma mas directa de desarrollar el problema es mediante ¢l uso de esta.

Figura 4.14
Concepto-definicion C1.11

Si se quisiera determinar la probabilidad de que José repruebe su examen:
¢cudles son los valores de la variable aleatoria que cumplen esa condicion?,
¢cudl es la probabilidad de que suceda?

Fuente. Texto del Estudiante, p. 168

En la Figura 4.15 se puede observar el uso del concepto C1.19: espacio muestral,

relacionado con un experimento de naturaleza binomial.

Figura 4.15
Concepto-definicion CI1.19

Considera el siguiente experimento aleatorio: “lanzar 4 monedas”.
¢Cudntos elementos contiene el espacio muestral del experimento aleatorio?

Fuente. Guia Didactica del Docente, p. 334

El concepto C1.21: facrorial esté presente de manera implicita cada vez que se hace
uso de numeros combinatorios, ya sea para el conteo de casos o para el calculo de
probabilidades. También se menciona explicitamente en la Guia Didactica del Docente
(Figura4.16), en el apartado de Conceptos especiales que debe tener en cuenta el profesorado

al trabajar con la distribucion binomuial.
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Figura 4.16
Concepto-definicion C1.21

Al trabajar con la distribucién bino-
mial, se hara presente el calculo de
combinaciones y, por ende, factoria-
les, y la simplificacion de los mismos.
Fuente. Guia Didactica del Docente, p. 304

Finalmente, no se encontraron los conceptos-definicion C1.4: suceso no excluyente,
C1.5: patron numeérico, C1.8: incognita, C1.12: orden, C1.13: permutacion, C1.14: variacion

y C1.16: numeros figurados.
e Conceptos-definicion relacionados con el significado parcial 2

En uno de los primeros recuadros de contenido presentados en el Texto del Estudiante
(Figura 4.17) se mencionan algunos conceptos-definicion relacionados con el segundo
significado parcial de la distribucion binomial, tales como: C2.1: probabilidad como valor
entre 0y 1, C2.6: éxito y fracaso, y C2.7: Independencia. Cabe senalar que los conceptos-
definicién C2.6 y C2.7 fueron incluidos a partir del analisis de los documentos; el primero
hace referencia a los dos resultados posibles en un ensayo Bernoulli, mientras que el segundo
se refiere a que la ocurrencia de un resultado no afecta a las demas repeticiones en un

fenomeno binomual.

85



CAPITULO 4

Figura 4.17
Conceptos-definicion C2.1, C2.6y C2.7

Sea un experimento aleatorio de Bernoulli con las siguientes caracteristicas:
* El experimento se puede realizar tantas veces como se quiera.
* (Cada repeticién es independiente de las anteriores.  Los pardmetrospy q

* La probabilidad de éxito (p) y de fracaso 251/ denotan éxito y fracaso

; con respecto a nuestro
mantiene constante en cada ensayo. cii
suceso de interés.

Si consiste en n pruebas de Bernoulli, entonces diremos que sigue el modelo
de la distribucién binomial. La variable que expresa el nimero de éxitos
obtenidos en cada prueba la denotaremos como:

X — B(n,p)
Siendo n y p los parametros de dicha distribucion.

Fuente. Texto del Estudiante, p. 167

El concepto C2.2: valor asociado a un experimento aleatorio puede referirse, por
ejemplo, a un valor monetario ligado a los resultados de un experimento aleatorio, como se

muestra en la Figura 4.4.

En el Programa de Estudio se mtroduce el concepto C2.3: distribucion de
probabilidad, a través de simulaciones con la tabla de Galton (Figura 4.18). Por otra parte,
en el glosario de las paginas finales del Texto del Estudiante se menciona C2.3 para entregar
una definicion formal de distribucion binomial (Figura 4.19).

Figura 4.18

Concepto-definicion C2.3 (distribucion de probabilidad en una situacion-problema)

11. éCual es la distribucion de las fichas en las distintas casillas? ¢ Como es la distribucion de probabilidad
de las fichas en este experimento aleatorio?

Fuente. Programa de Estudio, p. 35

Figura 4.19
Concepto-definicion C2.3 (distribucion de probabilidad en el glosario)

Distribucién binomial: distribucién de probabilidad
discreta que describe el nimero de éxitos al realizar
n experimentos independientes entre si acerca de
una variable aleatoria.

Fuente. Texto del Estudiante, p. 238
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Al igual que el concepto de desigualdad, mencionado anteriormente, el concepto
C2.4: sumatoria se utiliza implicitamente cada vez que se requiere calcular la probabilidad
de un intervalo de valores de X. Por ejemplo, en la situacion-problema de la Figura 4.10
(vease seccion4.2.1), en sus incisos b) y d) se solicita calcular la suma de probabilidades de

un conjunto de valores de la variable aleatoria binomial.

El concepto C2.8: sucesos equiprobables y no equiprobables, al ignal que C2.6 y
C2.7, fue mtroducido en el andlisis de contenido y se menciona dentro de la seccion
Orientaciones para el Docente del Programa de Estudio (Figura 4.20), destacandolo como
un concepto importante para el estudio de la distribucion binomial. Este concepto-definicion
se ufiliza para diferenciar experimentos en los cuales todos sus resultados posibles tienen la

misma probabilidad de ocurrencia de aquellos que no presentan esta caracteristica.
Porultimo, el concepto C2.5: extension del desarrollo del binomio no fue identificado
en el curriculo chileno de cuarto medio.

Figura 4.20

Concepto-definicion C2.8

1. La distribucion de probabilidad binomial aporta con un nuevo modelo predictivo de probabilidad
que permite estudiar problemas que el modelo de Laplace no puede modelar; por este motivo, es

importante que los alumnos diferencien entre los sucesos elementales equiprobables y los que no

lo son.
Fuente. Programa de Estudio, p. 39

o Conceptos-definicion relacionados con el significado parcial 3

El concepto C3.1: situacion/ fenémeno binomial (distribucion binomial) se introduce
en el Texto del estudiante a través del recuadro de la Figura 4.17, entregando sus
caracteristicas y la notacion X — B(n,p). Se complementa su definicion en el glosario, tal
como se muestra en la Figura 4.20. Adicionalmente, en el recuadro referenciado (Figura 4.17)
se mencionan otros conceptos como C3.4: parametros y C3.10: ensayo de Bernoulli. Este
ultimo (C3.10) fue incluido a partir del analisis de los documentos y, en el Texto del
Estudiante, es introducido en otro recuadro, como se muestra en la Figura 4.13, ademas de

contar con su definicion en el glosario (Figura 4.21).
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Figura 4.21
Concepto-definicion C3.10

Experimento de Bernoulli: experimento aleatorio
que tiene resultados dicotomicos, es decir, sclo dos
posibilidades de ocurrencia (éxito y fracaso).

Fuente. Texto del Estudiante, p. 238

En la Figura 4.22 se muestra el concepto C3.2: probabilidad binomial (formula de la
distribucion binomial), el cual es introducido en el Texto del Estudiante sin ningtn tipo de
construccion previa. También es mencionado, en la misma figura, el concepto C3.3: funcion
de probabilidad, el cual cuenta con una definicion formal en el glosario (Figura 4.23).

Figura 4.22
Concepto-definicicn C3.2

La funcion de probabilidad para una variable X que se distribuye de forma binomial
con parametros n y p estd dada por la expresion:

PX=x) = (})p - g™

Fuente. Texto del Estudiante, p. 168

Figura 4.23
Concepto-definicion C3.3

Funcién de probabilidad: funcién que relaciona caca
valor de una variable aleatoria con su probabilidad.

Fuente. Texto del Estudiante, p. 238

En el Programa de Estudio se hace uso del concepto C3.5: inferencia probabilistica,
de manera mmplicita. Un ejemplo de esto se muestra en el inciso b) de la situacion-problema
de la Figura 4.24, donde se solicita al estudiante realizar mferencias sobre los resultados de
una tabla de Galton, sin llegar a utilizar el calculo de probabilidades.

Figura 4.24
Concepto-definicicn C3.5

1. Construye un aparato de Galton o utiliza una version digital para realizar el experimento aleatorio.
a. ¢Cual es el camino recorrido por uno de los objetos?
b. ¢Cémo sera la distribucion de los datos en experimentos de este tipo?

Fuente. Programa de Estudio, p. 33

Los estadisticos de la distribucion binomial son introducidos en un recuadro de

contenido en el Texto del Estudiante, sm ningun tipo de construccion previa. En la Figura
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4.25 se muestran los conceptos C3.7: media y C3.8: varianza/desviacion estandar. En el
glosario se complementan con las definiciones de C3.9: valor esperado (Figura 4.26) y la
mencionada C3.8: varianza (Figura 4.27). Finalmente, el concepto C3.6: grado de
conocimiento 1o se presenta en ninguno de los documentos analizados.

Figura 4.25
Conceptos-definicion C3.7 y C3.8

Los estadisticos de la funcion binomial son:

Media: L=n-p Varianza: oc2=n-p-q

Fuente. Texto del Estudiante, p. 168

Figura 4.26
Concepto-definicicn C3.9

Valor esperado: en una variable aleatoria discreta,
corresponde a la suma de los productos entre cada
elemento del recorrido de la variable aleatoria X'y
su probabilidad respectiva.

Fuerte. Texto del Estudiante, p. 239

Figura 4.27
Concepto-definicion C3.8

Varianza: medida de dispersién que corresponde al
promedio entre los cuadrados de las diferencias de
cada dato con el promedio de ellos.

Fuente. Texto del Estudiante, p. 239

La Tabla 4.2 resume la presencia de conceptos-definicion encontrados en el curriculo
chileno de cuarto medio. Se puede observar que la mayoria de ellos se encuentran presentes
en todos, o casi todos, los documentos. También se muestra que algunos conceptos no se
presentan en ninguno de los documentos analizados, por ejemplo, C2.5: extension del
desarrollo del binomio, el cual consideramos importante para la construccion de la formula

de la binomial.
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Tabla4.2

Conceptos-definicion en el curriculo chileno de cuarto medio

T _n Material Didactico I
Estudio Tcxto_ del Cuafivr:rno de Guia Didactica del
Estudiante Actividades Docente
Cl.1 X X X X
Cl.2 X X X X
C1.3 X X
Cl4
Cl.5
Cl.6
Cl1.7
Cl1.8
Cl.9
C1.10
SP1 Cl.11
C1.12
C1.13
Cl.14
C1.15
Cl.16
Cl.17
C1.18
C1.19
C1.20
C1.21
C2.1
c2.2
23
Cc24
C2.5
C2.6
c2.7
C2.8
C3.1
C32
C3.3
Cc34
C35
C3.6
C3.7
C38
C39
C3.10
Fuente. Elaboracién propia.
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4.2.3 Analisis de los procedimientos

A continuacion, se presentan los resultados del analisis de los procedimientos

presentes en los documentos analizados, los cuales corresponden a las acciones (algoritmos,
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operaciones, técnicas de calculo, entre otras) que se realizan en las diversas situaciones-

problema.

e Procedimientos relacionados con el significado parcial 1

En la Figura 4.2 (vease seccion 4.2.1) se pueden observar casi todos los
procedimientos ligados a este significado parcial (exceptuando P1.2), ya que estan presentes:
P1.1: conteo directo de casos, para contar la cantidad de sellos; P1.3: reconocimiento de
patrones, como la cantidad de “caminos” en cada caso; Pl.4: construccion y validacion de
algoritmos originados desde los patrones numeéricos, para la construccion del triangulo de
Pascal; P1.5: busqueda de propiedades, para generar expresiones matematicas que permitan
calcular probabilidades; y por ultimo, P1.6: uso de representaciones grdficas, utilizadas
como técnica para conteo de casos. Por otra parte, para realizar la situacion-problema del
mmciso b) de la Figura 4.28, se utiliza el procedimiento P1.2: construccion del espacio
muestral.

Figura 4.28

Procedimiento P1.2

Considera el siguiente experimento aleatorio: “lanzar 4 monedas”.
¢Cuantos elementos contiene el espacio muestral del experimento aleatorio?

Anota los elementos del espacio muestral.

Se define la siguiente variable X: nimero de caras obtenidas en el lanzamiento de
cuatro monedas. ;Cual es el recorrido de la variable?

Determina la funcion de probabilidad asociada a la variable X.

Fuente. Guia Didactica del Docente, p. 334

*  Procedimientos relacionados con el significado parcial 2

Para la situacion-problema del inciso b) de la Figura 4.11 (véase seccion 4.2.1), se
requiere efectuar el procedimiento P2.1: identificacion de las caracteristicas del fenomeno
probabilistico; en concreto, determinar si la situacion planteada cumple con lo necesario para

considerarse como un fendmeno binomaial.

En algunas situaciones-problema incluidas en el Programa de Estudio se solicita

generar diferentes modelos para situaciones binomiales con datos especificos y asi construir,
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poco a poco, la formula binomial. Por ejemplo, en la Figura 4.29, los estudiantes deben
encontrar un modelo para calcular probabilidades de %, para el caso particular de n = 2. Esto
esta directamente relacionado con el procedimiento P2.2: generacion, comprobacion y/o
correccion de modelos matematicos de fenomenos de naturaleza binomiall.

Figura 4.29

Procedimiento P2.2

7. Usando las combinaciones anteriores y las probabilidades escritas como potencia, busquen un
medo de expresar la probabilidad de responder k preguntas correctas P(X = k), si se responde 2

preguntas al azar.

Fuente. Programa de Estudio, p. 37

El procedimiento P2.3: cdlculo del valor esperado al asignar valores a las
probabilidades de un fendmeno esta relacionado con la sitnacion-problema presentada en la
Figura 4.30, donde se debe calcular el valor esperado relacionado con la cantidad de
estudiantes que aprueban una determinada materia.

Figura 4.30

Procedimiento P2.3

C. Enelcurso, ;cual es el valor esperado para la distribucion binomial que modela
la cantidad de estudiantes que aprueban Matematicas?
Fuente. Texto del Estudiante, p. 170

o Procedimientos relacionados con el significado parcial 3

Dentro de la seccion de Profundizacion y variaciones de la Guia Didactica del
Docente (Figura 4.31) se promueve la aplicacion de actividades que involucran algunos
procedimientos ligados a este significado parcial. De esta manera, los procedimientos P3.1:
determinacion de parametros de la distribucion binomial, P3 4: aproximacion o cdlculo de
medidas como la media y varianza, y P3.5: calculo de probabilidades aplicando la formula,
estan vinculados con los puntos enmarcados en rojo, verde y azul, respectivamente. Cabe
sefialar que el uso de estos procedimientos se presenta frecuentemente dentro de los

diferentes documentos analizados.
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Figura 4.31
Procedimientos P3.1, P3.4y P3.5

Profundizacion y variaciones

Invite a sus estudiantes a determinar
las probabilidades de éxito y fraca-
so en diferentes experimentos rela-
cionados con su realidad cotidiana.
Siguiendo la misma légica de los
ejercicios trabajados, se puede traba-
jar, por ejemplo:
¢ Seleccionar una prueba de alter-
nativas, v determinar cual es la
probabilidad de éxito y fracaso
para cada pregunta.

e Determinar el nimero de
preguntas.

* Determinar la cantidad de pre-
guntas con la cual se aprueba en
la evaluacion.

¢ Calcular la probabilidad de apro-

bar el examen.

® Calcular la probabilidad asociada
al valor medio.

Establecer cuales son los parame-
tros n y p.

¢ Comparar ambas probabilidades.

* Determinar si es conveniente, por
ejemplo, contestar una prueba
al azar

Fuente. Guia Didactica del Docente, p. 304

Por otra parte, el procedimiento P3.2: comparar valores tecricos de un fenomeno

binomial y las proporciones observadas es solicitado en la situacion-problema de la Figura

4.32, en donde se solicita al estudiante simular el lanzamiento de una ficha al menos 500

veces y observar como se relaciona la probabilidad empirica con la probabilidad teodrica.
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Figura 4.32

Procedimiento P3.2

d. Si estas usando el recurso digital, simula el lanzamiento de la ficha al menos 500 veces y
compara la probabilidad experimental con la probabilidad tedrica que obtuviste recien.

Fuente. Programa de Estudio, p. 35

Finalmente, el procedimiento P3.3: variar pardmetros en simulaciones, aparece
dentro del Programa de Estudio, como se muestra en la Figura 4.33. En el inciso ¢) se solicita
simular una tabla de Galton con una fila (n = 1) y, posteriormente, en ¢l inciso e) se debe
aumentar a dos filas (n = 2), variando asi el parametro n en la simulacion.

Figura 4.33

Procedimienio P3.3

¢. Marca la opcion que muestra la distribucion ideal y comparala con la anterior. Completa el
diagrama de arbol con las probabilidades tedricas.

K
e
N ) Nons

e. Ahora considera que la familia planifica tener dos hijos, ¢ cual es la probabilidad de que ambos

sean mujeres o que ambos sean hombres? ¢O que sea un hombre y una mujer (no importa el
orden)?

ww o
™ . o

Fuente. Programa de Estudio, p. 38

En la Tabla 43 se observa un resumen de los procedimientos vinculados a la
distribucion binomial que se incluyen, explicita o implicitamente, en los documentos
analizados del curriculo chileno de cuarto medio. Se puede observar que hay un gran deficit

de aquellos ligados al significado parcial 1 en los componentes del Material Didactico, donde
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solo aparecen dos de ellos en la Guia Didactica del Docente; en contraparte, cuentan con gran
presencia en el Programa de Estudio. Por otro lado. la mayoria de los procedimientos de los
significados parciales 2 y 3 se insertan en los diversos documentos. Se destaca la ausencia de
P3.3 en los componentes del Material Didactico; consideramos que este es un procedimiento
importante (variar parametros en simulaciones) para que el estudiante comprenda el
comportamiento de la binomial desde una perspectiva diferente (visual).

Tabla 4.3

Procedimientos en el curriculo chileno de cuarto medio

Material Didactico

Programa de

Fatudin Tex‘fc_n del Cuag:le_mo de Guia Didactica del
Estudiante Actividades Docente
Pl.1 X X
P12 X X
P1.3 X
SP1 P1.4 X
P1.5 X
P1.6 X
P2.1 X X X
SP2 P22 X X =
P2.3 X X
P3.1 X X X
P3.2 X X
SP3 P33 X
P3.4 X X X X
P3.5 X X

Fuente. Elaboracion propia.

4.2.4 Analisis de las proposiciones

A continuacion, presentamos las proposiciones ligadas a cada significado parcial de
la distribucion binomial, las cuales corresponden a enunciados derivados de los conceptos

que contribuyen a dar solucion a una situacion-problema.
e Proposiciones relacionadas con el significado parcial I

Dentro de la Figura 4.2 (véase seccion 4.2.1) se identificaron dos proposiciones
relacionadas con el primer significado parcial: E1.1: los juegos de azar y otros fenomenos
pueden ser analizados desde distintas representaciones y E1.2: se puede obtener un grado

de conocimiento del azar utilizando expresiones matematicas.

En la Figura 4.34 se muestra una indicacion para el docente en el Programa de

Estudio, donde se sugiere, implicitamente, hacer uso de las proposiciones E1.3: sumando los
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casos posibles de dos o mds sucesos se obtiene la cantidad de arreglos totales, y E1.4:
multiplicando los casos posibles de dos o mas stcesos se obtiene la cantidad de arreglos
totales.

Figura 4.34
Proposiciones E1.3 y E1.4

4. Se sugiere usar el diagrama de arbol para determinar las probabilidades y para que definan los
sucesos de estudio. Utilicelo para analizar cémo el hacho de que los sucesos sean independientes
permite calcular sumas y productos de forma simple, usando las ramas del arbol.

Fuente. Programa de Estudio, p. 39
e Proposiciones relacionadas con el significado parcial 2

La proposicion E2.1: el valor esperado de un experimento binomial corresponde a la
suma de los productos de cada valor de la variable por su respectiva probabilidad de
ocurrencia, se debe tomar en cuenta para resolver el inciso d) de la situacion-problema
mostrada en la Figura 4.35, es decir, para determinar el valor esperado. Ademas, en la
segunda pregunta del inciso @) es necesario considerar la proposicion E2.4: [a suma de las
probabilidades de ‘éxito’ y ‘fracaso’ de un fendmeno aleatorio es igual a 1 para obtener los
parametros p v q. Esta tltima (E2.4) fue incluida a partir del analisis de documentos y
consideramos que es necesario tenerla en cuenta, sobre todo cuando se solicita hacer uso del

parametro q.

Por otra parte, en el Programa de Estudio se presenta la E2.3: /a probabilidad sigue
principios aditivos vy multiplicativos, al estar directamente relacionada con el conteo de
casos; en concreto, en la situacion-problema de la Figura 4.2 (véase seccion 4.2.1) se hace

uso, umplicitamente, de esta proposicion.

[La proposicion E2.5: la suma total de las probabilidades de cada valor de la V. A. es
igual a 1 fue mtroducida durante el analisis de contenido y se hace presente, de manera
implicita, en el inciso d) de la Figura 4.36. En esta situacion-problema se abordan, a traves
de dos preguntas complementarias entre si, la probabilidad de todos los posibles resultados
del experimento binomial, con lo que se puede observar que la suma total de las

probabilidades es ignal a 1.
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Figura 4.35
Proposiciones E2.1 y E2.4

1. Lee la siguiente informacién y responde:

Se aplica un examen de Matemdtica a tercero medio, el cual contempla

22 preguntas, todas independientes entre si, de 5 alternativas, de las cuales solo
una es carrecta. Gonzalo comenta que no estudio y que elegira sus respuestas al
azar. A partir de la informacion, responde lo siguiente:

a. ¢Cuales lavariable de Bernoulli asociada?, ;cuales son sus parametros?
b. Determina la funcion binomial asociada.

c. ¢Crees que Gonzalo contestara correctamente al menos 5 preguntas?
d. ¢Cudntas preguntas esperarias que contestara correctamente?

Fuente. Texto del Estudiante, p. 189

Figura 4.36

Proposicion E2.5

3. Analiza el siguiente experimento y responde:

Se lanza doce veces un dado de seis caras y se define la variable aleatoria
X: numero de caras obtenidas que son multiplos de 3.

¢Cual es la probabilidad de obtener al menos 5 éxitos? ;Como se relaciona
con la probabilidad de obtener a lo mas 4 éxitos?

Fuente. Texto del Estudiante, p. 169

Finalmente, la proposicion E2.2: se pueden obtener las probabilidades asociadas a
un fenomeno binomial estudiando la expansion de la expresion (p + q)"™ en la que p y q son
sus probabilidades v n la cantidad de repeticiones de los ensavos no se encontro en ninguno

de los documentos analizados.

e Proposiciones relacionadas con el significado parcial 3

En general, las proposiciones ligadas al significado parcial 3 estan mas presentes que
las anteriores en los documentos analizados. Con frecuencia, estas proposiciones se presentan
de manera implicita en las diferentes situaciones-problema planteadas para los estudiantes,
aunque también aparecen de manera explicita en el Texto del Estudiante, tal y como se
muestra en la Figura 4.17 (véase seccion 4.2.2). En este recuadro se utilizan, para introducir
la distribucion binomial, las siguientes proposiciones: E3.1: en un fencmeno binomial existen

n observaciones, E3.2: las observaciones/ensayos en un fenomeno binomial son
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independientes, E3.3: cada ensayo de un fenémeno binomial tiene solo dos resultados
posibles (éxito v fracaso) v E3.4: las probabilidades de éxito v fracaso son constantes.
Ademas, en el recuadro de la Figura 4.22 (véase seccion 4.2.2) aparece la proposicion E3.5:
en un ensayo binomial, la probabilidad de obtener m aciertos en n ensayos con una

probabilidad p de éxito esta dada por la formula binomial.

La proposicion E3.6: el valor esperado en un fenémeno binomial esta dado por su
media se presenta en la Figura 437, donde la media y el valor esperado son tratados como
sinonimos. También, E3.6 esta presente en la Figura 4.25 (véase seccion 4.2.2) donde se
muestra el modo de calcular la media en una situacion binomial.

Figura 4.37
Proposicion E3.6

Una variable aleatoria X, cuya funcion de probabilidad es p(x) de dominio x, ,X,,...,X,,
tendrd una media o valor esperado (p) dado por:

=X p(xl] +X, - p(XZ) to.b X" p(xn)

Fuente. Texto del Estudiante, p. 165

Como mencionamos anteriormente, estas seis proposiciones también se presentan
implicitamente en las diversas situaciones-problema a lo largo de los documentos analizados.
Como ejemplo se muestra la Figura 4.38, donde se utiliza la binomial en un contexto de

compras de supermercado.

Adicionalmente, a partir del analisis de documentos pertenecientes al curriculo
chileno de cuarto medio se introdujeron las proposiciones E3.8, E3.9, E3.10 y E3.11, las

cuales se mencionan a continuacion.

Para resolver la situacion-problema de la Figura 4.38 se hace uso de la proposicion
E3.8: la probabilidad de un conjunto de valores de la V.A. de un fenomeno binomial estd
dado por la sumatoria de las probabilidades de cada uno, especificamente en los incisos b)
y c); esta proposicion es necesaria para calcular probabilidades que estén dadas por
desigualdades en una situacion binomial. En las Orientaciones para el Docente del Programa
de Estudio se presentan algunas proposiciones que no se encontraron en los demas
documentos: en la Figura 4.21 (véase seccion 4.2.2) se observa E3.9: la binomial permite

modelar problemas que el modelo Laplace no puede (ya que las probabilidades para cada
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valor de la variable no son equiprobables); en la Figura4.39 se menciona a E3.10: existencia

de simetria en la distribucion binomial cuando p = 0,5 (esta proposicion es 1til para

mntroducir el modelo binomial a través de un caso particular en que el experimento Bernoulli

es equiprobable); v, en la Figura 4.40 se destaca la importancia de E3.11: formula binomial

para el caso particular de p = 0,5 (al igual que E3.10, es ttil para visualizar este caso

particular).

Figura 4.38

Proposiciones E3.1, E3.2, E3.3, E3.4, E3.5 vy E3.6

4,

Analiza la siguiente situacion y responde:

En un supermercado, se tienen las siguientes filas:

En la caja rdpida, la En [a caja normal, la
probabilidad de esperar  probabilidad de esperar
5 o mas minutos en la 5 o mas minutos en la
filaes de 0,15. fila es de 0,35.

Se define la variable aleatoria X: cantidad de personas de que durante un dia cualquiera
tenga que esperar 5 0 mas minutos en la fila. Responde:

Determina el valor de g y el parametro p para cada caso.

Si 4 personas deciden ir a las cajas normales del supermercado, ¢cual es
la probabilidad de que al menos 3 de ellas tengan que esperar 5 o0 mas
minutos para ser atendidas?

Si 4 personas deciden ir a la caja rapida del supermercado, scudl es la
probabilidad de que al menos 3 de ellas tengan que esperar 5 o mas
minutos para ser atendidas?

¢Cudl es el valor de |a esperanza para cada caso con 4 personas? ;Qué
significado tiene la esperanza en este experimento?

Siingresan a la caja normal 4 personas un dia, scudntas personas deben
ingresar aproximadamente en la caja rapida para que ambas cajas tengan el
mismo valor esperado de esperar 5 0 mas minutos?

Fuente. Texto del Estudiante, p. 169

Figura 4.39

Proposicion E3.10

2.

Se sugiere iniciar modelando un experimento aleatorio, dicotémico, con probabilidad 0,5. Esto
permite comprender por qué, a medida que aumentan las repeticiones del experimento, no se
puede usar el modelo de Laplace; por ejemplo: notan que cada casilla en la que pueden caer las
fichas tendra probabilidades distintas a medida que haya mas filas. También es interesante que

perciban la simetria que hay en las probabilidades de las casillas.

Fuente. Programa de Estudio, p. 39
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Figura 4.40
Proposicion E3.11

5. Cabe notar que laformula P(X = k) = (:) p™ se aplica solamente para el caso especial de p =

q = 0.5. Para el caso general, se utiliza P(X = k) = (:) Bl —py,

Fuente. Programa de Estudio, p. 39

Se puede observar, en la tabla resumen, que las proposiciones relacionadas con SP3,
desde E3.1 hasta E3.6, estan presentes en todos los documentos analizados (ademas, con
bastante frecuencia en cada uno de ellos); esto se debe a que estan directamente relacionados
con los elementos basicos de una distribucion binomial formal. Por otra parte, las
proposiciones relacionadas con SP1 y SP2 aparecen con poca frecuencia en el curriculo
chileno de cuarto medio, debido a que estos significados se abordan con profundidad en
niveles escolares anteriores; por ejemplo, en el nivel de segundo medio, se estudian las
combinatorias y otras técnicas de conteo.

Tabla4.4

Proposiciones en el curriculo chileno de cuarto medio

Material Didactico
Texto del Cuaderno de Guia Didactica del
Estudiante Actividades Docente

Programa de
Estudio

El.l
El1.2
E1l.3
El4
E2.1
E2.2
SP2 E23
E24
E2.5
E3.1
E3.2
E3.3
E3.4
E3.5
SP3 E3.6
E3.7
E3.8
E3.9 X
E3.10 X
E3. 11 X
Fuente. Elaboracion propia.
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4.2.5 Analisis de los argumentos

En este apartado presentamos algunos ejemplos de argumentos relacionados con los
significados de la distribucion binomial incluidos en los documentos constituyentes del

curriculo chileno de cuarto medio.
e Argumentos relacionados con el significado parcial 1

El argumento Al.3: uso de representaciones es utilizado en el Programa de Estudio.
En la Figura 4.2 (véase seccion 4.2.1) se hace uso de un diagrama de arbol para argumentar
que solamente hay un camino en X = 0 y X = 4. Cabe senialar que los argumentos Al.1:
razonamiento inductivo y Al.2: expresiones recursivas no se presentan en los documentos

analizados.
e drgumentos relacionados con el significado parcial 2

Para resolver la situacion-problema del inciso b) de la Figura 4.11 (véase seccion
4.2.1) se hace uso del argumento A2.1: razonamiento deductivo para efectuar la justificacion
solicitada; puesto que en el Texto del Estudiante se presentan, inicialmente, las condiciones
necesarias para que un fenémeno sea considerado binomial y, posteriormente, dicha
situacion-problema. Por tanto, se debe verificar que las caracteristicas del problema se

ajustan a las condiciones de un experimento binomial.

En la situacion-problema de la Figura 4.41 se solicita argumentar sobre la
equiprobabilidad en los diferentes “caminos” de un tablero de Galton. Esta argumentacion se
podria efectuar a través de A2.2: razonamiento inductivo o A2.3: uso de representaciones.
Para el primer caso, ya se calcularon previamente las probabilidades de que la ficha siga cada
uno de los caminos, por lo tanto, a partir de ahi se podria negar la existencia de
equiprobabilidad. En el segundo caso se podria recurrir a la representacion propia de la tabla
de Galton y trazar los caminos posibles para luego contarlos, o bien, podria hacerse mediante
un diagrama de arbol para visualizar los posibles resultados y sus probabilidades respectivas.

Figura 4.41

Argumentos A2.2y A2.3

9. ¢Cual es la probabilidad de que una ficha siga un camino especifico? Argumenta si los sucesos

asociados a seguir un camino son o no equiprobables.

Fuente. Programa de Estudio, p. 35
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e Argumentos relacionados con el significado parcial 3

En la Figura 4.42 se aprecian los dos argumentos ligados a este significado parcial.
Se puede aplicar el argumento A3.1: razonamiento deductivo al analizar cada uno de los
graficos y observar si sus caracteristicas se ajustan a las que deberia tener la distribucion
binomial con los parametros indicados. En concreto, como se sabe que p = 0,5 la
distribucion sera simétrica, ademas como n = 5, el valor de la variable abarca desde X = 0
hasta X = 5, es decir, seis valores; por lo tanto, para el caso del primer grafico (el de barras
rojas) se podria argumentar que no corresponde, ya que no cuenta con una barra para el caso
de n =5, quedando descartado; luego, se haria una revision similar con los demas graficos
hasta determinar el que cumpla con las caracteristicas. Adicionalmente, se podria recurrir al
argumento A3.2: uso de representaciones; en este caso, primero se construiria el grafico de
la binomial con los parametros solicitados, y luego se busca cual de las alternativas es igual
al grafico construido.

Figura 4.42

Argumentos A3.1y A3.2

4, Discute con tus compafieros sobre las siguientes alternativas para la pregunta: ¢ Cual de los cinco

histogramas corresponde a una distribucion binomialconn =5 yp = 0,57

0.4
35
0% | 0.3
0.25
R 0.2

ais 015 L
il 01 :

sl O . 1|
ol p— . . I T -{ '—

Fig. 3: Histogramas de distribuciones binomiales.

Fuente. Programa de Estudio, p. 36

Como se muestra en la Tabla 4.5, hay escasa presencia de los argumentos ligados a

SP1, puesto que solo aparece Al.3 en el Programa de Estudio. Por otro lado, los argumentos
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pertenecientes a SP2 y SP3 estan presentes, en su totalidad, en el Programa de Estudio y

parcialmente en los componentes del Material Didactico.

Tabla 4.5

Argumentos en el curriculo chileno de cuarto medio

Piogisingds Material Didéctico -
Fatidio Textc.r del Cuﬂf:lefrno de Guia Didactica del
Estudiante Actividades Docente
Al.l
SP1 Al.2
Al3 X
A2.1 X X
SP2 A22 X X
A2.3 X
A3l X X X
SP3 A32 X

Fuente. Elaboracion propia.

4.2.6 Analisis del lenguaje

El lenguaje o los elementos lingiiisticos de la distribucion binomial son similares en
los tres significados parciales, al contar todos con lenguaje comun, simbdlico, tabular y

grafico; sin embargo, en cada uno de ellos se presentan de manera diferente.

o Lenguaje relacionado con el significado parcial 1

El elemento lingiiistico L1.1: lenguaje comiin corresponde a las expresiones verbales
utilizadas para generar los enunciados de los problemas, introducir conceptos o desarrollar
ejemplos, por lo tanto, su uso es muy frecuente en los documentos analizados. Por ejemplo,
es utilizado para mencionar conceptos ligados a SP1, como #ridngulo de Pascal o mimeros
combinatorios (Figura 4.2, véase seccion 4.2.1). Asimismo, L1.2: lenguaje simbolico es
utilizado en los documentos analizados para representar situaciones relacionadas con SP1;
por ejemplo, en la Figura 4.43 se utiliza X para referirse a una variable aleatoria discreta.

Figura 4.43
Lenguaje L1.2

8. Sinumeras las casillas donde caen las fichas desde X = 0,1,2, 3.4 y 5, de izquierda a derecha, con
5 filas:

a. ¢De cuantas maneras se puede llegara X = 0?

b. ¢De cuantas maneras se puede llegara X = 17

Fuente. Programa de Estudio, p. 35
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El elemento lingiiistico L1.4: lenguaje grafico, en este significado, esta relacionado
con representaciones como el triangulo de Pascal o el diagrama de arbol, ambos presentes en
la Figura 4.2 (véase seccion 4.2.1). Con respecto a L.1.3: /enguaje tabular, este no fue

detectado en los documentos analizados.

o Lenguaje relacionado con el significado parcial 2

El elemento lingiiistico L2.1: /enguaje verbal es utilizado, por ejemplo, para
mencionar conceptos como éxito y fracaso (Figura 4.17, seccion 4.2.2) o sucesos
equiprobables v no equiprobables (Figura 421, seccion 4.2.2). Sumado a esto, L2.1:
lenguaje simbdlico, es utilizado en algunas situaciones-problema, como en la Figura 4.5
(véase seccion 4.2.1), donde se simbolizan probabilidades de algunos valores de la variable
discreta. Finalmente, no se observa la presencia de L.2.3: lenguaje tabular ni L2 4: lenguaje

grdfico para este significado parcial.
e Lenguaje relacionado con el significado parcial 3

Algunos conceptos son mencionados constantemente en los documentos a través del
uso de L3.1: Jenguaje comuin, tales como: distribucion binomial, parametros, valor esperado,
varianza, entre otros (Figuras 4.8, 4.11, 4.24, 4,32, etc.; ver secciones anteriores). Tambien
se utiliza para introducir algunas proposiciones relacionadas con la binomial (Figura 4.17,

seccion4.2.2).

Por otra parte, es frecuente el uso de L3 .2: lenguaje simbdlico, con expresiones tales
como: X = B(n,p), i, 0, ¢ y la formula binomial P(X = k) = (D p¥(1—p)t ¥ Esta

simbologia se puede observar en secciones anteriores del presente capitulo, por ejemplo, en

las Figuras 4.10, 4.12,4.17,4.24, 427, 4.42, entre otras.

El elemento lingiiistico L3.4: lenguaje grdfico se presenta como representaciones
graficas de situaciones binomiales, conocidos sus parametros, como se muestra en las Figuras
4.9 o0 4.44 de las secciones anteriores. Finalmente, no se detecto la presencia de L3.3:

lenguaje tabular en los documentos analizados.

Como se observa en la Tabla 4.6, el lenguaje comiin esta presente para los tres
significados parciales en todos los documentos analizados. Asimismo, el lenguaje simbolico

cuenta con presencia en la mayoria de los documentos. Por otra paite, el lenguaje grdfico
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ligado a SP3 esta presente en el Programa de Estudio y en el Texto del Estudiante, mientras
que para el SP1 solo aparece en el Programa de Estudio y para el SP2 no aparece en ninguno
de los documentos. Finalmente, se destaca la ausencia de /lenguaje tabular para los tres
significados parciales en todos los documentos analizados del curriculo chileno de cuarto
medio; consideramos que esta representacion es muy util para la comprension de los
significados de la binomial, por ejemplo, podria favorecer la transicion del céalculo de
probabilidades binomiales a la representacion grafica de esta.

Tabla 4.6

Lenguaje en el curriculo chileno de cuarto medio

Procrama de Material Didactico
Eastudi & Texto del Cuaderno de Guia Didactica del
Estudiante Actividades Docente
L1.1 X X X X
L1.2 X X 5
SP1 L1.3
L1.4 X
12.1 X X X %
122 X X
%
pEd 123
L24
13.1 ¥ X X <
132 X bt X X
i 133
L3.4 X X

Fuente. Elaboracioén propia.

4.3 Significados promovidos en el Programa de Estudio

En el Programa de Estudio se presenta una serie actividades sugeridas que permiten
construir progresivamente la formula de la distribucion binomial. En estas actividades es
posible identificar algunos objetos matematicos primarios ligados a cada uno de los

significados parciales de la binomial descritos en la seccion 1.4.2.

En el Significado Parcial 1 (SP1) se identificaron dos de las tres (2/3) situaciones-
problema vinculadas a este, involucrando el conteo de casos posibles y la determinacion de
la variable aleatoria discreta. Con respecto a los demas objetos matematicos primarios, estos
se presentan en diferentes proporciones: conceptos-definicion (13/21), procedimientos (6/6),
proposiciones (4/4), argumentos (1/3) y lenguaje (3/4). Se puede apreciar que los
procedimientos y proposiciones del SP1 estan presentes en su totalidad; sobre los conceptos-

definicion, no se incluyen algunos como sucesos excluyentes y no excluyentes; en los
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argumentos solo aparece el uso de representaciones; y en cuanto al lenguaje, no se identifico
la representacion tabular. Consideramos que la ausencia de algunos de estos objetos
matematicos primarios podria dificultar la comprension del SP1; sin embargo, se debe
considerar que algunos de los elementos de este significado parcial se abordan en niveles
anteriores a cuarto medio, por lo que es posible que tengan una mayor presencia en los

respectivos documentos de esos niveles.

En relacion con el Significado Parcial 2 (SP2), se presentan dos de seis (2/6) tipos de
situaciones-problema en el Programa de Estudio, por lo que dicho objeto matematico
primario no es representativo en este documento por su limitada presencia. Se destacan
aquellos problemas en los que se solicita calcular probabilidades en situaciones binomiales
sin utilizar la formula; consideramos que esto favorece la comprension la construccion de
esta. Los demas objetos matematicos primarios cuentan con mayor presencia: conceptos-
definicién (6/8), procedimientos (2/3), proposiciones (2/5), argumentos (3/3) y lenguaje
(2/4). Algunos de los elementos ausentes son: el concepto-definicion de sumatoria (esto
podria deberse a la ausencia de situaciones-problema que soliciten calcular probabilidades
de un intervalo); la expansion del desarrollo del binomio (p + g)™ y sus probabilidades
asociadas (como concepto y como proposicion); y el uso de representaciones tabulares y

graficas.

Finalmente, con respecto al Significado Parcial 3 (SP3), en el Programa de Estudio
se presentan cinco de las diez (5/10) situaciones-problema vinculadas a este significado; entre
las ausentes podemos mencionar: calcular la probabilidad de un intervalo de valores y
determinar si una situacion cumple con las caracteristicas para ser considerada un fenémeno
binomial. La presencia de los demas objetos matematicos primarios es la siguiente: nueve de
diez (9/10) conceptos-definicion, tres de cinco (3/5) procedimientos, nueve de once (9/11)
proposiciones, dos de dos (2/2) argumentos y tres de cuatro (3/4) tipos de lenguaje. Dentro
de las ausencias destacables podemos senalar los procedimientos vinculados con determinar
parametros en una situacion binomial y aplicar la formula para calcular probabilidades; asi
como el lenguaje correspondiente a la representacion tabular, la cual, desde nuestro punto de
vista, favorece la comprension de la forma de la distribucion binomial, que puede ser

simeétrica o asimétrica dependiendo del valor del parametro p.
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En el grafico radial de la Figura 4.44 se muestra la cobertura de la presencia de los
objetos matematicos primarios ligados a los tres significados parciales de la distribucion
binomial en el Programa de Estudio. El hexagono regular (linea negra) representa el
significado ideal apoyado en la presencia de todos los componentes para cada objeto
matematico. Los hexdgonos irregulares (lineas azul, anaranjado y gris) corresponden a la
proporcion del total de componentes para cada objeto matematico ligado al SP1, SP2 y SP3,

respectivamente, encontrada en el Programa de Estudio.

Como se puede evidenciar con esta representacion, los objetos mateméaticos primarios
del SP3 cuentan con mayor presencia en este documento; mientras que los referentes al SP2
son los que tienen menor presencia. Ademas, se observa que el elemento del significado que
cuenta con mayor cobertura (considerando los tres significados parciales) es el de
argumentos, mientras que se observa una escasez con respecto al tipo de situaciones-
problema. En concreto, podemos mencionar que se promueven los tres significados parciales
de la binomial en el Programa de Estudio; sin embargo, estos no se promueven en su totalidad
debido a la ausencia de algunos componentes de los objetos matematicos primarios.

Figura 4.44

Presencia de significados parciales de la binomial en el Programa de Estudio de cuarto medio

Significados de la Distribucién Binomial en el Programa de
Estudio

— P e— P2 =5P3

Situaciones-problema

Lenguaje Conceptos-definicién

Argumentos % <l Procedimientos

Proposiciones

Fuente: elaboracion propia
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4.4 Significados promovidos por el Material Didactico

En este apartado se consideran los tres componentes del Material Didactico (Texto
del Estudiante, Cuaderno de Actividades y Guia Didactica del Docente) como uno solo. En
ese sentido, se unifica la presencia de los objetos matematicos primarios de cada uno de ellos

y se analizan sus resultados en conjunto.

En relacion con el Significado Parcial 1 (SP1), en estos documentos se presentan dos
de las fres (2/3) situaciones-problema vinculadas a este, en concreto, aquellas donde se
solicita determinar los casos posibles y la variable aleatoria discreta. En cuanto a los demas
objetos matematicos primarios, estos se presentan en las siguientes proporciones: conceptos-
definicion (13/21), procedimientos (2/6), proposiciones (0/4), argumentos (0/3) y lenguaje
(2/4). Consideramos este significado parcial como un contenido previo a la distribucion
binomial y, por lo tanto, los objetos matematicos primarios no cuentan con gran presencia en
los componentes del Material Didactico, donde incluso, hay elementos totalmente ausentes

(proposiciones y argumentos).

Con respecto al Significado Parcial 2 (SP2), se detectaron dos de seis (2/6)
situaciones-problema, una consiste en calcular probabilidades de fenémenos binomiales sin
recurrir a la formula y otra en asignar valores a un ensayo binomial. Los demas elementos
del significado SP2 se encuentran con mayor presencia en relacion con los del SPI:
conceptos-definicion (6/8), procedimientos (3/3), proposiciones (3/5), argumentos (2/3) v
lenguaje (2/4). Dentro de las ausencias destacables se encuentran los conceptos-definicion
de sucesos equiprobables y no equiprobables, y la proposicion que hace mencion al principio

aditivo y al multiplicativo en el calculo de probabilidades.

Por otra parte, del Significado Parcial 3 (SP3) se presentan ocho de las diez (8/10)
situaciones-problema descritas anteriormente, por lo que, aunque no ese presentan en su
totalidad, si se muestra una mayor variedad con respecto al Programa de Estudio. No
obstante, en general, las actividades propuestas siguen una estructura similar entre si; se
presenta un contexto que involucra un fenomeno binomial, se solicita determinar sus
parametros, calcular algunas probabilidades y determinar media y varianza. Esto, desde
nuestro punto de vista, es algo repetitivo, por lo que consideramos que habria sido mas

enriquecedor reemplazar algunas actividades por otras donde se construya, poco a poco, la
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formula de la binomial. La presencia del resto de objetos matematicos primarios ligados a
SP3 se resume de la siguiente forma: conceptos-definicion (8/10), procedimientos (4/5),
proposiciones (7/11), argumentos (1/2) y lenguaje (3/4). Destacamos la ausencia de algunos
elementos, tales como: inferencia probabilistica (concepto-definicion), variacion de
parametros en simulaciones computacionales (procedimiento) y caracteristicas del caso

particular para n = 5 (proposicion).

Cabe sefialar que en estos documentos no se construye progresivamente la formula
binomial, sino que se introduce de manera directa y, posteriormente, se debe aplicar en el
calculo de probabilidades en diferentes contextos. Desde nuestro punto de vista, esto podria
dificultar la comprension de la binomial y, ademas, contradice lo expuesto en el Programa
de Estudio, donde se menciona que se espera que el docente “favorezca que los jovenes

interpreten los resultados mas que repetir o mecanizar algoritmos, formulas y definiciones”
(p. 24).

El grafico de la Figura 4.45 muestra un resumen de la presencia de los objetos
matematicos primarios de cada significado parcial en el Material Didactico. El hexdgono
regular (linea negra) muestra el significado ideal, mientras que los hexagonos irregulares de
colores azul, naranja y gris, representan a los significados parciales de la binomial (SP1, SP2
y SP3. respectivamente). Se observa que los elementos ligados al SP3 se encuentran con
mayor presencia, seguido de los correspondientes al SP2 y SP1, respectivamente; esto nos
indica que el SP3 de la bmomial se promueve en mayor medida en el Material Didactico. En
cuanto al objeto matematico primario que se encuentra con mayor presencia, este
corresponde a conceptos-definicion, considerando todos los significados parciales; mientras

que los argumentos son los que estan menos presentes.
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Figura 4.45

Presencia de significados parciales de la binomial en el Material Diddctico de cuarto medio

Significados de la Distribucidn Binomial en el Material
Didactico

s 5P| o 5P SP3

Situaciones-problema

Lenguaje Conceptos-definicion

Argumentos Procedimientos

Proposiciones

Fuente: elaboracion propia
4.5 Significados promovidos por el curriculo chileno de cuarto medio

En este apartado se describe un contraste entre los significados promovidos por el
Programa de Estudio (PE) y por el Material Didactico (MD), determinado asi, el significado
de la distribucion binomial promovido por el curriculo chileno de cuarto medio. Esta
comparacion expone un resumen de los elementos que se encuentran en comin en ambos

componentes y la cantidad total de elementos presentes.

En primer lugar, el Significado Parcial 1, a traves de sus objetos matematicos
primarios, presenta los siguientes resultados: en ambos componentes del curriculo se
presentan dos de las tres situaciones-problema descritas, coincidiendo en ambas, al excluir la
S1.1; sobre los conceptos-definicion, estos tienen doce elementos en comim y en total suman
catorce, ya que en el PE se incluye C1.11, mientras que en el MD se menciona a C1.3; en los
procedimientos se detectaron dos elementos en comun (P1.1 y P1.2) y, adicionalmente, el PE
incluye los tres restantes (P1.3, P1.4 y P1.5); las proposiciones son cubiertas en su totalidad
(desde E1.1 hasta E1.4) por el PE, mientras que en el MD no se considera ninguna de ellas;

con respecto a los argumentos, se presenta uno de los tres en el PE (A1.3) y en el MD no
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aparece ninguno; finalmente, acerca del lenguaje, aparecenen comtin L1.1 y L1.2 y, ademas,

en el PE se incluye a L1 .4.

La presencia de los objetos matematicos primarios ligados al Significado Parcial 2 en
el curriculo chileno de cuarto medio se resume a continuacion: en total se hace uso de tres
situaciones-problema, una de las cuales aparece solo en el PE (S2.5), otra solo en el MD
(S2.1) y una en ambos (S2.4); los conceptos-definicion detectados fueron siete de un total de
ocho, cinco de los cuales estan presentes en los dos componentes del curriculo, mientras que
los otros dos solo aparecen en uno de ellos (C2.4 en el MD y C2.8 enel PE); en cuanto a los
procedimientos, dos de ellos (P2.1 y P2.2) se utilizan en ambos componentes, y de manera
adicional, el MD incluye un tercero (P2.3); en total hay cuatro proposiciones consideradas
en el curriculo chileno de cuarto medio (E2.1, E2.3, E2.4 y E2.5), aunque solo una de ellas
(E2.4) esta incluida en sus dos componentes; con relacion a los argumentos, se detectaron
tres de ellos, dos aparecen en ambos componentes (PE y MD) y uno (A2.3) solo se presenta
en el PE; por ultimo, dos elementos relacionados con el lenguaje (L2.1 y 1.2.2) fueron

detectados tanto en el PE como en el MD.

El Significado Parcial 3 en el curriculo chileno de cuarto medio se presenta de la
siguiente manera: los tipos de situaciones-problema que aparecen son ocho, de los cuales,
cinco son en comun y los otros tres aparecen exclusivamente en el MD (S3.5, S3.8 y S3.9);
los conceptos-definicion que fueron detectados suman ocho en total, estando siete presentes
en ambos componentes (MD y PE) y uno (C3.5) solamente en el PE; en cuanto a los
procedimientos, se detectaron cinco en total: dos en comtn (P3.2 y P3.4), uno solo en el PE
(P3.3) y dos solo en el MD (P3.1 y P3.5); de las diez proposiciones que fueron detectadas,
sels estan presentes en ambos componentes (MD y PE). una (E3.8) solo apareceen el MD v
tres tinicamente se presentan en el PE (E3.8, E3.9 y E3.10); sobre los tipos de argumentos,
uno aparece en €l MD y en el PE (A3.1), y otro solo se encuentra en este Gltimo (A3.2),
finalmente, se detectaron tres tipos de lenguaje utilizados en el curriculo chileno, dos (L3.1

y L3.2) tanto en el PE como en el MD, y uno (L.3.4) solo en el PE.

Otro aspecto que podemos destacar es que, en general, la presencia de un determinado
elemento en el TE, el CA o la GDD podria ser equivalente; es decir, para un profesor que

utilice estos tres documentos en la planificacion y desarrollo de sus clases, seria indiferente
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que un elemento especifico estuviera en uno u otro. Esto se debe a que los mencionados
componentes del MD fireron disenados por el mismo equipo académico y se complementan
entre si, teniendo la misma estructura en la unidad de aprendizaje y contando con actividades
similares. La diferencia radica en que, tanto el TE como el CA llegan directamente a las
manos de los estudiantes, por lo que ellos tienen a su disposicion en todo momento los
contenidos acerca de la distribucion binomial y sus significados presentes en estos
documentos; en cambio, la GDD solo se entrega a los profesores, por lo que depende de ellos
el tipo de actividades que pondran a disposicion de sus estudiantes. Por otra parte, el PE no
busca desarrollar una unidad didactica como un libro de texto, sino que se centra en proponer
actividades de caracter sugerido, susceptibles de modificacion dependiendo del docente y el
contexto educativo. Debido a la naturaleza de los dos componentes del curriculo chileno de
cuarto medio (PE y MD) en lo referente a la distribucion binomial, es posible que la presencia
de un mismo elemento se exhiba de manera diferente en ambos, aunque para determinar esto

requeriria un analisis mas exhaustivo.

Otra observacion que podemos mencionar es que, algunas coincidencias entre los dos
componentes del curriculo chileno de cuarto medio comresponden al titulo de las unidades y
los Objetivos de Aprendizaje. Sin embargo, al menos en lo referente a la distribucion
binomial, las actividades propuestas en el MD no estan influenciadas por el PE, ya que estan

planteadas de manera distinta.

4.6 Representatividad de los significados de la binomial promovidos por el

curriculo chileno de cuarto medio

Para la valoracion de la representatividad de los significados de la binomial
promovidos por el curriculo chileno de cuarto medio, con respecto a su significado

referencial, proponemos una escala cualitativa-cuantitativa (veéase Tabla 4.7).

Dicha escala permite valorar la representatividad de cada objeto matematico primario
mediante niveles, considerando el porcentaje de presencia de cada uno de ellos en el curriculo
chileno. Para ello, se definen siete niveles, los cuales fueron establecidos a partir de
fraccionar el 100% en cinco regiones, emulando el uso de los quintiles. Cabe sefialar que,
para calcular los porcentajes totales de los significados parciales, se considerd que cada

elemento del significado tiene la misma importancia, por lo que su ponderacion es la misma;
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bajo nuestra perspectiva, los seis elementos del significado (objetos matematicos primarios)
tiene su propia esencia y un rol especifico. Aunque se pudieran considerar que hay elementos
del significado mas importantes que otros y, con ello deberian tener mas peso que el resto en
el calculo de la representatividad total, esto seria muy dificil de cuantificar, o bien, subjetivo
para cada persona.

Tabla 4.7

Escala de vepresentatividad

Nivel de %
representatividad

Global 100
Alto (80 — 100)
Medio alto (60—80]
Medio (40 —60]
Medio bajo (20 —40]
Bajo (0—20]
Nulo 0

Fuente. Elaboracion propia.

Los niveles de representatividad que alcanzan los objetos matematicos primarios
relacionados con el Significado Parcial 1 se resumen a continuacion: las situaciones-
problema cuentan con una presencia del 66,7% en el curriculo chileno, por lo que su nivel de
representatividad es medio-alto; el mismo porcentaje tienen los conceptos-definicion, por lo
que se clasifican en el mismo nivel; los procedimientos y proposiciones cuentan con un 100%
de presencia, por ello, ambos tienen un nivel global; la presencia de los argumentos es de un
33,3%, por lo que se categoriza en el mvel medio-bajo; y en cuanto al lenguaje, tiene una
presencia del 75%, lo que se traduce en un nivel medio-alto. En promedio, el SP1 esta

presente en un 73,6% y, por lo tanto, su nivel de representatividad es medio-alto.

En el Significado Parcial 2, la representatividad para cada uno de los elementos del
significados se detallan a continuacion: las situaciones-problema se presentan en un 50%,
valorandolas en un nivel medio; los conceptos-definicion tienen un 87,5% de presencia, por
lo que su nivel es alto; los procedimientos estan cubiertos en un 100% en el curriculo chileno,
por lo tanto su nivel es global; las proposiciones se presentan en un 80%, por lo que su
representatividad es media-alta; en cuanto a los argumentos, su nivel es global, ya que estan
presentes la totalidad de ellos; y el lenguaje se presenta en un 50%, lo que se valora en un
nivel medio. En promedio, los elementos de este significado parcial se presentan en un

77,9%, por lo tanto, SP2 esta categorizado en un nivel medio-alto de representatividad.
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En cuanto a la representatividad de los objetos matematicos primarios ligados al
Significado Parcial 3, se tiene lo siguiente: las situaciones-problema cuentan con una
presencia del 80%, por lo que sunivel es medio-alto; los conceptos-definicion estan presentes
en un 90%, por tanto, su nivel es alto; los procedimientos se presentan en un 100%, teniendo
un nivel global; las proposiciones también cuentan un nivel alfo, ya que estan presentes en
un 90,3%:; los argumentos cuentan con un 100% de presencia, lo que se traduce en un nivel
global; y los tipos de lenguaje se presentan en un 75%, que corresponde a un nivel medio-
alto. Los objetos matematicos primarios ligados a SP3 se presentan, en promedio, en un
89,3%, por lo que se consideran en un nivel alto,; por lo anterior, podemos senialar que la

representatividad de SP3 es superior a los otros significados parciales.

Finalmente, al promediar el porcentaje de la presencia de todos los objetos
matematicos primarios de cada significado parcial, se obtiene un 80,3% (véase tabla4.8). En
ese sentido, podemos sefialar que el significado de la distribucion binomial que se promueve
en curriculo chileno de cuarto ano medio se valora con un nivel de representatividad alto.

Tabla 4.8

Presencia de los objetos matemdticos primarios en el curriculo chileno de cuarto medio

Elementos del % de presencia
significado SP1 SP2 SP3 x

Situaciones-problema 66,7 50,0 80,0 65,6
Conceptos-definicion 66,7 87,5 90,0 814

Procedimientos 100,0 100,0 100,0 100,0
Proposiciones 100,0 80,0 909 9073
Argumentos 33,3 100,0 100,0 77.8
Lenguaje 75,0 50,0 75,0 66,7

x 73,6 779 893 803

Fuente. Elaboracién propia.

Por otro lado, en la Figura 4.46 se resume la presencia de cada elemento del
significado en el curriculo chileno, donde se puede observar que los procedimientos
corresponden al elemento con mayor presencia, ya que esta presente en su totalidad; en
contraparte, las situaciones-problema y el lenguaje, son los elementos que cuentan con menor

presencia en el curriculo chileno de cuarto medio.
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Figura 4.46

Presencia de los significados parciales de la binomial en el curriculo chileno de cuarto medio

Significados de la Distribucién Binomial en el curriculo
chileno de cuarto medio
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Situaciones-problema

Lenguaje Conceptos-definicion

Argumentos "= # Procedimientos

Proposiciones

Fuente: elaboracion propia
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5. CONCLUSIONES
5.1 Introduccion

A continuacion, se exponen las conclusiones que dan cierre a los resultados de la
presente investigacion. En primera instancia, se presentan algunas conclusiones generales del
trabajo, luego se da respuesta a la pregunta de investigacion y, posteriormente, se comentan
las principales aportaciones generadas, asi como las limitaciones del estudio y posibles lineas

futuras de investigacion.
5.2 Conclusiones generales

La distribucion binomial es considerada como una de las distribuciones de variable
discreta mas importantes en estocastica, dada su aplicacion en sifuaciones aleatorias como
Jjuegos de azar y en fenémenos que comparten su comportamiento; frecuentemente, su

estudio se presenta en cualquier curso introductorio a la Probabilidad y Estadistica.

En Chile, la distribucion binomial se introduce formalmente en el nivel de cuarto atio
de educacion media; en ese sentido, es importante que los documentos oficiales que apoyan
su estudio en las aulas de clase aporten los contenidos adecuados para lograr su comprension
en los estudiantes. En relacion con lo anterior, el Programa de Estudio y los componentes del
Material Didactico (Texto del Estudiante, Cuaderno de Actividades y Guia Didactica del
Docente) cumplen un rol fundamental, por lo que es necesario analizarlos criticamente antes
de utilizarlos para la planificacion de una clase. Siguiendo esta linea, consideramos necesario
analizar los significados parciales de la binomial promovidos en el curriculo chileno, de
cuarto ano medio, con respecto a su significado referencial y, con ello, establecer una

valoracion de la representatividad de los mismos.

En el Significado Parcial 1 se abordan dos de las tres situaciones-problema; no
obstante, consideramos que la tipologia ausente no representa un obstaculo para la
comprension de la binomial, puesto que esta incluida dentro de las otras dos; ademas, al igual
que otros elementos de este significado parcial, se encuentra presente en niveles anteriores a
cuarto medio. Por otra parte, las proposiciones y procedimientos estan completamente
presentes en el curriculo chileno de cuarto ano medio, por lo que es bastante probable que
estos elementos sean cubiertos en su totalidad durante las clases de matematica. En cuanto al

lenguaje, esta ausente la representacién tabular, la cual podria ser promovida por los
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profesores de cuarto medio en el aula. Con respecto a los conceptos-definicion y los
argumentos, las tipologias detectadas corresponden a catorce de veintiuna y una de tres,
respectivamente, por lo que seria prudente que los profesores en servicio consideren las
ausentes e incorporen en sus planificaciones, esto para favorecer la comprension de la

binomial de los estudiantes.

Sobre el Significado Parcial 2, hay algunas situaciones-problema que no se
consideran en el curriculo chileno de cuarto medio, por ejemplo, el calcular la esperanza de
una serie de fenomenos binomiales incompletos. Esta situacion-problema tiene su origen en
el juego de puntos y su mterrupcion (mencionado en el apartado 1.4.1); consideramos que
seria inferesante mcluir este tipo de problemas en las aulas de clases, puesto que ayudaria a
comprender el desarrollo historico de la binomial, lo que a su vez, de acuerdo con Dalcin y

Olave (2007), permite:

reconocer que la matematica, en su desarrollo, ha acumulado un enorme conjunto de
hechos que permiten ver que los conceptos que la sustentan, tienen su origen en la
abstraccion de la realidad objetiva y que existen relaciones importantes entre el

desarrollo matematico y el desarrollo de la sociedad (p.150).

En cuanto a los conceptos-definicion, se detectaron siete de ocho, y de las
proposiciones, cuatro de cinco; en ambos casos, la tipologia ausente se relaciona con la
extension del desarrollo del binomio, lo cual podria ser mcluido para favorecer la
comprension del desarrollo ‘aritmeético-algebraico’ que sustenta la formula de la binomial.
Los procedimientos y argumentos se encuentran presentes en su totalidad (tres de tres, en
ambos casos) y, en relacion con el lenguaje, no se detectd presencia de representaciones

tabulares ni graficas.

En relacion con el Significado Parcial 3, se detectaron ocho de un total de diez
sitnaciones-problema, una de las cuales corresponde a determinar la cantidad favorable de
ensayos que son necesarios en una situacion binomial para tener una cierta cantidad de éxitos.
El resto de los elementos del significado también cuentan con una alta representatividad: se
presentan nueve de diez conceptos-definicion, cinco de cinco procedimientos, diez de once
proposiciones y dos de dos argumentos; esto nos indica que, si un profesor hace uso de todo

el contenido relacionado con la binomial presente en el Programa de Estudio, en conjunto
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con el Material Didactico, durante el desarrollo de sus clases, estaria casi abordando de
manera global el Significado Parcial 3. Finalmente, el caso de la representacion tabular en el
lenguaje, al igual que en los significados anteriores, también puede ser incorporada por los
profesores; en este caso, podria ayudar a la transicion (paso intermedio) entre el calculo de
probabilidades de un fenomeno binomial (probabilidad de cada valor de la variable aleatoria

discreta) y su representacion grafica.

En resumen, los tres significados parciales de la binomial, asi como sus respectivos
elementos, fueron analizados y detectados en diferentes proporciones en el curriculo chileno
de cuarto ano medio, siendo el SP3, en general, el mas presente. Esto se debe a que este
significado parcial se relaciona directamente con el formalismo de la distribucion binomial
y el uso de su formula para calcular probabilidades. Los otros dos significados parciales se
encuentran presentes en menor medida; no obstante, algunos de sus elementos se abordan en

niveles anteriores a cuarto medio.

Aunque un profesor utilice en la planificacion y en el desarrollo de sus clases tanto el
PE como el MD, es posible que la ausencia de algunos elementos pertenecientes a los
significados de la distribucion binomial dificulte la comprension del estudiantado, parcial o
totalmente, sobre este objeto probabilistico-matematico. Por tanto, consideramos que es
necesario complementar con actividades que permitan abordar los elementos que no aparecen
en el curriculo chileno de cuarto medio, ya sea con material externo o con aquel disefiado por

cada profesor.

Una diferencia importante entre el Programa de Estudio y el Material Didactico es
que en el primero se construye la formula binomial mediante actividades guiadas, haciendo
una transicion progresiva desde el SP1 al SP3; esto no ocurre en el MD, donde se introduce
directamente la distribucion binomial y su formula, sin ningun tipo de construccion previa.
Otra diferencia, es que las actividades propuestas en el Material Didactico tienden a ser
repetitivas, ya que, en diversas ocasiones, dada una situacion binomial, se solicita determinar
sus parametros, aplicar la formula y calcular la media y la varianza; esto no ocuire en el
Programa de Estudio, donde, al construirse la formula de manera progresiva, las actividades

propuestas son mas variadas entre si.
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Ademas, hubo algunas diferencias en los elementos del significado presentes en los
dos componentes del curriculo chileno de cuarto medio, aunque se presentaron multiples
elementos en comun. Dentro de las diferencias, podemos mencionar conceptos como el de
sumatoria, el cual se utiliza directamente en el calculo de probabilidades de un intervalo,
siendo este tipo de actividades aquellas que solo se presentan en el MD; también destacamos

el uso de diagramas de arbol, cuyo uso solo se exhibe en el Programa de Estudio.
5.3 Respuesta a la pregunta de investigacion

Despues del analisis de los documentos pertenecientes al curriculo chileno de cuarto
medio, identificando cuales son los elementos presentes y ausentes relacionados con la
distribucion binomial, es posible dar respuesta a la pregunta de investigacion planteada en la
seccion 1.5.1: ;Cudles son los significados parciales de la distribucion binomial promovidos
en el curriculo de matematica (considerando el programa de estudio y el Material Didactico)

de cuarto aino de Educacion Media de Chile?

En el curriculo chileno de cuarto ano medio se promueven los tres significados
parciales de la distribucion binomial, aunque en diferentes proporciones debido a la presencia

de los objetos matematicos primarios de cada uno de ellos.

No es posible afirmar que alguno de estos significados esté completamente presente
en los documentos analizados. Especificamente, para SP1, SP2 y SP3, se detecto el 73,6%,
77,9% vy 89,3% de los elementos, respectivamente. Por lo tanto, la valoracion de la
representatividad de los dos primeros significados parciales se categoriza como media-alta,
mientras que para el tercer significado parcial, se considera alta. Al promediar el valor de
representatividad de los tres significados parciales se obtiene un 80,3%, por lo que, en
general, podemos afirmar que la representatividad de los significados parciales de la

distribucion binomial en el curriculo chileno de cuarto medio es alza.

Cabe sefialar que el curriculo chileno de cuarto medio también se aborda la
aproximacion de la distribucion normal a la binomial, 1o que estd incluido dentro del
Significado Parcial 4 (SP4) descrito en el apartado 1.4.2; sin embargo, el analisis de este
contenido no fue considerado en esta investigacion, dado a que corresponde a la extension
de la binomial hacia otras ideas afines a la probabilidad y estadistica, por ejemplo, la ley de

grandes numeros (que involucra ideas como el limite) y1a distribucion normal (que involucra

119



CAPITULO 5

variables continua); es decir, el SP4 no es exclusivo de la binomial, sino que corresponde a

un precedente para otros objetos matematicos-probabilisticos.
5.4 Principales aportaciones del trabajo

Este trabajo esta inscrito en la linea de investigacion “Didactica de los diversos
marcos matematicos” declarada en el Programa de Magister en Educacion Matematica de la
Universidad de Los Lagos. En concreto, se inserta dentro de las investigaciones de analisis
de libros de texto en el campo de la Estadistica y Probabilidad, asi como en el estudio de la

distribucion binomial y su proceso de ensenanza-aprendizaje.

En ese sentido, consideramos que el principal aporte de esta investigacion consiste en
otorgar a los profesores de matematica de Chile una vision amplia de como se presenta la
distribucion binomial en los documentos oficiales entregados por el MINEDUC. Esto les
permitira planificar sus clases teniendo en cuenta la presencia y la ausencia de los elementos
de los significados paiciales de la binomial; en relacion con eso, podrian disenar actividades
que contemplen los elementos faltantes y, con ello, favorecer la comprension de dicha

distribucion discreta en los estudiantes.

Sumado a lo anterior, parte de este estudio ayuda a complementar los elementos del
significado holistico de la distribucion binomial, presentado en Fernandez et al. (2022),
aportando con nuevos componentes de los objetos matematicos primarios, que fueron
detectados durante el analisis de contenido de los documentos; los cuales se presentan, en

letra cursiva, en la tabla del Anexo A.

Otro aporte que consideramos es la propuesta de valoracion de representatividad de
los significados que se muestra en la Tabla 4.7 (véase seccion 4.6). Esta escala permite
establecer una valoracion cualitativa ordinal basandose en el porcentaje de elementos
presentes en un determinado documento, con respecto a la cantidad total de elementos del
significado referencial. Dicha escala podria ser utilizada en otras investigaciones que
compartan un objetivo similar al planteado en este trabajo. Adicionalmente, consideramos
que este trabajo contribuye a dar una valoracion general de cada uno de los componentes del

curriculo chileno de cuarto atio medio.
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5.5 Limitaciones del estudio y futuras lineas de investigacion

Dentro de las limitaciones de este estudio, podemos sefialar la baja cantidad de libros
analizados, esto debido a que, a diferencia de paises como México o Espana, en Chile se
entrega gratuitamente un unico libro de texto de matematica por nivel a todos los estudiantes
de establecimientos municipales o particulares subvencionados y, por este motivo, no existe
un conjunto de libros de texto de los que se pueda establecer comparaciones entre sus
contenidos. Asimismo, podria ser un desafio para investigadores extranjeros analizar los
significados de la distribucion binomial en los libros de texto o programas de estudio de sus
respectivos paises y asi, establecer comparaciones entre los contenidos de los curriculos de

diversos lugares.

Sumado de lo anterior, no se consideraron los documentos curriculares de los niveles
anteriores a cuarto medio, puesto que no se trabaja con la distribucién binomial de manera
directa; sin embargo, existen elementos relacionados con la binomial que se abordan en esos
cursos, por lo que se podria analizar a futuro los demas documentos curriculares de ensefianza
media y, de esta manera, entregar una vision completa de los significados parciales de la
binomial en el curriculo chileno. Asimismo, se podria extender una investigacion similar que

abarque libros de texto utilizados en la educacion superior.

Adicionalmente, el Programa de Estudio de la asignatura electiva de Probabilidad y
Estadistica Descriptiva e Inferencial tampoco fue considerado para este estudio, ya que este
carece de un libro de texto que lo apoye y, ademas, la cantidad de estudiantes que cursa esta
asignatura es presumiblemente baja, debido a los filtros que limitan el acceso de los alumnos
a la misma. Esto es, solo los establecimientos cuya ensefianza es de tipo Humanista-
Cientifico estan habilitados para ofrecer dicha asignatura, lo que supone una primera barrera;
luego, esta el hecho de que dichos establecimientos decidan ofrecerla como alternativa, lo
cual no es obligatorio; y finalmente, en aquellos establecimientos en los que este disponible
el curso, solo algunos estudiantes deciden optar por cursarla. Esto hace suponer que la
cantidad de estudiantes que cursan esta asignatura es bastante baja en comparacion con la
cantidad de estudiantes chilenos de ensefianza media; aun asi, consideramos que seria
mmteresante analizar dicho documento oficial (electivo) con el propdsito de establecer una

comparacion entre las actividades sugeridas por ambos programas.
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Por otra parte, los resultados expuestos en este proyecto de tesis se limitan a verificar
la presencia o ausencia de los elementos del significado de la bmomial en el curriculo chileno
de cuarto medio, mas no se realiza una revision exhaustiva de la frecuencia con que se

presenta cada uno, por lo tanto, esto podria ser abordado en una proxima investigacion.

Otra de las limitaciones es que, si bien es cierto, el Programa de Estudio y los
componentes del Material Didactico proporcionan una primera aproximacion de lo que se
realiza dentro de las aulas de clase, existen muchos otros factores que interfieren en este
proceso, haciendo que, aunque se utilice el mismo libro de texto, dos clases puedan ser
radicalmente opuestas; estos factores (por ejemplo, el uso que le dé cada docente a los
documentos curriculares) no son considerados dentro de los objetivos del presente trabajo y

por lo tanto, podrian investigarse a futuro.

Oftra linea de mvestigacion que se abre a partir del presente trabajo de tesis, podria
ser el diseno de secuencias didacticas para el estudio de la binomial en las aulas de clase de
cuarto ano medio, rediseiando las actividades propuestas por los documentos curriculares, o
disenando nuevas que ayuden a complementar las misinas, para favorecer la comprension de

este objeto matematico.

Adicionalmente, cabe preguntarse si los profesores en ejercicio cuentan con los
conocimientos necesarios para subsanar las falencias detectadas en el curriculo chileno de
cuarto medio respecto de los significados de la distribucion binomial. En caso de que la
respuesta sea negativa, es necesario que los profesores, tanto en ejercicio como en formacion,
adquieran los conocimientos probabilistico-matematicos necesarios para abordar esta

problematica.
5.6 Publicaciones o presentaciones relacionadas la investigacion

Algunas de las publicaciones o presentaciones relacionadas con la presente

investigacion son las siguientes:

Araya, I. y Garcia-Garcia, J. I. (2020). Significados de la distribucion binomial: una mirada
en el curriculo chileno de educacion media. VI Taller Internacional Tendencias en
la Educacion Matemdtica Basada en la Investigacion (TEMBI7) en alianza con la

Comunidad GeoGebra Latinoamericana (pp. 63-64). Benemérita Universidad
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Autonoma de Puebla, Meéxico.

https://www.fcfim.buap. mx/TEMBI/EP/2020/Programa2020.pdf

Araya-Naveas, 1. y Garcia-Garcia, J. 1. (2021). Distribucion binomial: analisis de sus
significados en el curriculo chileno de cuarto medio. XX7V Jornadas Nacionales de
Educacion Matematica, SOCHIEM (pp. 281-286). Universidad Catolica Silva

Henriquez, Santiago de Chile. https:/www.sochiem.cl/wp-content/uploads/actas-

jnem-2021-santiago-xxiv-ucsh.pdf

Araya, I. v Garcia-Garcia, J. I. (2021). La distribucion binomial en el curriculo chileno de
educacion media para formacion general. V Simposio Internacional de
Matematica Educativa (V SIME) (pp. 30-31). Universidad de Costa Rica, San
Jose, Costa Rica.

https://sime ucr.ac.cr/images/SIME/Documentos/Programas/Libro final SI

Femandez, N. A., Garcia-Garcia, J. L., Arredondo, E. H., y Araya, I. A. (2022). Epistemic
Configurations and Holistic Meaning of Binomial Distribution. Mathematics, 10,
1748. https://doi.org/10.3390/math10101748
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ANEXOS

ANEXO A

Elementos del significado referencial de la distribucion binomial

Significado Pareial 1

Significado Parcial 2

Significado Parcial 3

S2.1: Asignacion de valor a un ensayo.
S2.2: Validacidn de aleatoriedad de fenémenos.

S3.1: La probabilidad de cualquier fe
fornmla).
§3 2: Faperanza (valor esperado) de un fendmeno binomial variable.

o binomial (usando la

(experimento azaroso) Pt R
=p C1.13: Permutacion

.
C1.2: Caso o suceso C1.14: Variacion

g |C13 Suceso C1.15: Probabilidad

g SEEllyetiie como proporeién

E C1.4: Suceso no C1.16: Nivmeros

g excluyente i i

; € 1.5: Patrén numeérico C1.17: Trifngulo de

2 |C1.6: Potencia Pas-cal.

g |C17:Desigualdad ) g popeticion
C1.8: Incognita C1.19: Espacio

5 C1.9: Coeficiente = trllsp
binomial s

C1.20: Variable
aleatoria discreta
C1.21: Factorial

C1.10: Combinatoria
C1.11: Valor de la
variable

C2.1: Probabilidad como valor entrs 0y 1

C2.2: Valor asociado a un experimento aleatorio
C2.3: Distribucion de probabilidad

C2.4: Sumatoria

C2.5: Extension del desarrollo del binomio
C2.6: Exito v fracaso

C€2.7; Independencia

C2.8: Sucesos equiprobables 1 no equiprobables

= $3.3: Cantidad mas probable de aciertos. Calculo e interpretacion de la
E 52.3: Probabilidad de casos extremos. media.
= |SL1: Seleccion de dos cosas de X diferentes. | S2.4: Probabilidad de una cantidad especifica de S3 4: Dispersion del nlimero de aciertos. Interpretacién de la varianza
£ [51.2: Determinacidn de casos posibles, aciertos en wn fenomeno binomial (sin uso de la o la desviacién estindar
f; favorables o no favorables formmla) 83.5: Probabilidad de un intervalo de valores de la V. A, de la
S |81.3: Determinacion de la veniable aleatoria | S2.5: Probabilidad de un intervalo de valores de la | distribucién binomial {usando la formula)
g (discretal y'o sus valoves variable aleatoria (V.A.) de la distribucion $3.6: Esperanza de fendomeno binomial incompleto.
= binomial (sin uso de la formula) §3.7: Cantidad favorable de ensayos.
e 52.6: Calcular la esperanza de una serie de §3.8: Determinar st un fenomeno probabilistico cumple con un
fenomenos binomiales incompletos. comparigmiente Bingaal
£3.9: Determinar los pardmenas de un experimento binomial
§3.10; Construir el grdfico de la distribucion binomial
C1.1: Azar

C3.1: Situacion/ fendmeno binomial (distribueion binemial)
C3.2: Probabilidad binomial (formula de la distribucion binomial)
C3.3: Funcion de probabilidad

C3.4: Pardmetro

C€3.5: Inferencia probabilistica

C3.6; Grado de conocimiento (probabilidad subjetiva)

C3.7: Media

C3.8: Varianza/ D. Estandar

C3.9: Valor esperado (esperanza)

C3.10: Ensayo de Bernoullt

P1.1: Conteo directo de casos

P1.2: Construccion del espacio muestral
P1.3: Reconocimiento de patrones

P1.4: Construccion y validacion de
algoritmos originados desde los patrones
numeéricos

P1.5: Blisqueda de propiedades

P1.6: Uso de representaciones graficas

tos

imient

Proced

P2.1: Identificacion de las caracteristicas del
fenomeno probabilistico

P2.2: Generacién. comprobacion y/o cotreccidn de
modelos matematicos de fendmenos de naturaleza
binomial

P2.3: Calculo del valor esperado al asignar valores
a las probabilidades de un fendémeno

P3.1: Determinacion de parametros de la distribucion binomial
P3.2: Comparar valores tedricos de un fendmeno binomial y las
proporcionss observadas,

P3 3: Variar parimetros en simulaciones

P3 4: Aproximacion o caleulo de medidas como la media ¥ varianza
P3.5, Caleulo de probabilidadss aplicando la fonmula
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ANEXOS

Proposiciones

E1.1: Los juegos de azar y otros fendmenos
pusden ser analizados desde distintas
representacionss,

E1.2: Se puede obtener un grado de
conecimiento del azar utilizando expresiones
matematicas,

E1.3: Sumando los casos posibles de dos o
mas sucesos se obtiene la cantidad de
arreglos totales (prineipio aditivo para el
conteo de casos).

E1.4: Multiplicando los casos posibles de dos
0 mas sucesos se obtieng la cantidad de
ameglos totales (principio nmltiplicative para
el conteo de casos).

E2.1: El valor esperado de un experitento
binomial corresponde a la suma de los productos
de cada valor de la variable por su respectiva
probabilidad de ocumencia.

E2.2: Se pueden obtener las probabilidades
asociadas a un fenomene binomial estudiande la
expansion de la expresion (p+ q)" enlaquepy g
son sus probabilidades ¥ n la cantidad de
repeticiones de los ensayos.

E2.3: La probabilidad sigue principios aditivos y
multiplicativos, al estar directamente relacionada
con ¢l conteo de casos.

E2.4: La suma de las probabilidades de ‘éxvito’ v
fracase ' de un fendmenc aleatorio es 1gual a 1
E2.5: La suma total de las probabilidedes de cada
valorde la V.4 esiguala 1

E3.1: En un fendmeno binomial existen n observaciones

E3.1: Las observacionss/ensayos en un fenomeno binomial son
independientes

E3.3: Cada ensayo de un fendmeno binomial tiene solo dos resultados
posibles (éxito y fracaso)

E3 .4: Las probabilidades de éxito v fracaso son constantes

E3.5: En un ensayo binomial, la probabilidad de obtener m aciertos en
1 ensayos con una probabilidad p de éxito estd dada por 1a formula
binomial.

E3.6: El valor esperado en un fenémeno binomial esta dado por su
media.

E3.7: Considerando una alta serie de experimentos, si la proporcion
observada no concuerda con la probabilidad teorica, se sugiers que el
fendmeno podria no ser binomial.

E3.8: La probabilidad de 1m compunto de valores de la VA, de un
Sfendémeno bimomial esta dado por la sumatovia de las probabilidades
de cada uno.

E3.9: La bimomial permite modelar probl
o puede

E3.10: Extstencia de stmetria en la distribucion bimomial cuando p =
0.5

E3.11: Formula bmomial para el caso particular de p = 0,5

que el medelo Laplace

2
Al.l: Razonamiento inductivo A2.1: Razonamiento deductivo ; 3
g A1.2; Expresiones recursivas AZ2.2; Razonamiento inductivo ﬁ}, ?ﬂmsg;ﬁ?n;}
50 A1.3: Uso de representaciones AZ2.3: Uso de representaciones -
‘fé L1.1: Lenguaje comun L2.1: Lenguaje comun L3.1: Lenguaje comun
g (Ll Simbblico L.2.2: Simbolico T.3.2: Simbaélica
2 |LL3 Tabular L2.3: Tabular L3.3: Tabular
= |L1.4: Grifico (diagrama de drbol) L2.4; Grafico L3 .4: Grafico
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